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Vorrede 



Es lag nr.xprünglich nicht in meiner Absicht, auch auf die drei 
Dimensionen des Raumes, meine Untersuchungen auszudehnen. Diejenigen 
Ideen, welche, im Anfänge meiner akademischen Laufbahn, zuerst mir 
die Feder in die Hand gaben und midi damals schon eine Umgestaltung 
der analytisch geometrischen Methode durchblicken Hessen, finden ihre 
unmittelbare Anwendung auch in dem weiteren Gebiete der räumlichen 
Geometrie, so dass hier der Weg durch meine frühem Arbeiten schon 
vorgezeiclmet isL Aber die Ausfiiliriing wirkt zurück auf den Gedanken, 
der sie hervorgertifeii hat, vervollständigend, läuternd, verallgemeinernd ; 
sic gibt ihm erst seine Bedeutung, ln dieser Bezieiiung durfte aui;h die 
vorUegende .\rbeit nicht fehlen. Wenn sie, selbst in denjenigen Theileu, 
die von Geometern ersten Ranges wiederholt mit Vorliebe behandelt 
worden sind, noch eine reiche Ausbeute neuer Resultate gegeben hat. 
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• ao lege ich darauf nur in so fern Gewicht, als die Methode es ist, 
die, wohinaus wir sie verfolgen mögen, nothwendig Neues aufdeckcii 
muss. Und diese Methode — in solchem Glauben lege ich die Feder 
. ' nach mehr als zwanzig Jahröii nieiler, um sic für diese Art von 
Forschung nicht* mehr zu ergreifen — wird der Wissenschaft bleibend 
' angehüren. 
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Ceordinaten-BcNtimiiiHiijK des Piinctes und der Ebene. 
Colltueadon. ReelprocHAt. 

/ 1. Es stellt, wie bekannt, die Gleichung: 

t'x + K'.v + v'x + l =0, (I) 

wenn z, r und x die Bedeutung von gewidinlichen I'arallel-Coordinaten haben und wir dirsrlbrn als 
veränderlich betrachten, während t', u' und v' drei Constante bedeuten, eine Ebene dar. Sind 
diese Consbmten gegeben, so i:<t es die Ebene. Man sieht sogleich, dass die recipruken und mit 
entgegengesetztem /eichen genommenen Mcrthc derjenigen drei Segmente, welche die gegebene 
Ebene von den drei Coordinaten-Axen /, \ und X abschueidet, jene drei gegebenen Constanten sind. 
Die Bestimmung von diesen Constanten ist hiernach eine lineare, so wie, umgekehrt, auch die 
Constniction der Ebene, wenn die drei Constanten ihrer Gleichung gegeben sind, eine lineare und 
vollkommen bestimmte ist. Wir nennen diese drei Constanten t', u' und die drei Coordinaten 
der durch die Gleichung (I) dargestellten Ebene und bezeichnen sic überhaupt als Plan- 
Coordinaten; dem ganz analog, wie w ir Coordinaten eines gegebenen I’unctes diejenigen besondem 
(constanten) Mcrthe von z, r und x nennen, welche diesem Puncte angeboren und durch deren 
Vermittelung wir denselben uuf lineare M eise bestimmen kOnnen. Mit der Lagen-Aenderung der 
durch die Gleichung (I) dargestellten Ebene ändern sich die Coordinaten-M erthe derselben. Aus 
diesem Gesichtspuncte betrachtet, sind dieselben veränderliche Grössen, und als solche wollen 
wir sie, mit Ilinweglassung der Accente, durch t, ii und v bezeichnen. Sie sind veränderliche 
Grossen, welche für alle Ebenen, wie die Punct-Courdinaten z, v und x Tdr alle Puncte, durch 
Vermittelung der drei Coordinaten-Axen auf gleichförmige W eise construirt werden können. 

Die Gleichung (1) wird befriedigt, wenn wir für z, v, x die Coordinaten z', v', x' irgendeines 
Punctes der dargestellten Ebene einsetzen, wonach: 

IV -I- u'.v' 4- v'x' 4-1=0. (2 ) 




Diese Gleichung drückt also eine Relation zwischen den Coordinaten einer Ebene (t',u',v') und 
den Cuurdinaten eines Punctes (z',y',x') aus, welche bestehen muss, wenn dieser Punct auf jener 
Ebene liegen, oder, was dasselbe heisst, wenn jene Ebene durch diesen Punct gehen soll. Betrachten 
wir einerseits, wie in dem Vorstehenden, t', u', v' als constanl und z', \' als veränderlich, so 

erhalten wir die Gleichung (1), von der wir eben sagen, dass sie die Ebene (!', u', v') 
darsteiie, weil die unendlich vielen zusammengehörigen Punct-Coordinalen-M’erlbe, welche diese 
Gleichung befriedigen, den verschiedenen Puncten der Ebene entsprechen. Betrachten wir andrerseits 
z', V', x' als constant und t', u', v' als veränderlich, so erhalten wir die Gleichung: 



t 
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2't+^'ii + x'v+l = 0, (3) 

welche durch unendlich viele Gruppen dreier zusammcngehilrigen Plan-Coordinatcn-\\ erthe befriedigt 
wird. Solchen Cuurdinalen-N\ erthen cnlsprechen alle die verschiedenen Ebenen, welche sich durch 
den Puiict (z', x‘) legen lassen. Mir sagen, cs werde dieser Puiict durch die Gleichung 

(3} dargeslelll. 

Die Cuordinalen der Ebene sind die drei Conslantcn ihrer Gleichung (t), die Coordinaten des 
Punctes die drei Cunstanlen seiner Gleichung (3). 

2. Mir sagen, dass überhaupt eine Gleichung zwischen Punct-Courdinaten eine Fläche darstellc, 
weil alle Gruppen von Cuordin.iten-M eiihen , welche die Gleichung befriedigen, den Puncten der 
Fläche zugehüren, und umgekehrt, die Coordinaten jedes Punctes der Fläche der Gleichung Genüge 
Ihun. Mir sagen ebenso, dass übcriiaupt eine Gleichung zwischen Plan-Coordinaten eine Fläche 
darstelle, weil alle Gruppen von Coordinaten-M ertlicn, welche die Gleichung befriedigen. Ebenen 
entsprechen, welche die Fläche berühren, und umgekehrt, die Coordinaten jeder Tangential-Ebene 
der Gleichung Genüge Ihun. 

M enn sich die Gleichungen auf den ersten Grad reJuciren, so gehen die dargcslellten, ini 
Allgemeinen krummen, Flächen in dem S.vslemc der Punct-Coordinaten in eine Ebene, in dem 
SjElemc der Plan-Coordinaten in einen Punct über. 

3. An die Stelle der Gleichung (1} können wir auch die folgende setzen: 

z-f-u'j-j-v'x-l-»' = 0, (4) 

in welcher ebenfalls drei Constanic und zwar nur in der er.'ten Potenz Vorkommen. Diese Gleichung 
ist, wie jene, in Beziehung auf die drei X eräuderlichen z, y, x, denen wir auch hier die Bedeutung 
gewöhnlicher Pnncl-Coordinalen beilegen, einerseits, und andrerseits der drei Conslantcn u'. v', w' 
symmetrisch. Die drei neuen Cunstaiiten können wir, was die Bestimmung der durch die Gleichung 
(4) dargestellten Ebene betrilTt, an die Stelle der früheren setzen, und, wie diese in dem Vorstehenden, 
als die Coordinaten der Ebene betrachten. Durch diese neuen Coordinaten wird bloss die Ebene 
auf eine andere M eise als früher coiistruirl. Auf bekannte M eise überzeugt man sich nemlieh ' 
sogleich, dass w' das, mit cnlgegengesel/.lem Zeichen genommene, Segment bedeutet, welches die 
Ebene (4) von der Axe Z abschneidel, und dass u' und v' (unter der Voraussetzung recblwinkliger 
Axen) die trigonometrischen Tangenten derjenigen beiden M’inkel bedeuten, welche einerseits von 
der Axe Z und andrerseits von den in den Ebenen ZV und ZX liegenden Projeclionen eines auf 
der Ebene (4} errichteten Perpendikels gebildet werden. 

Bezeichnen wir, wie früher, einen gegebenen Punct der Ebene (4) durch z', j', x', so kommt; 

z' -f- u'y' -1- v'x' + w' = 0 , (5) 

nnd wenn wir dann ferner u', v', w' als veränderlich betrachten und, dem entsprechend, die Accente 
fortlasscn : ^ 

^ ‘■?w-|-x'v+y'u-f-z' = 0, (6) 

eine Gleichung, welche, in demselben Sinne als früher, den Pnnct (z', y', x') darstelll. 

4. Dadurch, dass wir den Erörterungen der vorstehenden nnd der ersten Xunimcr die uns 
geläufigere Bestimmung der Coordinaten eines Punctes zu Grunde gelegt haben, erscheint die 
Bestimmung der Coordinaten einer Ebene als ein hieraus Abgeleitetes, Alles verhält sich aber, in 
Beziehung auf die zwiefache Coordinaten-Bestimmung, ganz symmetrisch, und cs ist kein Grand 
vorhanden , vorzugsweise eine der beiden Bestimmungen als die erste und ursprüngliche anziisehen. 

Denn auf gleiche Weise hatten wir auch aus der Bestimmung der Plan-Coordinaten die Bestimmung 
der gewöhnlichen Punct-Coordinaten ableiten, oder, mit andern M'orten, in den genannten beiden 
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Numoirrn rückwärts von den Gleichangrn (3) und (6) zu den Gleicbungen (1) und (4) über- 
gehen kennen. 

Mir wollen uns nun zu einer allgemeinem Coordinaten-Bcstimmung, sowol Tiir Puncte als 
Ebenen, wenden und hierbei, was die Form der Darstellung anbetrifli, den eben ausgesproebenen 
Gesichtspunct fesllialtcn. 

5. An die Stelle der Gleichungen (2) und (5) wollen wir die nachstehende treten lassen: 



S s ^ S B ^ S s ^ ’ 



(7) 



welche wir auch folgcndcrgestalt schreiben kiinnen: 

Pl> + Oq + Rr-t-Ss = 0. (8) 

Mir bezeichnen hierbei durch p, q, r und s vier gegebene ganze und lineare Functionen von 
z, y und x, so wie durch P, (J, R und S vier gegebene ganze und lineare Functionen etwa von 
u, v und w. 



ln dieser Voraussetzung stellen, wenn wir erstens P, Q, R und S als constant und p, q, r 
und s als veränderlich betrachten, die vorstehenden Gleichungen, weil sie in Beziehung auf z, y und x 
vom ersten Grade sind, eine Ebene dar, welche durch die drei constanten Coefficienten : 

J1 ^ JL 

S ’ S ’ S 



auf einzige M eise vollkommen bestimmt ist. Diese drei constanten Quotienten nennen wir die drei 
Coordinaten der Ebene. Mir werden auch eben so oft von vier Coordinaten der Ebene 
sprechen, indem wir für diese 

. . P, Q, R, S 

dl 

nehmen. M’cnn die Ebene gegeben ist, so erhalten nur die Quotienten je Zweier ihrer vier Coordinaten 
« bestimmte M'rrthc, und nur diese, nicht aber die vier Coordinaten selbst, können wir zur Bestimmnng 
einer Ebene, von Vorne herein, willkUhrlich annehmen; was auch daraus schon erhellet, dass jede 
dieser vier Coordinaten, weil sie alle gegebene lineare Functionen von n, v und w sind, auch eine 
gegebene lineare Function der drei übrigen ist. 

Mcnn wir zweitens p, q, r und s als constant und P, Q, R undS als verinderlich betrachten, 
so stellen die vorstehenden Gleichungen, weil sie in Beziehung auf u, v und w vom ersten Grade 
sind und also auf die Form der Gleichung (G) gebracht werden können, einen Punct dar, welcher 
durch die drei constanten Cueiricicnten: 

' $ i. JL 

s ’ s ’ s 

auf einzige Meise vollkommen bestimmt ist. Diese drei Constanten nennen wir die drei Coordi- 
naten des Piinctes. Auch hier werden wir eben so oB von vier Coordinaten sprechen, indem 
wir für diese 

P. q. r, 8 

nehmen. Der Punct ist alsdann durch die Quotienten jo zweier dieser vier Goordinaten und, 
umgekehrt, sind diese durch die Lage des Pnnctes bestimmt. 

Es gibt hiemacb unendlich viele Svsieme von Punct-Coordinaten sowohl als von Plan-Coordinaten ; 
diese ordnen sich, in Folge der Gleichung (7), die wir der Kürze wegen auf folgende Weise 
schreiben wollen : \ . 

f 
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es + H-r + Z^+l =0, 




I-+SL 

s ^ P 



JL+A. 

s ^ P 



■+-p ~ ®’ 



^ f 



indem wir i für die Punct-CoorJinatcn — . — , — und 0, H* Z für die Plan-Coordinaten 

8^88 

P Q R 

-^1 eiiisclzen, als befreundete Coordinalcn'S^isteiDe paarweise zusammen. Denn, w'enn 
5 S S 

wir zum Beispiel &, i;, ^ als gegebene lineare Kuuctioneii vun z, y, .\ und als veriinderlich betrachten, 
so stellt die letzte Gleichung eine Ebene dar, von deren Coordiiiaten t, u, v die Grfissen 0, H, Z 
vollkommen bestimmte Functionen sind. Hiernach sind also in Gemässheit der 1. Nummer z, y, x 

1 X V 

and I, u, v, ferner in Gemässheit der 3. Xuinuier — , — , — und w, v, u die Cuordinaten zweier 
befreundeten Systeme. • 

Auf eine gleich einfache M eise ordnen sich Systeme von Punct- und Pian-Coordinaten paarweise 
zusammen, wenn wir der Gleichung (?) die folgende Form geben : 

S 



die, wenn wir der kürze halber i;, S für die Punct-Coordinaten 



— , — und Z, H, 0 für 
s s 



die Plan-Coordinaten 



S 



R 

P^ 



Q 



einsetzen, in die folgende übergeht: 



^ + 0r + HS + Z = O. 

Durch diese Gleichung sind die beiden Coordinalrn-Systcine ^ r, ^ und Z, H, 0 gegenseitig durch 
einander bestimmt. Je zwei solcher Systeme nennen wir befreundete zweiter Art. Befreundete 
Coordinaten-Systeme zweiter .Art sind also, in Gemässheit der Gleichung (4), insbesondere auch die 
Parallel-Coordinaten z, y, x und die Plan-Coordinaten w, v, u der 3. Nummer. 

6. Es liegt uns jetzt zunächst noch ob, unsere zwiefache allgemeine Cuordinaten-Bcstimmung - 
von einem specicllen Systeme von Punct- oder Plan-Coordinaten unabhängig zu machen. Da nemlich 
lineare Functionen von z, y, x (oder u, v, w) auch lineare Functionen irgend dreier andern Grössen, 
die selbst schon lineare Functionen von z, y, x (oder u, v, w) sind, bleiben, wobei bloss die 
M'erthe der Constanten sich ändern; so erhält der Ausdruck lineare Function eine Bedeutung, die 
von der Annahme eines specicllen Coordinaten-Systems nicht mehr abhängig ist. 

Es sei erstens, indem wir wiederum von gewöhnlichen Punct-Coordinaten ausgehen, 

p' = w(z' + ay'-f bx'-fc), 

wobei wir p', z', y' und x' auf einen gegebenen Punct beziehen. Betrachten wir diese Grössen als 
veränderlich, so stellen die Gleichungen : 

p = 0, ■ z + ay + bx-j- c = 0 

beide dieselbe gegebene Ebene dar. M’enn wir nach dieser Ebene von dem gegebenen Puncte aus 
und parallel mit der Axe Z eine gerade Linie ziehen, welche diese Ebene in irgend einem Puncte 
triflt, dessen z Arir dnreh t" unterscheiden wollen, so kommt: 

0 = z" + ay' + bx' e, 

und lncn>acb t - - 

1 V»-- ' p' = *(z' — z"). 

(■' — *") ist gieieb dem , nach der beliebig bestimmten Richtung der Axe Z genommenea Abstand 
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dc^ gtg^ebeoen ^ncies vw^dw ergebenen Ebene p. Bezeichnen vir den hSrzesten AbaUnd beider 

.j i_i v?! _ j__ * rm i • . « 



da^ p, and den constannn Mi'inhel, velebcn die Ebene p mit der Axe Z bildet, durch ip, und 

= }T,, SU ergibt sich: 



ntdnn zugleich der Kurze wegen 

Xr 



•rv..' 

A" 



sin <p 

P' = «iPi- 

Es bedeutet also p' den kürzesten Abstand des gegebenen l’unctcs vun der 'gegebenen Ebene, muhi- 
plicirt mit einem constanten Cuciricicnten. 

■ Als allgemeine Punut-Courdinatcn-Besliinmung erhalten vir hiernach die folgende. 
Vier Ebenen werden vun Vorne herein beliebig angenumnien; dann sind die kürzesten Abstände 
eines Punctes von diesen vier Ebenen, iiiultiplicirt mit vier beliebigen Constanten, die vier Courdinaten 
dieses Punctes. Die vier Ebenen selbst werden durch die vier Gleichungen: 
p = 0, q=0, r = 0, s = 0 

dargestellt. Gehen wir zu den drei Coordinaten des Pnnctes 

_P_ JL JL 

s ’ s ’ s 

über, so bedeuten diese die Quotienten , welche man erhält, wenn man irgend drei der fraglichen 
Perpendikel durch das vierte dividirt und dann dem Quotienten einen constanten CocfTicientcn hinzufügt. 
Es hängt diese allgemeine Coordlnaten-Bestimmung also vun 15 Constanten ab; von diesen kummen 
drei auf die Bestimmung jeder der vier Ebenen und die drei übrigen treten unmittelbar in Evidenz. 

Wenn eine der vier linearen Funktionen auf eine Constante sich rcducirt, so rückt die bezügliche 
Ebene unendlich weit, wobei keine Spur von ihrer ursprünglichen Lage übrig bleibt.**} Dann sind 
die drei Coordinaten des Punctes entweder (wenn s constant und, unbeschadet der Allgemeinheit, der 
Einheit gleich ist) drei lineare Functionen 

P » ü » c, 

oder (wenn etwa p der Einheit gleich ist): 

1 q r 

S ’ 8 ’ S ’ 

das heisst, die Einheit und zwei lineare Functionen, gethcilt durch eine dritte. Dann bängt die 
Coordinaten-Bestimmung nur von 9 Constanten ab. 



Wenn uberhsiipt ein geomelrisetier Orl durch eine Gleichung 

3l = 0, 

ia welcher X irzend eine heliebige Function von Punct- oder Plon-Coordinoten bedeutet, durgtstellt wird, 
•0 werden wir dencelben, der Kurse wegen, sie den nOrt X“ bexeiebneo. Hiemaetl tat die Ebene p 
diejenige, welche durch die Gleirhnng 

p = 0 

dargestellt irird. 

Stellen wir eine Ebene durch füllende Gieidiuofc Kwisebea gewöhaliehea Perallel-Coardinatcn dar: y 

+ + + « = 

M riebt diese Ebene, parallel mit sich selbst, um so weiter, je kleiner wir fi annebmen, and liegt uneodUeh 
weit, weon ^ verschwindet. Indem sich dsun der erste Theil ihrer Glelchun|; auf die Conetanle c, fSr 
welche wir, vnbeschadet der Allgemeinheit, auch Eins »elimen können, rcducirt, fallen a und b, durefc 
welche die Bichtunf der Ebene urapruni^lich bestimmt wer, ^ana fort. 
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Um insbtsondere xu dem gewöhnlichen S;rs(cme der Parallel-Coi 
IcOnneD wir in dem Torletxtea Falle die drei Coordinaten durch 






H. 



** 



V, X zarddaakelra , 



^P» I *1l > P*"! . 

ansdriieken, wobei die drei Veränderlichen kürzeste Abstände von den drei Coordinaten-EbeiMD 
XY, XZ, YZ licdenten, und dann für jr, *, p die Cosecanten der drei Winkel nehmen, welche diese • 
Ebenen bezüglich mit den Axen Z, Y, X bilden. 

7, Es sei zweitens, um zu den I’lan-Coordinaten überzngehen : 

P' = Ttfw' + av' + bu'-f-i:), 

indem wir P', w', v' und u' auf dieselbe Ebene beziehen. Betrachten wir diese Grössen als ver- 
änderlich, so stellen, indem wir die Accente fortlassen, die beiden Gleichungen ' 

P = 0, w-f-av-t-bu-|-c = 0 

denselben Punct dar. (Für diesen ist nach der 3. Nummer z = c, j = b, x = a.) Wenn wir 
eine Ebene durch diesen Punct legen, parallel mit der Ebene (w', v', u') , und das derselben ent- 
sprechende w durch w" bezeichnen, so kommt: 



w" -f- av' bu' -(- c = 0 , f 

und hiernach T 

P' = 3l(w' — w")- * 

Es bedeutet also P' den Abstand der bezüglichen Ebene von dem gegebenen Punclc P, genommen 
nach der beliebig angenommenen Richtung der Axe Z und multiplicirt mit dem constanten Coef- • 

ficienten w. 

.\ls allgemeine Plan-Coordinatcn-Bestimmung erhalten wir hiernach die folgende. 

Vier Puncto werden von Vorne herein beliebig angenommen und überdie.ss eine constante 
Richtnng. Die .\bständc einer Ebene von diesen vier Puncten, genommen nach der constanten 
Richtung und multiplicirt mit vier constanten Cueflicienlen, sind die vier Coordinaten der Ebene. 

Die vier angenommenen Piincte seihst werden durch die vier Gleichungen 

P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 

dargestellt. 

Gehen wir zu den drei Coordinaten der Ebene >• 

-L ^ ^ ; 

S ’ S ’ s 

Uber, so erhält man die geometrische Bedeutung derselben, wenn man drei beliebige der fraglichen 
Abstände durch den vierten dividirt und dann die drei sich ergebenden Quotienten mit drei con- 
Etanlen Cocllicicnten multiplicirt. Hier können wir statt der .\bstünde, die nach der, ein für alle 
Male bestimmten, Richtung genommen sind, kürzeste Abstände von der jedesmaligen Ebene 
nehmen. Dann erkennen wir sogleich die 15 nothwendigen Constanten, von welchen die Coordinaten- 
Bestimmung abhängt, in den viermal drei Constanten, durch welche die vier gegebenen Puncte 
bestimmt werden, und in den drei unmittelbar hervortretenden con.stonten Cuefllcicnten. 

Wenn der vierte beliebig angenommene Punct nach der Richtung der Axe Z unendlich weit 
liegt, so revlucirt sich S auf eine Constante,*) für welche wir, unbeschadet der Allgemeinheit, Eins 



*) Die Glvtchimg iliht Huuetrs X^) i«l in dem sii Grunde jfelc^Cleti (.'oonliiintcn-SyBlemc 

w-t-x'v+y'u-f-*' _ Q 

>Venn »vir dieuelb« dnreh diTidireii und dsiui x', nicht iber tuxleicli ■iicli y* und x', unendlich ffro«» 
nehmen, m redttcirt aiefa ihr mter Theil auf eine ConeUute, auf Küi». 
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nehmen können. Ikinn werden die drei Coordinaten der Kbciic die drei linearen Functionen 

P, Q, R. 

Diese linearen Fnnclionen können wir hier nicht mehr als kürzeste .Abstände von der zu bcsiim' 
menden Ebene consirniren. 



Die möglichst einfachen Coordinaten-Beslimmiiniren , die wir in der 1. und 3. \uminer gegeben 
haben , lassen sich dnreh Particularisation aus der vorstehenden allgemeinen ßestimmung leichl 
herleiten. Schreiben wir zu diesem Ende an die Stelle von t , u und v , den drei Coordinaten der 

I U V 

ersten \nnmier, bezüglich , — , — , so können wir 
w w w 

P = t, 0 = u, R = V, S = w 

Air die vier Coordinaten nebmen. Da die Gleichung eines Punrtes (z‘, x‘) alsdann die fol- 

gende w ird : 

x't -f- >'u -E z'v w = 0 , 
so ist zuvörderst crsichtlicli, dass die Gleichungen 

t = 0, u = 0, v = 0, w = 0 

bezöglich diejenigen drei Puncte, die nach der Richtung der drei .Axen /, A’ und \ des zu Grunde 
gelegten beliebigen Coordinaten-Sjstems unendlich weit liegen und den .Anfangspunct des Svstema 
darstclien. Das ist also die besondere Ijge der in diesem Falle die Coordinuten-Construction 
vcrniittelnden vier festen Puncte. 

Die vier Coordinaten t, u, v und w haben natürlich auch hier keine absolute Bedeutung. Setzen 
wir w = 1 , so kommen wir zur Coordinaten-Bestimmung der 1. \uninier zurück. Setzen wir 
t = I , so erhalten wir die Coordinaten der 3. Nummer. W'ollen wir die vier Coordinaten bei- 
behalten, so können wir der Coordinate w die Bedeutung des kürzesten Abstandes der zu 
bestimmenden Ebene von dem Anfangspuncte der Coordinaten geben. Dann bedeuten, abgesehen 
vom Zeichen, t, u, v die Sinus derjenigen Winkel, welche die fragliche Ebene mit den drei Richtungen 
der beliebig nngenummenen Cuordinaten-Axen bildet. Dann bedeuten ferner, in Ccbercinstimninng 

t II V 

mit der I. Xummer, — , — die reciproken Werthe derjenigen Segmente, welche von den 

Coordinaten-Axen durch die bezügliche Ebene abgeschnitten werden. Wenn wir w immer positiv 
nehmen, .so müssen wir den drei Sinus t, u, v, einzeln flir sich betrachtet, das positive oder negative 
Zeichen geben, je nachdem die Flbene die drei bezüglichen Axen auf der negativen oder positiven 
Seite schneidet. 



8. Wenn zwei beliebige S.vsieme von Punct-Coordinaten d, i;, i und i;,, willkUhrlich 
angenommen werden, so ist durch drei beliebige Coordinaten- Werthe in jedem der beiden Svsteme 
ein Punct gegeben; wir sagen, dass zwei so bestimmte Puncte sich eollinear entsprechen. Die 
Collineation ist hiernach durch die drei Gleichungen 

S = &, , i; = i;,, ^ = d, (1) 

ansgedrückt, in der Art, dass, bei willührlicher Annahme von a, b, c, 

|S = a, II = b, d=c|, . . ^ 

i», = a, s, = b, d, = Ci - 
iwei sieh entsprechende Puncte sind. Die beiden Gleichungen: 
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sä+hn + l<4 + t=i^'o, ' 

g&,+hn, + k^, + l=0, 




welche in den conütanten CocSicienten Qbereinstimmen, stellen svt'ei Ebenen dar, deren Puncte (lA 
collinear entsprechen, weil »Ile die unendlich vielen Gruppen von Coordinaten-Werthen, welche eile 
dieser beiden Gleichungen befriedigen, auch der andern Genüge thun. Wir sagen darum, dass auch 
die beiden Ebenen selbst, bei willkührlicher Annahme der drei Constanten g, h, k, sich coUinear 
entsprechen. 

In gleichem Sinne stehen irgend zwei Flüchen, welche bei beliebiger Bestimmung Function 
tp durch die beiden Gleichungen ‘ 

f ( s .>!.0 = o> = 0 ' i '': ■ • 

dargestcllt werden, in der V'erwandtschaft der Cullineation. 



♦ 



9. M ir kennen die Collineation auch io dem Srstenie der Plan-Coordinaten nusdrUcken und 
aus den Gleichungen (1) .mdere ableiten, die diesem Systeme nugehören. Da nemlieh >r, i und 

rii> ii lineare Punct-Coordinaten bedeuten, die gegeben und auch als bekannte Functionen ..von 
z, y, X zu betrachten sind, so sind die Cuurdiimten jeder der beiden Ebenen (2) (wir können uns 
hier beliebiger Plan-Coordinaten und namentlich auch der Cuordinatcn t, n, v der 1. Nummer, 
bedienen) lineare Functionen der willkührlidien Grössen g, h, k und, ungckchrt sind auch diese ^ 
lineare Functionen von jenen. Die Gleichung der ersten Ebene gebe, hiermit in tebercinstimmung: ' 
g = f{t,u,v) = e, h=f,(t,ii,v) = H. k==f„Ct,u,v) = Z, 
und die Gleichung der zweiten : 

g = F(t,n,v) =e,, h = F,(l,n,v) = H„ k = F„(t,u,v) = Z, . 

Dann können wir, unabhängig von den jedesmaligen Werthen von g, h, k, die Collineation der 
beiden Ebenen (2) durch die nachstehenden Gleichungen ausdriieken: 

e = 0,, H=H,, Z = Z,, (3) 

wobei H, Z, so wie 0,, H,, Z^, bekannte lineare Plan-Coordinaten bedeuten. Es stellen ' 
hiernach ferner, wenn wir durch a, b, c irgend drei constantc M erthe bezeichnen, die Gleichungen: 

a« bH -f cZ -H 1 = 0 , 
a0,-|-bH,-f-cZ,4-l =0 

zwei sich entsprechende Puncte dar, weil dieselben Gruppen von drei Conrdinaten- Werthen in den 
beiden Systemen diese beiden Gleichungen gleichzeitig befriedigen und also die Ebenen, welche durch 
die beiden Puncte gehen, paarweise genommen, sich collinear entsprechen. 

10. Die Collineation hingt von der Annahme der beiden Systeme von Punct-Cuordinatcn oder 
der beiden Systeme von Plan-Coordinaten ab. Auf unendlichfaclic Meise können wir aber die 
Gleichungen (t) oder (3) mit andern vertauschen und insbesondere eines der jedesmaligen beiden 
Coordinalen-Systeme ganz wilUcOhrlich von Vorne herein annchmen. 

Die gewöhnlichen Pamllel-Coordinatcn x, y, z zum Beispiel sind gebrochene lineare Functionen 
der aligemeincn Coordinalen S, t;, 4- Diese Functionen sind als gegeben zu betrachten, wenn die 
Bestimmung der Coordinalen d, i;, i, die wir io der 6. Nummer cunstruirt haben, gegeben Ist. 
I^tr.en wir demnach : 

'fs f ^ ^1 » — *ta » 1, 
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SO sind , t;^ und aben dieselben Fuialiunpn vond,,^, und^i wiex,;r,z von&,ii,^, und also auch 
die erstem {(rgebrnc Functionen derselben Art vonx,j,z. ln Folge der Gleichnng (I) erhalten wir hiernach: 



X = S, 



.▼ = Ti 



z = ^,1 




und diese Ulcichiin^en treten nun an die Stelle der eben genannten, um die Verwandtschaft der 
Collineation auszudrQcken. 

ISO kbnnen sriFji^enn wir zii der Plan-Coordinaten-Besllmmun^ der 1. Nummer zorllek- 
aus den Gleichungen (3) die folgenden ableilen : 

t = 02 , u = H .2 , V = Z -2 , 
trdbel 0j , H 2 und Z 2 gegebene lineare und gebrochene Functionen von t, n und v bedeuten. 

Es hängt nach dem Vorstehenden die Collineation von so vielen Constanten ab, als die 
Bestimmung der Systeme der allgemeinen Piinct- oder Plan-Coordinnten, nemlich von fünfzehn.*) 



*) Um den Ueber|^«ii(r von der rinrii sii der «nderii Bestiitimimg»\vei«e dentclben ColluiealionH-Verwatidlschari 
noch dciillicber bervor7.ul)cben. fu^c ich in dieser Note noeb eini^ Aii.irührui)gCB tiiiixu. 

* I Die Collineation werde ursprüngticli diircb die Gleichungen: 

* X = S, v=:i:, z=4 (t) 

dargeslellt, imlcni, bei willkubrücher Aiiiialinie von 16 Constanten, die sich tnUess sogleich auf 15 reduciren lassen, 

, ^ az + by + cx + d ^ a,z + b,} -f-e,x+ d, ^ a,» + b^y + c,x + d , 

BjZ + bjjr + CjX-R,’ ’^—'ajZ + b,jr + CjZ+ d/ “bjZ + b,,- + c,x + dj ‘ 

* Irgend atvei eolliiicarc Ebenen werden alsdann bei beliebiger Annabnc von g, li, k durch ilie beiden 
Gleicbiingeu: 

V r gz + hy + kx + l =0, (8) 

g^ + h>7 + kS + l =0 (3) 

dargoalellt. Entwickeln wir die leiste dieser beiden Gleichungen, so koniml: 

«r(“4-by+ci+d) + h(a,z+b,3r4-e,x-|-d,) + k(a2Z + b2/ + C2X+dj) 

+ (ajZ + bjjr+Oji + dj) = 0, 

oder, wenn wir felgendermasMen ordnen: 

0s+a,h-|-a,k-|-aj)z-f-(bg + b,h-f-b2k4-b3)j + (cg+c,h+c2k + c,)x 
+ (dg4-d,h-f-d2fc4-<tj) = 0, 

und dann 

•Ig + dih + d^k-l-dj “ 
setsen, schliesslicli: 

Iz + mj+nx + l =0. ( 4 ) 

, Indem «vir dm» Plan-('aordin»len-Sy»tem der I. Nummer nii Grunde legen, haben «vir hiernach für die 

beiden coUinearen Ebenen (8) und (4); 

‘ = Kl u .= h, V = k, 

t = I, 0 = m, T = n, 

wonach wir, «veil 1, m, n gegebene Functionen von g, h und k »Ind, die beiden Ebenen gegenseitig 
durch eiunnder beaiimmen können. Hiernach sind also auch g, h, k als bekannt au betnchlende lineare 
Funclloiien von 1, m, n, den Coordinalen t, n, v der Ebene des aweiteu Systems. Wir «vollen diene 
Fnnclioiien durch 0^ {J und Z beaeiehnen. Sctxen wir hiernach die acviefacben .Austlrücke för g. h, k 
einander gleich, so erhallen wir die folgenden drei Gteichiingen: 

t = 0, u = H, V = Z, 

welche, um hie CollinealioD der beiden Systeme ausaudriiclten, an die Stelle der Gleichungen CI) treten. 

* • 



b g-Fbjh-f-bjfc-t-b, 



= m. 



cg + Cih + Oik-l-^ 

dg + d , h -f- il jk 4-d j 
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10 Einleitende Betrachtungen. 

11. Indem wir die Cullineation durch die Gleichungen (1} der 8. Xummer ausdriieken, werden 
die Punctc des Raumes doppelt, und gleichsam als zwei verschiedenen Ranm-S\stemen angehlirig ^ 
betrachtet. Die Puncto des einen Sjrstems entsprechen auf lineare Weise den Puncten des andern,,^ ^ 
und das eben ist die Definition der Collincatiun, die hier durch die Gleichungen (1} analjstisch aus- ^ 
gedruckt worden ist. Eine noth wendige Folge hiervon ist, dass allen Puncten des neuen Systems, 

Welche in derselben Ebene liegen, sulche Puncte des andern Systems entsprechen, welche .ebentalls 

in derselben Ebene liegen. Es entsprechen sich hiernach auch die beiden Ebenen auf einzige Art. 

Allen Puncten des einen Systems, die in einer geraden Linie, dem Durchschnitte zweier Ebenen, 
liegen, entsprechen sulche Puncte des zweiten Sjrslems, die gleichzeitig in den beiden entsprechenden 
Ebenen, also ebenfalls in derselben geraden Linie liegen. Es entsprechen sich hiernach auch die 
beiden geraden Linien. 

Indem wir die Cullineation durch die Gleichungen (3) ausdrbeken , werden die durch den Raum 
gelegten Ebenen ihrerseits ursprünglich doppelt, und gleichsam als zwei verschiedenen Raum-Systemen 
angchürig betrachtet. Die Ebenen der beiden Srslenie entsprechen einander auf lineare Weise, 
und das eben ist hier die, durch jene Gleichungen analytisch uusgedrUckte, Definition der Cullineation. 

Eine noth wendige Folge hieraus ist, dass allen Ebenen des einen Systems, welche durch denselben 
Punct geben, solche Ebenen des andern Systems entsprechen, welche ebenfalls durch denselben Punct 
gehen ; wonach auch die beiden Puncte sich auf einzige Weise entsprechen. Allen Ebenen des einen 
Systems, die in einer gemden Linie, der V'erbindungsliiiie zweier Puncte, sich schneiden, entsprechea 
solche Ebenen des zweiten Systems, die gleichzeitig durch die beiden entsprechenden Puncte, also 
ebenfalls durch dieselbe, jene beiden Puncte verbindende, gerade Linie gehen. Es entsprechen sich 
hiernach auch die beiden geraden Linien. 

12. Wenn wir ein Punct-Coordinaten-System &, c, 4 und ein Plan-Coordinaten-System &, H, Z 
beliebig annebmen, so ist durch irgend drei cunstante Courdinaten-Werthe in dem ersten Systeme ein 
Punct nnd in dem zweiten Systeme eine Ebene gegeben: wir sagen, dass Punct und Ebene sich 
reciprok entsprechen. Die Reciprocitüt hangt hiernach von der willkUhrlichen Annahme der 
beiden Coordinaten-Systenie ab und wird durch die folgenden drei Gleichungen: 

& = 0,, n = H,, i = Z,, (1) 

ansgedrückt, in der ,\rt, dass 

!& = a, ^ = b, i = cl, 

)0, = a, H| = b, Z, = c| 

ein Punct des ersten und eine Ebene des zweiten Srstemes sind, welche einander reciprok entsprechen. 

Durch die beiden Gleichungen: 

gä-f-hn-f ki-f-1 = 0, (2) 

g0,-fhH, -l-kZ, -Hl =0 (3) 

sind, bei willkührlicher Annahme von g, h, k, eine Ebene des ersten und ein Punct des zweiten 
Systems gegeben, von denen wir ebenfalls sagen, dass sic sich reciprok entsprechen, weil jedem 
Puncte, der in jener Ebene liegt, eine Ebene entspricht, die durch diesen Punct geht, g, h, k 
können wir einerseits als Coordinaten der Ebene (2) des ersten Systems construiren und, dem ent- 
sprechend, durch 0, H, Z bezeichnen, dann aber andrerseits als Coordinaten des Punctes (3) des 
zweiten Svstems construiren und, dem entsprechend, durch S,, i;,, 4, bezeichnen. Die Reciprocität 
zwischen Ebenen des ersten und Puncten des zweiten Sy stems wird hiernach durch die drei Gleichungen : 

0 = &1, H=r,, z = 4, ( 4 ) 




« 
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ausgeilrUckl, in der Art, dasfi wiederum, bei wrillkfihrlicher Annahme ron a, b, c, 

|e = a, H = b, Z = cl, 

1», = a, i;, = b, = c| 

2 eine Ebene und ein l’unci sind, die sich entsprechen. Ind ebenso stellen wiederum, bei willkühr* 
'•* lieber Annahme von g, b, k, die beiden Gleichungen: 

^ g© + hH + kZ + l =0, 

gS.+hc, +k^. + l =0 

einen t’unct des ersten und eine Ebene des zweiten S>steins dar, die sich rcciprok entsprechen. 

üm die Reciprocilht der beiden Srsteme vollständig anszudrfleken , kiinnen u ir uns sowohl der 
Gleichungen (1) al.s auch der Gleichung'en (4) bedienen, und junbeschadet der .Allgemeinheit, der 
Einfachheit weg'en, einerseits, gewöhnliche Parallel-Cuordinaten x, v, z an die .Stelle von 3, t;, 4 
, und, andrerseits, etwa die Plan-Cuordinaten der I. \uranier t, u, v an die Stelle von O, H, Z 
aetzen, und dann d, als lineare Kiiiictioncn von x, v, z und 0„ 11, , Z, als lineare Eunctionen 

von t, u, V darsteilen. Zugleich sehen wir hieraus, dass die Verwandt-schaft der Hcciprocitat gerade 
<• so, wie die Verwandtschaft der Collineation, von fttnfzehn Cunstanten abhängig ist. 

13. Es gibt noch eine andere .Art, die Keciprociläl zweier Systeme auszudrUcken, und zwar können 
^ wir hierbei uns sowohl bloss der Puiict-Coordinaten als auch blo,ss der Plan-t’oordinalen bedienen. 
Mir wollen wiederum von den Gleichungen (1} der vorigen Nummer: 

& = 0,, , = H,, 4 = Z,, (I) 

• durch weiche die Reciprocität xweier Systeme ausgedrOckt wird , ausgehen. Diejenige Ebene des 
.• zweiten Systems, deren Coordiimlen ff>,, H, un^ Z, sind, können wir auch durch eine lineare 
' Gleichung zwischen beliebigen Punct-Coordinaten darsteilen; wir wollen dafür die folgende nehmen: 



g* + hy +kx-(-l =0. (3) 

Die Cuordinaten (9,, H, und Z, sind bekannte lineare Functionen von g, h, k (die wir als Coor- 
dinalen dieser Ebene, wie wir sie in der I. Nummer bestimmt haben, betrachten können) und, 
umgekehrt, auch diese von jenen. Es sei demnach: 

g = f(«,,H,,Z,), h = f,(«,,H,,Z,), k = f„(«,,H,,Z,), 
dann ist in Folge der Gleichungen (I): 

g = f(d,i;,() =Soi h = f, (&,i;,0=':o. k = f„ (&, i;, , 

indem wir, der Kürze' wegen, &o> To» ’*** Coordinalen für Punctc des ersten Srstems 

einführen. Es sind dieselben nicht nur als lineare (gebrochene) Functionen von 3, sondern 
auch von den , diesen Cuordinaten entsprechenden, M erthen von z, ) und x anzusehen. Selzen wir 
diese M'erthe von g, h, k in die Gleichung (3) , so kommt : 

^o* + W + ^oX + l =0. (6) 

Diese Gleichung stellt also diejenige Ebene des zweiten Srstemes dar, welche einem Punete des 
ersten entspricht, dessen gegebene Coordinaten-\A erthe Zo “tid 4e *tt>d. M'enn wir die Voraus- 
setzung machen, dass diese Ebene durch einen gegebenen Punct (z', y', x') des zweiten Systemes 
gehen soll , so erhalten wir folgende Bedingungs-Gleichung zwischen den Punct-Coordinaten 
^ 0 * 

*'äo4-)'«ro + x'^<, + l =0. 

*♦ 
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Belrnchtrn wir diese Coordinalen ois verdndrrlicb, so siclit die vorstehende GIcichang eine Ebene 
dar, welche alle Pancte enthält, denen im zweiten Systeme solche Ebenen entsprechen, die sänimtlich 
durch den Pnnct (z', j', x‘) gehen. Diesem gegebenen willkUbrIicheu Puncte des zweiten System» 
entspricht also, im ersten Systeme, die durch die letzte Gleichung dargeslclite Ebene. - , 

Eine und dieselbe Gleichung (6) stellt also, einerseits, wenn wir den Punct-Coordinaten t« 

Voi ia diejenigen constanten ^^'crthc geben, welche einem gegebenen Puncte des ersten Systems 
zukommen, und dann z, y, x als veränderlich betrachten, die diesem Puncte, in dem zweiten Systeme, 
entsprechende Ebene dar; und, andrerseits, wenn wir für z, y und x diejenigen constanten M'erthe 
einsetzen, welche sich auf einen gegebenen Piinct des zweiten Ssstems beziehen, und dann die Punct 
Courdinaten und 4^ als veränderlich betrachten, diejenige Ebene, welche, im ersten Systeme, 

dem gegebenen Puncte des zweiten entspricht. 

14. Ganz auf gleiche Weise kiinnen wir der Reciprocität auch eine Gleichung zwischen Plan- 
Coordinaten zu Grande legen. 

Zu diesem Ende stellen wir den Pnnct (&,>;, d) des ersten Systems durch folgende Gleichung 
in gewöhnlichen Plan-Coordinaten dar; 

at4- bu -f-cv -f- 1 = 0. (7) ' 

Dann sind a,b, c die Pamllel-Coordinaten des fraglichen Punctes und, als solche, lineare Functionen 
von S, T„ 4. Es sei demnach : 

a = F(&,>r,0. h = F,(&,i;,^), c=F„(&,i;,0; 

mithin ist auch:* 

a = F(C‘),,H, ,Z,) = 00» b = F,(0,,H,,Z, j = Hq, g = F„(0,,H,,Z|) = Zo, 
indem wir zugleich, der Kürze wegen, 0*,Ho,Zo ^Is neue Pliin-Coordlnalen einführen. Die Gleichung • 
(7) geht hiernach in die folgende über: 

0ot + HoU-f-ZoV + l =0, (8). 

in- der wir 0«, H<,, Zg auch als gegebene Functionen derjenigen Werthe von t, u, v, die der Ebene 
(0j, H,,Z,) des zweiten Systems zugehOren, betrachten kiinnen. 

Die vorstehende Gleichung (8) stellt, einerseits, wenn wir 0o,H„,Zo auf irgend eine gege- 
bene Ebene des zweiten Systems beziehen und also constant nehmen , während wir t, u, v als ver- 
änderlich betrachten, denjenigen Punct 'dar, welcher, im ersten Systeme, der gegebenen Ebene 
entspricht; und, andrerseits, wenn wir t, n, v auf eine gegebene Ebene des ersten Systems 
beziehen und also constant nehmen, während wir ©o, Ho, Z„ als veränderlich betrachten, denjenigen 
Punct, welcher, im zweiten Systeme, der gegebenen Ebene entspricht. 

15. Bei der Reciprocität zweier Raum-Sy steme entsprechen die Puncte des ersten und die Ebenen 
des zweiten einander auf einzige Weise, was durch die Gleichungen (I) der 12. Xummer aus- 
gedrückt wird. Eine nothwendige Folge hiervon ist, dass auch die Puncte des zweiten und die 
Ebenen des ersten Systems einander auf einzige Weise entsprechen, was durch die Gleichungen 
(4) derselben Nummer ausgedrückt wird. Punct und Ebene, die einander entsprechen, werden Pol 
uud Polar-Ebene genannt Von zwei sich entsprechenden geraden Linien verbindet eine zwei 
Puncte in dem einen Systeme, während die andere die ÜurchsrhnitUlinie der entsprechenden Polar- 
Ebenen in dem andern Systeme ist, oder die eine derselben ist die Durchschnittslinic zweier Ebenen 
des einen Systems, während die andere die Pole der beiden Ebenen in dem andern Systeme verbindet; 
solche gerade Linien heissen zugeordnete Polaren. 
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t ‘ . Einleitende BetraclituDgeu. 13 

* 

Jeder Punct hat, indem er nach einander als jedem der beiden Systeme ongehSrig betrachtet 
wird, zwei verschiedene Polar-Ebenen, und jede Ebene ebenso zwei verschiedene Pole. Hieraus 
^ ' ' folgt denn, dass in demselben Sinne auch jede gegebene gerade Linie zwei verschiedene Polaren hat. 

M enn insbesondere die drei Gleichungen ( I.) 

• = ^ = Z, 

' mit den drei Gleichungen (4) 

^ öj = 0, »r, = H, = Z 

identisch werden, so fällt die zwiefache Polar-Ilestimmiing in eine zusammen; dann hat jeder Punct nur 
_■ eine Polar-Ebene, jede Ebene nur einen Pol, jede gerade Linie nur eine Polare. Lni diesen Fall zu 
discutiren, ist cs einfacher, eine der beiden Gleichungen (6) und (S) zu Grunde zu legen. Nehmen 
wir zu diesem Ende die erstere, .so können wir, der grössten .Xllgenieinheit entsprechend, 



a^i+bvi -fcjti-fd ^ _ a,z,+l) ,y,+c ,x,+dj ^ _ ai»i+bj.Vi4 «jiti 4-Ja 

ajZi+bjJi+Cji.+dj’ " «i^i+b.J.+CjX.+dj 









• - 

■*». ■ 






scuen. lu Gemässheit der 13. Nummer stellt dann die rcsultireode Gleichung: 

(az,+by,-t-cx,+d)z-f (a,z,+b,y,+c,x, + d,)y + {a,z,+bjy,+CjX,+d,)x 

+(aj*i + l>,yi+C3X.+di) = 0, 

wenn wir z,,y,,x, (Coordinalen der Puncte des ersten Systems, die wir, um sie von den Coor- 
dinaten der Puncte des zw eiten Systems zu unterscheiden , numerirl haben) constant und z, y, x als 
veränderlich betrachten, die Polar-Ebene des Punctes (z,,y,,x,) in dem zweiten Systeme, und wenn 
wir, umgekehrt, z, y, x als constant und z,,y,, x, als veränderlich betrachten, die Polar-Ebene des 
Punctes (z, y, x) in dem ersten Systeme dar. Soll diese Polur-Bestimmung in beiden Voraussetzungen 
dieselbe sein, so i.st nothwendig und hinreichend, dass die vorstehende Gleichung in Beziehung auf 
z,,y,,X| und z, y, x symmetrisch ist. Dicss fordert: 




(9) 



wonach die Grund-Gleichung der Reciprocität sich in die folgende particularisirt : 

(az,-fby,-)-cx,-Pd)z-h(bz,-i-b,y,-|-c,x,-l-d,)y-Kcz,+c,y,-hCii,-fd,)x 

-f (dz,-t-d,y,+d,x,-|-d 3 ) = 0, ^ 

in welcher wir, ohne dass dieselbe sich ändert, z, y, x mit z,,y,,x, gegenseitig vertauschen können: 
(az-Fby-i-cx-f-d)z, + (bz-t-b,y-f c,z-t-d,)y, -Kcz-t-c,y-|-CjX-f d.i) I, -f (dz-f d,y-t-d,x-(-dj) = 0. 
In Folge der Bedingungs-Gleichungen kommt: 

aZ)-fby,-Fex,+d bz.+b,y,+c,x,-f d, ^ cz,-f c,y,-Fe,x,-Fd., 

-dz,+d,y,-4-d,x,-»-d,’’'“ “dz.-f-doi+dix.+dj’'“ dz,-)-d,y,-f d^x.+dj ■' 
' DD(1 wir übericeugeo uns leicht, dass auch umgekehrt durch vermilteUt linearer 

Functionen von derselben partieuUren Form sich ausdrücken lassen. 



*) Wn* können die fragliche ParltcularUation der linearen Abhingigkcit , welche awUchen den Coordinalen 
Ä*, i;*, 4 » und Ö, »r, 4 *’’'cicr veracliiedeneii Coordinatcn-Syaleme bealeht, leicht auf ihren analyliichen 
t’npruDg auruckführen und dadurch genauer cbamcterUireR. Wir wollen xu dic«eni Ende die allgeneittale 
Coordinatea-Beatiamung xn Grunde legen, indem wir 
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. Wenn vrir die ReciprociUt der beiden Sjsleme fUr den in Rede stehenden Fall durch dia 
QleUhangen . 

ij = 0j , yi — ♦ *1 = Z| 

aosdrilcken wollen, so bleiben auch 0,, H,, Z, nicht mehr bcliehig anxunehmende Plan-Coordinalcn. 
Es sind nach der 13.Numnicr (wo wir bloss in den Gleichungen (1) *,,y,,x, statt 3, 4 schreiben 

und in der Gleichung (5) g, h, k als Plon-Coordinalen t, n, v bezeichnen), wenn 

»0* + Ke)- + 4o^ + t = 0 

die Gmnd-Gleichuog derselben Reciprocität ist, t, u, v dieselben Functionen von 0,, H,, Z,, als 3„ roi^o 
von Z|,y,,x,, und Toiglich sind, nach der vorstehenden Bemerkung, auch umgekehrt 0,,H,,Z, Func- 
tionen derselben Form von t, u, v. Es ist aus dem vorstehenden Entw ickiungsgangc sogleich 
ersichtlich, dass wir hierbei die beiden Coordiiuten-Systemc z, y, x und t, u, v mit irgend zwei 
andern, die wir in der 5. Nummer befreundete genannt haben, vertauschen können. 

Unter den gemachten Beschrönkungen hängt die Reciprocität der beiden Systeme von sechs Con- 
stanten weniger ab, als im allgemeinen FaJIc. So viele Constanten bestimmen die I.agc eines Systems ' 
im Raume, und hiermit in Uebereinstimmitng hat Herr Magnus *) gezeigt, dass, durch eine schickliche 4 
Lagen- Aenderung eines der beiden S/steme gegen das andere, der allgemeine Fall der Reciprocität 
in den besondem übergeht. „ > 

Später, nach der Disenssion der Flächen, die durch Gleichungen des zweiten Grades in Puuet- . 
und Plan-Coordinaten dargestellt werden, wollen wir io einem besondem Paragraphen auf die Reci- 
procität der Ranmgebilde zurückkommen. 



“® •" 80 ’ “ s, ' ^0 ~ 8 ’ ' ~ ^ " s 

ietsetiy nnd dtnn die «llgemeiBe honogene Function de« »weiten Grade» von p, q, f| • diircli ir bexHclmen. ^ 
Setsen wir in dieoer VonuMoelaun; 

dw dw dn d;» 

p» = dj;* d^' 

so beatelil swittcheti S», ^ und 4 fraf^litbe Art der Abhinf'ifkeit Um insbesondere au den 

Glcicbuoj(cn auHickaukommeny brauchen Mir bloss 

7f = »p^-|-*bpq4-*cpr-|-8dps*i-b,q^ -h*«»qr-l-2d,q8 4-c^r^+WjP«-|-d^s^ 
au setsen» und dann besQgIkh mit au vertausrhen. 

Ala allgemeine Grund^Glekbung deijeai^en RedprociUt , bei welcher jedem f^egebeoeo Pnnete nur eine 
einaige Polar-Ebene cnUpricbl^ können wir hiernach die folgende nebmeu; 

dw d:c d7t d:r 

^•Po+d-.q»+-j;.r.-|-^.s, = 0, 

die mit der folg^ndeny in W'elclier wir die partiellen Differential-Coeinctetiten auf den PuncI {payqovrsy s») 
beaiehen und anr Unterscbeiduni^ unklamnieni; 



/d:i\ /d5r\ /d7t\ 



idenlisvh ist. 



*) Sammlnn,^ von Aiiffabcn und Lsehmitsen aus der Geometrie des RanmeH. Krxte Abdiciliini;. Berlin 1837. 26. 
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DarstcHuus der I'lftchen 

t ln der doppelten Coordlnaten-Beotlnununi;. Cebergang von einer 
DarsCellungHwelBe zur andern. Analytische Theorie des Contactes. 
CTorven doppelter ÜLrilmniiingy Abwlckelungsliaehen. CSlelehzel- 
tige Besehrelbnng beider durch eine gerade l.lnle. Erste und 
.. zweite Mriininiiing. Conlsche Hrummung. 

i 16. ' Indem wir durch r„ 4 aljgenieiae Punct-Cuurdinaleu bezeiclinen, stell! 

F(S,^,O-0 

eine Fläche dar, welche wir eine algebraische nennen, wenn die dnreh F angezeigte Function eine 
algebraische ist. Der Grad der Gleichung, welcher derselbe bleibt Idr jede andere Wahl der za 
Grunde gelegten linearen Cuordinaten, bestimmt die Ordnung der Fläche. Die vorstehende Gleichung 

geht, wenn wir Tür i:, ^ die .Ausdrücke — ,■ — , — cinrdhren, sogleich in eine homogene Gleich- 

s s s 

,nng desselben Grades zwischen vier ganzen und linearen Functionen Uber. M ir wollen diese homogene 
* Gleichung folgendergestalt schreiben: 

«(Piq.f>*) = 0- 

Eine Gleichung zwischen zwei der drei allgemeinen Coordinaten, etwa die Gleichung: 

F(S,t) = 0, 

welche in eine homogene Gleichung zwischen drei linearen und ganzen Functionen: 

. . ^rCpig.s) = 0 

onmittelber übergeht, ateilt eine Kegelflächc dar. Denn aolche Puncto, Hir welche d und i; gege- 
bene M’erthe a und ^ haben, liegen zugleich auf den beiden Ebenen : 

P “ q = 

' also in einer dnreh den Durcbschnittspunct der drei Ebenen p, q und s gehenden geraden Linie, welche, 
■wenn die, die Gleichung der Fläche befriedigenden, Werthe von 3 und >; sich continuirlich indem, 
um diesen Pnnet sich dreht und so die fragliche KegelBiche beschreibt. M'enn insbesondere 3 und 
n linesre nnd ganze Functionen sind, so liegt, zugleich mit der Ebene s, die Spitze des Kegels im- 
endlich weit. Er ist in einen C;llnder, dessen Seilen der Dnrcbschnittslinic der Ebenen p und q 
parallel sind, Ubergegangen. 

M'enn ans der allgemeinen Gleichung der Fläche iwei der drei Cuordinaten ausfallen, wonach : 

‘ ' »•(&)= 0, :c(p,8)=0, 

so stellt sie nur noch ein System von Ebenen dar, welche alle durch die Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen p und s gehen und deren Anzahl durch den Grad der Gleichung bestimmt wird. Alle 
Ebenen werden parallel mit der Ebene p, wenn dadurch, dass die Ebene s unendlich weit rückt, sich 
3 auf eine ganze und lineare Function reducii t. 

17. M'enn wir die Gleichungen zweier Flächen: 

F(3,.:,O = 0, F,(S,t,O=0 

zasjimmeiislellcn, so werden beide zugleich nur durch die Coordinaten-M erlhc solcher Punctc befrie- 
digt, welche zugleich auf beiden Flächen liegen. Das System solcher zwei Gleichungen 
stellt die Durchschnitts-Curve der beiden bezüglichen Flächen dar. 
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Eliminiren wir zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen eine der drei Cuurdinatcn, etwa 
4, so kommt: 

= 0 . 

Diese Gleichung stellt einen Kegel dar, welcher ebenfnils durch die Diirchschnitls-Curve der beiden 
Flächen geht, und dessen Spitze in den Durchsehnittspnnct der drei Ebenen p, q, s fällt. .Wenn die 
beiden gegebenen Gleichungen die allgemeinen des g. und A. Grades sind, so ist die vorstehende, in 
Geniässheit der Theorie der Elimination, vom gA. Grade. Da endlich die Cnurdinatcn-Bestiinmung 
von Vorne herein beliebig angenommen worden ist, so folgt, dass eine Kegcifläche, welche einen 
gegebenen Punct zum Wittelpnnctc hat und durch die Durchschnitts-Curvc zweier gegebenen Kliicben 
der g. und A. Ordnung geht, iin Allgemeinen, von der gh. Ordnung ist. M enu ^ und t; linr<src und 
ganze Functionen bedeuten, so liegt mit der Ebene s auch die Spitze des kegehs unendlich weit, cs 
ist derselbe in einen Cvlindcr, dessen Seiten der Durchschnittslinie der Ebenen p und q p.irallel 
sind, übergegangen. Hiernach ist also auch die Projection der Dtirchschnitts-Curve der beiden Flächen 
g. und A. Ordnung auf eine beliebige Ebene eine Curve der gA. Ordnung. 

Wenn insbesondere eine der beiden znsammcngestrlltcn Flächen in eine Ebene übergeht, so ist 
also die Durchschnitts-Curvc dieser Ebene mit der andern Fläche von gleicher Ordnung. 

18, Wenn wir die Gleichungen dreier Flächen : 

F(S,,:,O=0, F,(S,^,0=«, Fi(S,c,O = 0 

ziisamincnstellen, so w ird durch ihr gleichzeitiges Bestehen nur eine endliche Anzahl von Piincten dar- 
gestellt, weil nur eine begtimnite Anzahl von Gruppen dreier Coordinaten diese drei Gleichungen zu- 
gleich befriedigen ; und zwar beträgt diese Anzahl, wenn die drei Gleichungen von dem g., A. und A. 
Grade sind, in Geroässheit eines bekannten algebraischen Satzes, im Allgemeinen gAA. in so viel 
Puncten schneiden sich also drei Flächen der g., A. und i. Ordnuitg. 

Wenn insbesondere die beiden letzten Flächen in Ebenen übergehen, so sind die fraglichen 
Durchschnitte diejenigen Puncte , in welchen die erste Fläche von der Durchschnittslinie der beiden 
Ebenen, die, wie diese Ebenen selbst', als willkührlich angenommen zu betrachten ist, geschnitten 
wird. Dann beträgt die Anzahl der Durchschnittspnncte g, so dass wir hiernach eine F'läche der g. 
Ordnung als eine sulche deliniren können, die von einer beliebigen geraden Linie in g Puncten ge-* 
schnitten wird. Es ist diese Definition anders nichts, ais eine geometrische Ausdrueksweise dafür, 
dass eine solche Fläche durch eine Gleichung des g. Grades in linearen l’unct-Coordinaten ausgedrückt 
wird; und jeder Versuch sie, ais rein geometrisch, selbstständig für sich hinzustelien, muss ihr noth- 
wendig alle Basis nehmen. 

19. Indem wir durch B,H,Z allgemeine Plon-Coordinaien bezeichnen, stellt die Gleichung: 

F(0,H,Z) = O 

eine Fläche dar, die, statt wie früher durch ihre Puncte, nun durch ihre Tangential-Ebenen bestimmt 
wird. Der Grad der Gleichung bestimmt die C lasse der Fläche. Ein Punct i.st eine Fläche der 

einfuhren , so verwandelt sich die 



. V 



ersten Classe. 



P Q 

Wenn wir für 0, H,Z die .Ausdrücke -r- 

3 3 



vorstehende Gleichung sogleich in eine homogene Gleichung zwischen vier ganzen 
tionen; es sei dieselbe: 

w(P,Q,P,S) = 0. 

Eine Gleichong zwischen zwei der drei Coordinaten 

F(0,H) = O 



linearen Func- 
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n(P,f»,S) = o 

Atcllt eine ebene Curve dur. Denn sind a und ß auci die vorstehende Gleichung' befriedigende 
\\ erthe von O und H , so ist durch dieselben eine Ebene nur in so weil bestimmt , als sic durch 
diejenigen beiden Puncte gehen muss, deren Gleirhungen die folgenden sind: 



P = «S, = 

und die mithin, bezüglich, auf zwei geraden f.inien liegen, welche die Punrtc P und O mit dem 
Puncte S verbinden. Es ist also die fngliclie Ebene eine solche, welche durch eine bestimmte, in 
der Ebene der drei Puncte P, O. S liegende, gerade I.inie geht und um diese Linie beliebig sich . 
drehen kann. • Diese FJuie bewegt sich nach einem bestimiltten Ge.selze fort, wenn die Coordinaten- 
\\ erthe von B. uud H, indem sic.fortwährend die vorstabende Gleichung befriedigen, continniriieh * 
sich ändern, und, umhüllt auf diese Weise ejno ebene Cnr^'e, an weiche zugleich auch alle durch 
diese Linie, in einer ihrer' beliebigen I,agen, gelegten Ebenen berührend sieh anlebnen, dem analog, 
wie alle Puncte, die anf derselben Seile_ einer KegoinUchc liegen, auch dieser KegelDäche angehüren, 

\> enn aus der allgemeinen Gleichuug zwei der drei Coordinaten ausfallcn, wonach: 

V. n(p,s) = o, 

so stellt sic nur noch eine Reibe von Puticlen dar, welche, alle mit den festen Punclen P und S in 
gerader f.inic liegen und deren .Anzahl durch den Grad der Gleichung bestimmt wird. 

••2(1. \\ enn wir' die Glejcimngen zweier Klächen in Plan-Courdinaten : 

»• F{(->,H,/,) =0, F,((^,H,Z) = 0, 

zuaammenstellen, so muss eine Ebene, deren Coordinaten gleichzeitig beide Gleichungen befriedigen 
sollen, auch gleichzeitig beide Flächen berühren. Eine solche Ebene kann von einer laige in eine 
benachbarte nur auf einzige Meise gelangen, in ähnlicher M'eisc wie der, eine Curve im Raume 
beschreibende, Punct nur auf einzige Meise in eine beimchbarte Lage fortrücken kann. Es umhüllt 
dieselbe eine Fläche von besonderer .Art, die wir .Ab wickelungsfläche nennen und von der wir 
sagen, da.ss sic durch das Svstem der beiden vorstehenden Gleichungen dargestellt werde. 

\A enn wir 'zwischen diesen Gleichungen, von denen wir annehmen wollen, dass sie die allgc 
meinen des g. und i. Giwdcs seien, eine der drei Verätiderliehen, etwa Z eliminiren, so ist dir resiil- 
tirende Gleichung: 

vom gh- Grade und stellt eine ebene Cunc derselben Classc dar, w elche von allen gemcinschaftliehen 
Tangential-Kbcncn der beiden Klächen berührt wird, oder mit andern M'orten, die Gleichung der 
Durchschnitls-Curve der .Abwickelungsfläehc mit derjenigen Ebene, welche die drei Puncte P, tj, S 
enthält. Da das Courdinatcn-bvslcm ein durchaus willkUhrliches ist und mit jedem andern vertanscht 
werden kann, ohne dass dadurch die Form der vorstehenden Gleichungen sich ändert, so folgt, dass 
diejenige Abwickelungsnächc, welche zwei gegebenen Flächen der g. und h Classe umschrieben ist, 
von einer beliebigen Ebene im .Allgemeinen in einer Curve der gk. Classe geschnitten wird. Heducirt 
sieh die Classe einer Fläche auf die erste, das heisst geht die Fläche selbst in einen beliebigen Pnnet 
über, so particularisiil sich die .Abwickelungsiläche in einen Kegel, der diesen Punct zum hlitlelpuncte 
hat, und weiter noch in einen C,vlinder, wenn der Mittelpiinct nach gegebener Richtung uuendlich weit 
rückt. Es wird also auch irgend ein beliebiger, einer Fläche umschriebener, Kegel oder Cvlindor 
von einer beliebigen Ebene in einer solchen Curve geschnitten , deren Classe die Classe der Fläche 
selbst ist. 
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21. Die Gleichungen dreier Flächen: , 

F(0,H,/.) = O, F,(e,H,/) = 0, F„(0,H,7.)=O, , 

werden gleichzeitig nur durch die Coordinaten derjenigen Ebenen befriedigt, welche alle drei Flächollb 
lugleich berühren. Oie Anzahl der in diesem Sinne durch das STStem dieser drei Gleichungen .dar- 
gestellten Ebene betrügt , wenn die drei Flächen die allgemeinen der g , h. und k. Classc sind , gkk. 
Wenn wir insbesondere h und k der Einheit gleichsclzen und demnach die beiden^ letzten Flachen in 
Puncte sich verwandeln, so gehen alle fraglichen Flbenen durch diese beiden Punctc unt ihre .\nzahl 
beträgt g, so dass also an eine gegebene Fläche durch eine gegebene gerade I4nie sich im .Mlge- 
meinen so viele Tangential-Ebenen legen lassen, als die Zahl, welche clie.Classc der Fläche angibt, 
Einheiten enthält. Eben so gross ist dic..\nzahl derjenigen Tangential-F^benen, welche sich, parallel , 
mit einer gegebenen Ebene (dos heisst, durch eine in dieser Flbene unendlich weit liegende gerade 
Linie), an die gegebene Fläche legen lassen. • • ' 

22. Fäne Fläche wird, jo nachdem sie durch eine Gleichung zwischen Punct-Coordinalen oder 

durch eine Gleichaug zwischen Plan-Coordinnten dargeatcllt wird , durch ihre Punctc oder ihre 
Tangential-Ebenen bestimmt. Im ersten Falle tritt uns die 'Aufgabe 'entgegen, in einem gegebenen 
Puncte der Fläche Sie Tangential-Ebene, im zweiten Falle die .Aufgabe, auf, einer gegebenen Tangential- 
Ebene den KerDhrnngspunet zu bestimmen. Wie in den Constructionen der Ebene, so gibt auch* hier 
die Interpretation des bekannten Theorems über die homogenen Functionen, in beiden bezeirlincten 
Fällen, eine unmittelbare und vollständige LOsung der Aufgabe: eine allgemeine Theorie des 
Contactes erster Ordnung. * ^ 

Wenn wir nemlich durch < * 

n = 0 (1) 

eine homogene Function irgend eines n. Grades zwischen beliebig vielen linearen Functionen p,q,r,s.. 
darstellen, so ist nach dem genannten Theorem: 

dH dn 

ds 



dH , dn 
dp ’ dq ' 






.s-H.. = itU. 



(*) 



Durch die Gleichung (1) wird, wenn wir den Grilssen p, q, r, s . . die Bedeutung linearer Pnnct- 
Coordinaten geben, eine Fläche der ».Ordnung dargestellt Bilden wir ferner die folgende Gleichung 

in welcher wir die partiellen Dlfferentinl-Coericienten auf einen gegebenen Punct der Fläche, für welchen 
p = p', q = q', r = i--, s = s', . . 

beziehen und zur Unterscheidung einklammern, so stellt diese Gleichung die Tangcntial-Ebene in 
dem gegebenen Puncte der Fläche dar. 

Denn ersUich stellt diese Gleichung, weil sie vom ersten Grade ist, eine Ebene dar. Für den 
gegebenen Punct besteht ferner die Gleichung der Fläche, auf welcher er liegt, und in Folge der 
identischen Gleichung (2) auch die fragliche Gleichung (3), wenn wir den veränderlichen Grüssen 
die besondern Werthe p',q',r',a'. . geben; cs geht also die bezügliche Ebene durch den gegebenen 
Punct der F'Uchc. Wenn wir endlich einerseits aut der gegebenen Fläche (I), andrerseits aut der 
Ebene (3^ von dem, beiden gemeinschaftlichen, Punctc ans nach irgend einer Richtung zu einem 
conseeutiven Puncte übergeben, und dem entsprechend, einerseits die Gleichung (1), andrerseits die 
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= 2;r, 



Gleichauf; (3) differrnliimi und, nach der ftiffn-entiatiun, für p, q, r, s . 

P'i q'i r', s' . . rinselxcn, ao ergibt sich belileaBlal, gani'Sbercinstfmnicnd : 

' Jn die Sprache, der Ueunietrie übersetzt, heisst diese, dass zwei Uiirchschnittspiiiirte der KUlchc mit 
jeder in der fraglichen Ebene durch den gegebenen l’unct gehenden .geraden Linie in diesen Punct 
zusanimenfallen. Eis stellt die Gleichung (3) die Taiigcntial-Ebcne der Fläche (Ij in 
dem gegebenen l'uncto dar. 

Uie LwiMrirugiing der allgemeinen Furm der Gleichung (3) auf jeden besondern Fall bietet 
durchaus keine Sch\i^eri^eit dar. Wenn zum Ileispiel die Gleichung der Flüche die fulgende ist; 

ap' 4- |iq * + jr t -f- ds^ = 0 , 

so kommt : 

* dn dll . du du 

dF = d, = dr- 

und demnach für die Gleichung der Tangential-Ebene in dem gegebenen l'uncte: 

«p'p + (l'|'q 4-?r'r-f-<Vs = 0. (5) 

Auch wenn die gegebene Gleichung keine homogene ist, besteht, mit einer leichten Modiii- 
catiun, immer iiurh die in dem Vorstehenden entwickelte annlstiscbc llestinimungsw eise der Tangential- 
Ebenen. \\ äre zum Ileispiel, statt der vorstehenden Gleichung ( I ), die folgende gegeben ; 

> «tp*-fjlq* + }T^-t-d = 0, (6) 

so ist klar, dass diese neue Gleichung in dir frühere übergeht, wenn wir p. q, r bezüglich mit ' 
P q •* 

— , — , — vertauschen, oder, was dasseihe heisst, dieselbe durch Kiiirührung einer neuen linearen ' 
8 s s ’ 

Function s honiug-eu machen. Nach dieser \ ertauschiing ergibt sich für die Gleichung der Tangrntial- 
Kbetie dir vorstehende Gleichung (5). Lm diese auf die ursprüngliche Cuurdiunten llestimmuug zu- 
rückzurühren, brauchen v«ir bios.s s, und also auch s', gleich Eins zu setzen. Hiernach ergibt sich 
für die Gleichung der Tangential-Ebene in irgend einem l’uncte der Fläche (ß), dessen Coordinalen 
p', q', r' sind, die fulgende: 

\V ir können hieraus sogleich die nllgemeine Kegel für den Fall , dass die gegebene (ileirhung der 
Flüche keine homogene ist, entnehmen. Wir brauchen blo&s diese Gleichung durch Einführung einer 
neuen Veränderlichen homogen zu machen, wie in dem h orstchenden dir Gleichung der Tangential- 
Ebene zu entwickeln, und dann wieder die eingeführte Veränderliche gleich Eins zu setzen: Opera- 
tiogen, die sich alle leicht nusfüliren lassen, auch ohne die später wieder verschwindende Veränder- 
liche wirklieh hinziischreiben. Nehmen wir als Beispiel die Gleichung; 

«p»-f-.(?q* — 8^r =a 0, 



dn 

dr 



= - 8 / 



so kommt: 

dll dn 

dir = 2«P, = 

und hiernach als Gleichung der Tangential-Ebene: 

«p'p+(5q'q = y(r4-r'). 



ds 



= -8iT,' 
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Wenn zugleich mit der Gleichung ( 1_) Bocli eins^vute Glcirlinog vun derselben Form 

.TI, = ü . 

beetehl and beide Giciebungen also eine Curvo im Raume däraleUen,' so ist die Tangent« dieser 
Curve, in einem Puncle, der willkUhrlich auf ihr, also zugleich auch auf beiden bezüglichen ‘Vldclien, 
angenommen wird, die Darchschnittslinic der beiden Tangential-Kbcnen dieser Flachen in dem ange- ' 
nommenen Puncte. Bezcichucn wir diesen Punct, wie friiher, so ist die eine Taugenlial-Ebeiie durch 
die Gleichung (3) und die zweite durch folgende Gleichung von derselben Form : 












/d^,^ 






Up r’^Vdq 

gegeben. Das System der beiden Gleichungen stellt die fragliche Tangente *dar. 

83. Wenn wir in den vorstehenden Entwickelungen die Puncl-Coordinaten mit Plan-Courdinaten 
vertauschen , so ergibt sich unmittelbar in dem Svsteme dieser letztem die anaivtische Theorie des 
Contactes erster Ordnung. 

Es seien 

Z = 0, /, = 0, 

zwei homogene Gleichungen in Plan-Courdinaten P, Q, R, S.., welche einzeln zwei Flüchen und 
gleichzeitig eine Abwickelnngsflüche darstellen. Ist eine Tangential-Ebene der beiden Flüchen ge- 
geben und sind P', O'i R', S'. . die Coordinaten der Ebene, so erhalten wir für die Puncte, in 
welchen diese beiden Flächen von dieser Ebene berührt werden, die beiden Gleichungen: 

("dp)‘’+(S)^ + (dÄ)'' + (^f)® + " = "> 

(^0 (w) ^ ('dt) + 

Das S^'stem dieser beiden Gleichungen stellt diejenige gerade Linie dar, welche die RerDhrnngspuncte 
auf den beiden Flüchen verbindet, und welche, worauf wir bald zurlickkommen werden, in ihrer* 
ganzen .Ausdehnung in die Abwickelungsdüche füllt. 

84. Die Gleichung 






welche die Tangential -Ebene der Fläche II in irgend einem Puncte, dem die Functionen - Werthe 
p', q', r', s' entsprechen, darstclit, können wir auch, eben weil sic durch diesen Punct gehl, unter 
der folgenden Form schreiben : 

(S (P-PO + Q Cq-qO + 

Gehen wir von den vier linearen Functionen zu drei Fuact-Coordinaten über, indem wir s = 1, 
r = ^, q = i;, p = 3 und demnach auch s' = 1 , r' = {', q' = p' = b' setzen, so nimmt 
die Gleichung der Flüche die folgende Form an; 

Fc»,c,O = ß=0 

und für die Gleichung der Tangential-Ebene in dem Puncle (ä', 40 ergibt sich : 
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iadcn «ir^bie^ wie-ürttber, die iiaiktMimerßn partiellen DifTerenlial - CuefScientcn auf den gege- 
benen Punct beziehen. Endlich gehl auch noch, Vrcnn wir durch dividiren, die Cileichnng der 

Tangentiar-Kbeoc in die naclistehende Uber: 

-\uf gleiche Weise ergibt sich, wenn wjr die Fläche durch eine Gleichung in Plan-Coordinaten 
«, H, Z; 

K(0,H, /) = <!• = 0 

dorslcllen , und irgend eine Taiigcnlial-Ebcne durch die Courdinalen-\\ erthe bH, H', Z' gegeben ist, 
für die Gleichung des BcrUhrungspuncIcs auf dieser Ebene: 

oder auch > indem wir durch ( -r^; ) dividiren : 



, Sö. Wenn insbesondere die homogene Gleichung in Puncl-Coorrdinaten ; 



eine Fläche der zweiten Ordnung diirslelll, so hat die Gleichung der Tangciiiial-Eheiie dieser Fläche 
in einem gegebenen Puncle p', q', r', s', nemlich die Gleichung 



/dn\ /dii\ , /dir\ /dn\ 

(¥)•’+ = 



in welcher die partiellen Diirerenlial-CueCricienlen auf die dem Beruhnings-Puncle entsprechenden 
Functioaen-Wcrlhe zu beziehen sind, dieselbe Form als die Grund-Gleichnng der Keciprocität in 
demjenigen Falle, wo jedem gegebenen Punctc nur eine einzige Polar-Ebene entspricht 1 10, Nummer 
und Note). Aus dieser Ueltereinsliinnning fliesst eine geometrische Construetidn der Polar-Ebene 
' eines gegebenen Punetes durch die V'ermilleinng einer Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn wir nemlich die vorstehende Gleichnng, die wir auch nnter der nachstehenden Form 
schreiben kSnncn : 

dn dn dH dn 

als Grund-Gleichnng der Reciprociiät nehmen, so wird die Pular-Kbenc Irgend eines gegebenen 
Punetes p, q, r, s durch diese Gleichung in ddr Voraussetzung, dass p, q, r, s constanl und p', q', r', s' 
als veränderlich genommen werden, dargeslelll. Hieraus folgt, dass, wenn der gegebene Punct auf 
irgend einer Tangential-Ebene liegt , die Polar-Ebene durch den Berührungspunct gehl. Da aber 
durch den gegebenen Punct unendlich viele Tangential-Ebenen gehen und diese einen, der Fläche 
umschriebenen, Kegel, dessen Mittelpunct der gegebene Punct ist, iimhUllen, so ist weiter ersicbtlieb, 
dass dieser Kegel die Fläche in einer ebenen Curvo berühren muss, welche ganz in der fraglichen 
Polar-Ebene liegt. Es vertritt hier die Fläche der zweiten Ordnung II, was die Construclion der 
Polar-Ebene eines gegebenen Punetes belriflt, vollständig die Qruud-Glcichung ; sie heisst in dieser 
Beziehung die Directrix der lleciprucilät. 
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Flüche der zweiten Ordnung als Oirectrix, so ^iht da» Princip 
enden Rclalionetf. . „ . ' 



Nehmen wir also eine beliebige 
der Reciprocitüt uiiniiltelbar die folg 

Wenn die Spitze eines, einer Fläche der zweiten Ordnung umschriebenen, Kegels auf einer gege- 
benen Fibene beliebig fortrückt , so dreht sich die Ebene der Rerührungs-Curve um einen gegebenen 
festen Punct, und umgekehrt. ^ 

Wenn die Spitze des umschriebenen Kegels auf einer gegebenen geraden Linie fortrückt, so 
dreht sich die F.bene der Berührungs-Curve um eine zweite feste gerade I.inie, und umgekehrt. Uie 
beiden geraden Linien sind ziigcordnele Polaren; ihre Beziehung zu einander ist eine durcliaua 
gegenseitige. 

Einem reellen Pole cnLsprichl immer eine reelle Polar-Ebene, während der umschriebene Kegel, 
welcher den Pol zur Spitze hat, und die Curvc, welche in der Polar-Ebene liegt, imaginär sein 
können. Lni, in diesem Falle, die Polar-Ebene eines gegebenen PuncUs zu construiren, brauchen 
wir nur die Pole dreier beliebigen Ebenen, welche durch diesen Punct gehen, zu bestimmen; die- 
jenige F.bene, welche diese drei Pole enthält, ist die gesuchte Polar-Ebene. Im den Pol einer gege- 
benen Ebene zu construiren, braitclien wir bloss die Polar-Ebenen dreier Punctc dieser Ebene zu 
bestimmen; der Durchschnitt dieser drei Eibenen ist der gesuchte Pol. 

\kenn eine gerade Linie gegeben ist, so erhallen wir die zugeordnele Polare, wenn wir durch 
dieselbe zwei Tangential-Ebenen an die Flüche legen und die beiden Berührungspunrle durch eine 
gerade Linie verbinden, oder indem wir in ihren DurchschnilLspimcteii mit der Fläche die Tangenlial- 
Eihcnen con.struiren und die Diirchschnittslinie von diesen nehmen, oder, wenn diese Constriiclions- 
weisen keine Anw endung linden, indem w ir entw eder durch die gegeb<;ne gerade Linie zwei beliebige 
ICheiieii legen und die Pole von diesen durch eine gerade Linie verbinden, oder auf ihr zwei Piincle 
beliebig annehmen, und dann die üurchschnittslinic ihrer beiden Polar-F.hencn bestimmen. 

2G. Fälle Ebene, welche die Directrix-FTächc berührt, hat den auf ihr liegenden ßoriilirungspuncl 
zu ihrem Pole. Die üurchschniltslinie zweier Tangenlial-F.lieiien ist die Polare derjenigen geraden 
Linie, welche die beiden Berührungspunctc verbindet. Jede Ebene, welche durch jene Ourchschnilts- 
linic geht, hat einen Punct dieser Verbindungslinie zu ihrem Pole und kann nur dann eine Tangential- 
Fibene sein, wenn ihr Pol auf der Fläche liegt. Diejenige gerade Linie, welche die beiden Bcriih- 
rungspniicle vcrbindci, schneidet die F'läche in keinem dritten Punctc: durch die Durchschnittslinic*'' 
der beiden Tangenlial-Ebenen lässt sich also keine dritte Tangenlial-Fibcnc an die F'lächc legen. Eine 
F'läche der zweiten Ordnung ist also auch eine F'läche der zweiten Classe. 

In l ebcreiiistimmung hiermit können wir auch, unter Beibehaltung der Brzciebnung der 83. 
Nummer, die folgrnde (ilcichung in Plan-Coordinaten : 



d/, , dZ „ dZ . dZ 
dP' ■''dy dH' ■*'dS' 



S' = 0 



den 



als Urund-Olcichiing der Reciprociiät nehmen, woran sich dann ErUrlenitigcn knüpfen, welche 
F'riirleriingen der vorigen Nummer vollkunimen entsprechen. 

27. M enn ein Putict-Courdiaitlcn-S>stein r„ ü und ein Pian-Courdinalen-Svstcni Z, H, B be- 
freundete der zweiten .\rl sind (ö), so drückt die (ilcichung: 

^-h0-; + HÄ-fZ = ü, (1) 

die Bedingoog ans, welche zwisclwn den beiden Qruppen von Coordinatcn-\k ertben SloU Anden nosB, 
wenn der Punct anf der Ebene (Z,H,9) liegen, oder, was dasselbe beissi, diese Ebene 

durch jenen Punct gehen soll. I 
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t M «nn liioriMcIi dicsrlbc Fliick» durch, die fulgradcn bciaen Glcicliangicn : 

'>(i.-r,&) = Q = 0, («) 

, . . <i.(Z,H;e)s3=o,^ < (3) 

7 etamnl in dem S'-stcnic der Piinct-CnnrdinatPn, d»s nndere Mal in dem Srsteaie der Plan-Coordinaten 
ihM^CiUellt wird und die Cuordiiiatcn irgend eiBcs Punctes der Flüche und Z,H,W die Coordi- 

naten ,dcr Tan»cmial-Kbcnc der ^lüibc in eben diewui Punctc bezeichnen, so besteht zwisclien diesen . 
sechs .('<iordiinitenV!^'hrtk*ii/^^ Uleicliung {!}. Und zwar stellt diese Gleichung die Tungcntial- 
Ebenc (3t,H,0) W, '^e»ii;w veri^ und stellt den Beriibrungspanct (d.i.-.i') dar. 
^weno wir /, II, vcr^efljch w^^ten. 

I.yjt ' .y' * ■ * 

, f." „ In der ersten Voraussdziiug, -Slass i,r,,ä verändei lieh sind, müssen also, wenn wir die beiden 
Gleisbapgen (l) and (2) dillerentiircn, die rcsiiiiirenden Gleichungen: * 

\ ' d^ + öde + HdS = 0, 

. d^= |.d.: + ^.dö, 

•>N> Ubereinslimmen. Auf gleiche Weise ergeben sich ferner, wenn wir, in der zweiten Voraitssetznng, 
'dass /, H, H s^ri^crlich seien, die Gletchungen (I) und (3) differenliiren , die beiden übereinstim- 
menden 'Gleichuifgeiifl 

dZ4-5jdII + >;d0 = O, 

Führen wir hierMC^, der Kürge halber, die folgenden Rexciehirangen für die partiellen Oifferential- 
Coeffieiemen ein: 

d^ dZ _ dZ 



* ^ . 



; t 

* I . 









= fl/ 



;» = P' 



dH ~ 



de 



= ff 



- so kommt: 



(5) 



e = — g, H = — p, 

S = -C, 
und liierans in Folge der Gleichung (1): 

Z = — (i— q.; — p&), (6) 

^ = -(Z-CH-^ie). (7) 

2S. Die Entwickelung^en der vorigen Nummer stellen sich symmetrischer dar, wenn wir homo- 
gene Gleichungen zu Grunde legen. 



Vertauschen wir i,n,^ and Z,H,0 bezüglich mit — , — 

P P 



1 , p Ö R 

7 T’ T’ T’ ”* *“• 



nlchst die Gleichung (I) in die folgende über; 

8s + Rr-|-0q-|-Pp = 0, (!,«) 

wührend wir die homogen werdenden Gleichungen (2) und (3) auf folgende Weise sebreihen: 

«(».'•.‘I.P) = Ol (*.«) 

11(S,R,Q,P) =0, (3,a) 

and zugleich, der Kürze wegen, die ersten Thcile dieser Gleichungen durch die blassen Fanctions- 
Zeichen c und II daratellen können. 
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' d« 

' * ' t 



/ 



dö ^ ^ dw 
® ^ ~ dr* 

80 Stellt, wenn wir s, r, q and p als veränderlich betrachten und die partiellen Differentiel-Coeffi- , 
cienten auf irgend einen Panct der Fläche beziehen, die Gleichung (l,a)_ die Tangential-£bene der 
Fläche in diesem Puncte dar. Uieselbc Gleichung stellt eben diesen^nnet dar, wenn wir zweitens:' 



dn 

dS’ 



dn 

dR’ 



dn 

? dG* 



1 * = 



dP 



setzen," die partiellen DilTcrenlial-Coeincientcn auf dieselbe Tangential-Ebene beziehen und S, R, Q 
lind P als veränderlich betrachten. (Uic letzten acht Gleichungen hätten wir, durch HälfSc.dcs Theorems » ^ 
über die homogenen Functionen auch aus den Gleichungen (4), (5), (6), (7} ablcitcn kSnnen ) - 

Wir erhallen hiernach die folgende llelalioii zwischen den beiden Functionen o und II; 

/dw d® d® do\ 

»(s,r,q,p)sm(^^,-,-,-j, • ‘ f 

wobei wir die Constante X auch gleich der Einheit nehmen künnen. 1/nd gegenseitig ist: 

...o ..X /'HI Jn dn^ dn\ V 

*, -^,‘)=“(dS’dR,dy’ dp)' , ^ 

2tl. Nachdem wir die Betrachtungen der vorigen N'uniiner eingeschaltet haben, wollen ^wir*^« 
weiter geben und die Diflerenlial-Coeificieiitcn der zweiten Ordnung auf folgende Weise 4)0*0101000 : 

.. - ■ 

DiBiereiitüren wir demnach die Gleichungen (4) nach einander in Beziehung aufi;, indem wir Ä, und *. 
in Beziehung auf indem wir t; als conslant betrachten, so kommt : 



d'd , 






d*Ä 


de* “ ’ 


= 

dedS ^ 


Ö J 


W 

II 


d*Z ^ 


d*Z _ 




d’Z 


dH* ~ *■' 


dild© “ 


e, 


d-0^ = ^' 



dO 



= -t. 



dt-) 



dH 



dO d« _ 
'd©' de — 



_ ^ 

de ' * d:^ de ^ * d» 

Diiferrnliircn wir ferner, unter demselben doppelten Gesichlspiincle, jede der beiden Gleichungen (5), 
indem wir berücksichtigen, dass C. und tp Functionen von H und © sind, so gelangen wir «u den 
vier Gleichungen: 

^ dH 
dH' de ■ 

dC dH dD. ^ _ 

‘ + dH'd»'^d©'dä 
d« dH d« d© 

^dH'de^dO'de ~ ’ 

^dH _ 

dH' dS ■^de'ds? 

welche wir, in Gemäashrit des Vorhergehenden, auch auf folgende Weise schreiben können: 
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Binleilende Betrachtungen. 

x«+et = 0, 

l-Xr-S« = 0, 

1— ©« — Kt = 0, 

@r + K« = 0. 



85 

( 8 ) 



, Von diesen vier Uleichungen bedingen irgend drei die jedesmalige vierte; denn dir erste und letzte, 
’ so wie die zweite und dritte dieser Gleichungen geben fibercinstinimend ; 

* Zr = Kt. , (9) 

r Um gegenseitig die drei zweiten UilTercntial-CoeOlcicnten in den beiden Cuordinalen-Svstemen durch 
einander auszudriieken, finden wir hiernach die fulgenden beiden Gruppen von drei Gleichungen: 



^ “ d^-rt‘ 


— Z 

^ - e'-K2’ 




i 

«Ül 7t’ 


Oc 

II 

Tfii 


(10) 


^ ^ -B r 


- K 




= d-’-rt' ' 







und endlich gibt noch jede dieser Gruppen von drei Gleichungen die folgende, von bemerhens- 
werther Form ; ( 

(d^-rt)Ce'-Ät) = I. (II) 

' üu denselben Kcsultatcn wären wir auch dann gelaugt, wenn wir die Gleichungen (4) und (ö) 

' nach einander in Beziehung' auf II und H difTerentürt und dabei q und p als Functionen von r, und ä 
betrachtet hätten. , , 

** ^ Und endlich kiinnen wir, den in dem Vorstehenden cingeschlagencn Weg weiter verfolgend, 

auch zur gcgcnacitigen Bestimmung der partiellen Uifrercntial-Caefficienten höherer Ordnung in der 
doppelten Caordinaten..VDnalinie übergehen. Doch brechen wir hier ab, weil die weitere Entwickelung 
voraussichtlich in unsern spätem Untersuchungen keine .Viiwendung finden wurde. 

30. Nach dem Vorsteheudcii können w ir , w enn irgend eine Fläche durch eine Gleichung in 
Plan-Coordinaten dargestellt ist, dieselbe Flüche durch eine Gleichung in Puncl-Courdinaten aus- 
drücken, und, umgekehrt, auch von der letztem Gleichung zu der erstem übergehen. Wir brauchen 
nur, wenn zum Beispiel die Gleichimg 

<P(Z,H,«) = tl (3) 

gegeben ist, zwischen dieser Gleichung und den drei Gleichungen (I) und (5) die drei veränder- 
lichen Grössen Z. II und F) zu eliminiren. Dann ist die rcsultirende Gleichung in c und ä die 
gesuchte und stimmt mit der Gleichung (2) überein 

Wenn die gegebene Gleichung (3) in Beziehung .auf die Plan-Coordinaten Z, 11, 0 eine algebra- 
ische und vom Bl. Grade ist, so sind die Gleichungen (ö) beide vom C®» — I)- Grade und wirerhalten 
nach der eben besprochenen Elimination dic.ser drei Coordinateii eine Gleichung des m(m— II*. 
Grades in t;, ä. 

Wenn die Gleichung der Fläche in Punct-Coordinaten gegeben ist: 



f = 0, (2) 

so erhalten wir, wenn wir zwischen dieser Gleichung und den drei Gleichuiigm (1) niid (4) i;, & 

eliminiren, die Gleichung derselben Fläche in den bcrrcundeten Plan-Coordinateii Z, H, 6. Der Grad 
dieser Gleichung bestimmt sich ans dem Grade der gegebenen gerade so, wie vorhin. 

4 

♦ 
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Hieran knüpft sich zuvörderst die aUgemeine ßemerkung', dass eine algebraische Fläche anch in 
dem Svstenie der Plan-Coordinaten durch eine algebraische Qieichung ausgedrUckt wird , und dass 
also auch iinigekehrt an diese letzte Bedingung die Definition einer algebraischen Fläche sich knüpfen^ 
lässt. Dann haben wir ferner die folgenden beiden Sätze: * * 

Eine Fläche der m. Classe ist von der ni(m — 1)’. Ordnung. 

Eine Fläche der m. Ordnung ist von der m(m — I)’. Classe. 

Oie vorstehenden beiden Sätze lassen sich dahin umschreiben , dass eine Fläche der m. Cla.sse 
von einer gegebenen geraden Linie in mCm — 1)^ Puncten geschnitten wird und dass an eine Fläche, 
der m. Ordnung durch eine gegebene gerade Linie sich m(m — 1)^ Tangential-Ebenen legen lassen. 

L'ni etwa den letztem Theil dieser Dehauplung direct zu beweisen, können wir,^we|l einer andern , 
Coordinaten-Annahme keine Form.Aenderung der Gleichung * * , 

ß = 0 ' V ' (8) 

entspricht, unhc.scbadet der .\ilgenieinhcit, als gegebene gerade Linie diejenige nehmen, für ‘ welche 
0 = 0, H = 0. Die Gleichungen (41 geben hiernach: 

q=^ = 0, ps— =0, 

oder, was dasselbe ist: 



dS 



dß 

d>: 



= 0 , 



dß 

dS 



=; 0 . 



(18) 



a 

■ * "• 

« 5 * 

. . < 



Diese beiden Gleichungen stellen zwei Flächen der (m — 1). Ordnung dar. lä'ird also der BerUhrungs- 
punct auf der gegebenen Fläche ß so angenommen, dass er zugleich auch auf der ersten der beiden 
Flächen (12) liegt, so geht die Tangential-Ebene In deinsclbeii nothwandig durch den Puuet 0 = 0, 
oder, mit andern Worten, die Dnrchschnitts-Curve der beiden Flächen m.'und (m— 1). Ordnung is(,^ 
diejenige Ciirve, in welcher die erstere derselben von demjenigen nmsebriebenen Kegel berührt wird, 
dessen Spitze der letztgenannte Punct ist. Nehmen wir endlich den BerUhrnngspunct auf der gege- 
benen Fläche so an, dass er zugleich auf beiden Flächen (m— 1). Ordnung (18) liegt, so geht die 
bezügliche Tangcntinl-Ebene zugleich durch die beiden Puncte 0=0 und H = 0, das heisst, 
durch diejenige gerade Linie, welche diese Puncte verbindet. Die Anzahl der so bestimmten ßerüh- 
rungspunctc beträgt m(in— 1)’*, und das ist also auch die Anzahl der Tangential-Ebenen, welche 
durch die gegebene gerade Linie an die gegebene Fläche der m. Ordnung sich legen lassen. 

Nach dem Vorstehenden geht der einer Fläche der n. Ordnung umschriebene Kegel durch die 
Durchschnitts-Curve dieser Fläche und einer Fläche der (m— 1). Ordnung und ist selbst hiernach in 
Gemässheit der 17. Nummer von der m(m — 1). Ordnung. 

Ein einer Fläche der m. Ordnung umschriebener Kegel ist im Allgemeinen von 
der m(m — 1). Ordnung. 

Nach dem Principe der Reciprocität stellt sich neben diesen Satz der folgende : 

Eine Fläche der m. Classe wird von einer Ebene in einer Curve derm(in — 1). 
Classe geschnitten. 



31. Auch wenn eine Fläche oder vielmehr eine Familie von Flächen durch eine Gleichung in 
partiellen Diirerential-Coefficienten erster und zweiter Ordnung in der einen Coordiimtcn-Bcatimmung 
gegeben ist, erhallen wir, nach den Entwickelungen der 27. und 89. Nummer, sogleich die Gleichung 
derselben Fläche in partiellen Difirerenlial-CoelTicienten derselben Ordnung in der andern Coordinaten- , 
Bestimmung. 
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27 



Die allgemeine DiOerential-GIeichnng der zweiten Ordnung in dem Sjeteine der Punct Coordinaten 

= 0, (I) 

können wir sogleich in die folgende umformen, welche für das Svstem der Plan-Coordinaten gilt: 

-2; e ^ .. 









-otx’ e>-SKi’ ©»- 

Wenn zum Beispiele die folgende Gleichung <vorldgc: 

(l+pi)t-«pqd+(l+(?^)r = 0, (3) 

so erhallen wir zur Bestimmung derselben Flachcn-Kamilie auch die nachstehende Gleichung: 

(H-H’)Z-80H@-t-(H-0')5K =0.*) (4) 

f Ks ist klar, dass sulche verschiedene analytische Ausdrücke, wenn sie geometrisch gedeutet 
werden, zu neuen Sätzen Tuhren, und somit durch die Vermittelung von partiellen Diflerential- 
Oleichungen ein Princip zum AnfSnden geometrischer Sätze gegeben ist, Später erst können wir 
uns hierüber weilläilfiger verbreiten und verweisen einstweilen auf eine frühere Abhandlung vom 
Jahre 1831 im 0. Bande von Crelle's Journal unter dem Titel: AVte sur me (hcorie generale el 
nouveUe des surfaces conrbes. 

32. Ein merkwürdiger Fall der L'informnng einer DilTorcnlbl-GIcichong verdient eine besondere 
Erörterung. Menu nemlich, bei willkUhrlicher Bestimmung der durch <p angezeigten Function, die 
folgende Gleichung in partiellen Diflcrenlial-Cucnicienlen gegeben ist: 

<P| — (^— qT — pS),-q, — Pi = 0, (3) 

so erhalten '^W'ir in dem befreundeten Coordinaten-Systeme eine Gleichung: 

<p|Z,H,0: = 0, (6) 

aus welcher die partiellen UifTercntial-Coefficienlen verschwunden sind. Von dieser Gleichung könnten 
wir, auf bekannte Weise, zu einer Gleichung in den ursprünglichen Coordinaten zurUckgehen (30), 
und diese ist alsdann eine besondere Auflösung der ursprünglichen Difierenlial-Glcichung. 

Jeder Wertheo-Gruppe Z, H, 0 entspricht eine die Fläche (6) berührende F.bone, welche in dem 
ursprünglichen Coordinaten-Svsteme durch die Gleichung: 

« + 0^ + Hä + Z=O, (7) 

dargeslellt wird. Diese Gleichung, in welcher zwei der drei Constanten Z, H, 0 willkührlich an- 
genommen werden können und dann erst die dritte durch die Gleichung (7) bestimmt wird, ist die 
allgemeine Integral-Gleichung der DiAerential-GIcichuDg (3). 



*) In dem Sy«l(Mtie ffetvi'hliiiliclier redi(winkli);cr PurnlleUCoonlinAtPii itl (^9) oder 



1+ 



/dz\»<diz „dzdzd'i k /izyiH 
(dz) (dy* *dx dy‘dxdy ■*’r'*'(dy) j dx^ ~ “ 



dir partielle Uifferenlial-'ljleirlmng täokher Fliclieti. deren luhalt ein Mininiiin ist; dieselben Fläciien n'erden 
aUo in den bcfreuiideleD Ptan>C<Hmlmalen-S)'«tenie der 9. Nummer* der Gleiciiunfi' (4) enUprerhend. aurli 
durch die folgende Glrirhtui|: dargeatelU: 






d*w 



d.dv + ^‘ + ^’>dl^=«- 



• DigitizeÖ by GÖOgle 



V 



} 



. • Tt • 

28 ^ Eiuleiieiule Uetrachtungen. ' * . _ ‘ 

Diese letzte Gleichung hat die allgemeine Form solcher Differential - GlciclniDgen der ersten 
Ordnung, die überhaupt eine besondere Auflösung ziilasseo und deren allgemeines Integral in Beiieh- 
nng aof die drei Veränderlichen i;, S vom ersten Grade ist. Haben diese VerSnderlichen , wie 
in dem \'orstehenden, die liedeutung von liiiearcn l’unct-Coordinaten, so stellt das allgemeine Integral 
eine veriinderliche Ebene dar, welche in allen ihren Lagen diejenige FISche, (welche durch die be- 
sondere AullSsung dargestclit wird, berührt. Die Gleichung dieser Fläche in befreundeten Plan- 
Coordinaten ist unmittelbar durch (6j gegeben. 

M’enn die durch <p ungczeigle Function vom ersten Gradejist, sojgeht die durch die besondere 
Auflösung dargestelltc Fläche in einen Punct Uber: dann fällt in dem~ursprünglichen Cuordinaten- 
Svsteme die besondere .Auflösung eigentlich weg. 

« ' 

33. Ein Svsteni zweier Gleichungen in Plan-Coordinateii: 

F(Z,I1,0) = O, F,(Z.H,0) = O, e ' 

stellt, wie wir schon in der 20. Nummer bemerkt haben, eine solche Fläche dar, welche durch eine 
Ebene umhüllt wird, die, bei ihrer Bewegung, von einer Lage in eine benachbarte nur auf einzige 
AA’eisc forlrUcken kann. Eine sulche Abwickelungs-Fläche wird in dem Sjrsteme der Punct- 
Coordinaten, wie jede andere Fläche, durch eine einzige Gleichung au.sgcdrückt. 

Eliminiren wir zwi.schen den obigen beiden Gleichungen Z, so kommt: 

H = ^(0), 

mithin in dem befreundeten Puncl-Coordinaten-S>stcme zweiter Art: 

q = 

und wenn wir nach einander in Beziehung auf i; und S differentiiren : v 



oder, was dasselbe ist: 



[ #(?) in 

dp ’dij’ 

t = 

dp 



dq>(p) dp 
dp dd’ 



und wenn wir 



eliminiren : 



tr— d’ = 0. 

Das ist, in einem beliebigen Sj.steme von linearen Punet-Coordinaten, die partielle Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung der Abwickelungs-Flächen, und wenn wir insbesondere gewöhnliche 
Parallcl-Coordinatcn nehmen, diejenige, welche Euler zuerst gegeben hat. 

Eine Curve im Raiinic, im Allgemeinen doppelter Krümmung, wird durch ein Srstem zweier 
Gleichungen in Punct-Coordinalen ; 

F(^,n,a) = o, F,«,n,&).= 0, 

ausgedrflekt, aber nur durch eine einzige Gleichung, wenn wir uns der Plan-Coordinaten bedienen. 
Eliminiren wir i, so kommt: 

^ = <p(S), 

oder, wenn wir zum befreundeten Plan-Coordinsten-Sjrsteme übergehen : 

E = <P(W. 
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und hieraus, auf ähnliche Weise wie eben : 

ZK—©' = 0. 

Das ist also in einem beliebigen Systeme von linearen Plan-Cuordinalen die partielle UifTeiciitial- 
Qlcirhung zweiter Ordnung der Curven im Raume. 

34. Ans dem analytischen Gesichtspuncte betrachtet ist, wenn wir Plan-Coordinateii zu Grunde 
legen, eine .Abwickelungs-Fläche eigentlich keine Fläche, eben so wenig als in dem S>steme von 
Punet-Coordinaten eine Curvc doppelter Krümmung eine Fläche ist. So w ie aber hier Abwickelungs- 
Flächen mit den ubrig-en Flächen sich ziiiammenordaen, so ist dort auch eine Curve doppelter 
Krümmung als eine eigentliche Fläche anzusehen. 

Wir haben gesehen, dass eine Fläche zweiter Ordnung im Allgemeinen auch eine Fläche zweiter 
Classe ist (26). Insbesondere gehören aber zu den Flächen zweiter Ordnung auch die Abw ickelungs- 
Flächen dieser Ordnung, (Kegelllächcn derselben Ordnung, die sich auch auf einen Punct reduciren, 
in einen Cvlinder, ein System von zwei reellen oder imaginären oder zusammcnfallenden Ebenen 
ausarten können) und diese lassen sich nicht durch eine einzige Gleichung in Plan-Coordinaten aus- 
drücken. Ebenso gebären insbesondere auch zu den Flächen zweiter Classe die Curven dieser Cla.sse 
im Ranme, welche nothwendig die ebenen Curven derselben Classe sind und durch eine einzige 
Gleichung in Punct-Coordinnten sich nicht ausdrUcken lassen. 

35. /.wischen einer Curvc im Raume und einer Abwickelungs-Fläche besteht ein vollständiger 

Parallclismiis. ■ ' ^ 

Eine Ebene, welche um eine in ihr liegende gerade I.inie sich dreht, umhüllt diese gerade 
I.inie ; bewegt sich die gerade I.inie so , dass sic sirh conlinuirlich um einen contiiiuirlich fort- 
rUckenden Punct dreht, so umhüllt sie eine Curvc im Raume, die, im .Allgemeinen, von doppelter 
Krümmung ist; wonach diese von jeder beliebigen, durch die umhüllenJe gerade Linie gehenden, Ebene 
berührt wird. Während die gerade Linie in ihrer Uewegung die Curvc umhüllt, wird dieselbe 
gleichzeitig von dem auf ihr fortrückenden Puncte beschrieben. 

Ein Punct, der auf einer geraden Linie sich foiibewegt, beschreibt diese gerade Linie; bewegt 
sich die gerade Linie so, dass sie continuirlich in einer eontinuirlich sich drehenden Ebene 
fortrUckt, so beschreibt sie eine Abw ickelungs-Fläche, auf welcher hiernach jeder Punct der erzeugen- 
den geraden Linie liegt. Während die gerade Linie in ihrer Bewegung die .Abwickeluogs-Flächc 
beschreibt, wird dieselbe gleichzeitig von der um dieselbe sich conlinuirUch drehenden Ebene 
umhüllt. 

Durch zwei benachbarte Lagen des beschreibenden Punctes ist ein (io gewisser Hinsicht als 
Punct anzusehendes) lineares E^lemcnt der Curve gegeben, welches gleichzeitig der iimhUilendcn ge- 
raden Linie angchört ; wenn sich diese Linie , das jedesmalige auf ihr liegende Element der Curve 
mit sich rührend, von einer spätem I.agc in eine frühere rückwärts bewegt, wobei sie sich cunti- 
nuirlich um die consecutiven Puncte der Curve dreht, so wird die Curve abgewickelt, rectificirt. 

Durch zwei benachbarte Lagen der umhüllenden Ebene ist rin (in gewisser Hinsicht als eine 
gerade Linie anzusehendes) Flächrn-EIcment der .Abwickelungs-Fläche gegeben, in welches gleich- 
zeitig die beschreibende gerade Linie fällt; wenn sich diese Linie von einer spätem in eine frühere 
Lage rückwärts bewegt, während um dieselbe die umhüllende Ebene, das jedesmalige in ihr liegende 
Flächen-Element mit sieh führend, continuirlich sich dreht, so wird die Abwickelimgs-Fläehe ab ge- 
wickelt, complanirt. 
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36. Wenn eine .Abwickrlungs-Fläche, wie früher,- durch zwei Glcichnngen in Plan-Coordinaten: 
K(Z,lt,e) = 0, F,(Z,H,0) = 0, (l) 

• egeben is(, su kUnnrn wir dieselbe Flüche auch durch eine ebxige Gleichung in dem hefreundeten 
Ptinrt-Courdinaten-Sjsteme (zweiter .\rt) ausdrücken. Es stellt dann auvörderat die Gleichung 

+ + Z = 0, ’ *■ (8) 

wenn wir d, d als veränderlich betrachten, wahrend Z,H, 0 gleichzeitig die beiden Gleichungen 
(I) befriedigen, irgend eine gemeinschaftliche Tangential-Ebene der beiden bezüglichen Flüchen dar. 
Die Durchschnittslinie je zweier solcher auf einander folgenden Tangential-Ebenen liegt auf der 
Abwickelungs-Fläche und wird hiernach durch das Srstem der vorstehenden und der folgenden 
Gleichung auigedrückt: 



itdO-f-SdH + dZ = 0. 



( 3 ) 



wobei ^ und in Folge der Gleichungen (1) als Functionen von Z, H und 0 gegeben sind, 

Q/j 

Fdiminiren wir zwischen den vier vorstehenden Gleichungen Z, H und 0, so erhalten wir die ver- 
langte Gleichung der Abwickelungs-Fläche in c, 

Auf ganz entsprechende Weise ergibt sich, wenn eine Curve doppelter Krümmung durch zwei 
Gleichungen in Punct-Coonlinatcn: 

F((,z,Ä)=0, F,(^,«,Ä)=0, 

V ’* 

gegeben ist, indem wir zwischen den beiden Gleichungen und den folgenden beiden: 

^-i-eo-flfö + Z = 0, 

di-t-©d^-|-HdS = 0, 

wobei t; und — sich als Functionen von i;, ä ergeben , diese drei Punct-Coordinoien eliminiren, 
d; dg 

die einzige Gleichung derselben Curve in dem Systeme der befreundeten Plan-Coordinatcn Z, 11, 0. 

37. Da eine und dieselbe Linie, wenn sie im llaumc sich so bewegt, dass in zwei auf ein- 
ander folgenden fjigen derselben jedesmal ein Durchschnitt Statt hndet, gleichzeitig eine Curve 
doppelter Krümmung umhüllt und eine Abwickelungs-Fläche beschreibt, so gehSrt zu jeder Curve 
doppelter Krümmung eine -Abwickelungs-Fläche und umgekehrt zu jeder Abwickelungs-Fläche eine 
Curve doppelter Krümmung. Zwei auf einander folgende Lagen der sich bewegenden geraden Linie 
bestimmen einerseits durcli ihr Durchschneiden einen Piinct der Curve und andrerseits eine Tangential- 
Ebene der Fläche, welche durch die gerade Linie in ihren beiden I.aigen geht. Durch drei auf ein- 
ander folgende Puncte der Curve sind zwei auf einander folgende Lagen der umhüllenden geraden 
Linie, also eine Tangential-Ebene der zugehörigen Abwickelungs-Fläche gegeben ; umgekehrt sind also 
auch die Tangential-Ebenen dieser Fläche die Osculatiuns-Kbenen der zugehörigen Curve doppelter 
Krüinnning. Durch drei auf einander folgende Tangential-Ebenen der .Abwickelungs-Fläche sind zwei 
auf einander folgende T,agen der beschreibenden geraden Linie, also ein Punct der zugehörigen Curve 
doppelter Krümmung gegeben und umgekehrt jeder Punct dieser Curve ist ein Rückkehrpunct der 
zugehörigen .Abwickelungs-Flüche. Die Curve ist der Ort der Kuckkehrpunctc (artete de reirotute- 
menO der zugehörigen Fläche, so wie diese derjenige Ort ist, weither von den Osculalions-Ebenen 
der Curve umhüllt wird. 

Eine Curve doppelter Krümmung nod die zugehörige Abwickelungs-Fläche woUen wir durch die 
nachstehenden Oleichungen-Paare in befrenndeten Courdinaten-S>8tcnien : 
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f«,n,&) = 0, f,(i,,,S)=0, (I) 

•» '■ F(Z,H,e) = 0, F,(Z,H,e) = 0, ( 2 ) 

darstclien. Beirachlcn «y. alsdann zuerst die beiden Gleichuug^en (2) und, durch dieselben, die 
, Abuickelungs-Fläche als gegeben, so kiinnen wir die zugehürige Cur\c bestimmen. Denn, beziehen 
wir Z, H, 0 auf irgend eine lieriibrungs-Kbene dieser Abwickelungs-Flache, und betrachten wir 9 
• als veränderlich, so stellt die Gleichung 

^ + ©<; + H9-t-Z = 0 (3) 

diese Tangential-Ebene dar. Kür den^ Durchscbnitlspuact dieser Ebene mit den beiden unmittelbar 
folgenden Tangential-Ebenen, bestehen neben dieser Gleichung (3) zugleich auch die folgenden beiden: 
. i:d0-i-SdH-|-dZ = 0, 

‘ i;d’‘0-f 9d'H-f-d»Z = 0, 

‘ wobei wir dZ constant nehmen (wonach d'Z = 0) und dann als Functionen von 

dZ dZ dZ’ dZ* 

, Z, H und 0 aus den Gleichungen (2) ableiten können. Eliminiren wir hiernach zwischen den fiinf 
Gleichungen (2), (3) und (4) die drei Veränderlichen Z, H, 0, so erhalten wir zwei re.sultirende 

* ^Gleichungen in i; und 9, welche die verlangte Curve darstellen und mit den Gleichungs-Svstemen 
(1) übrreinslimmen. 

'' ' Ebenso erhalten wir, wenn durch die Gleichungen (1^ die Curve doppelter Krümmung gegeben 
ist, die beiden Gleichungen der zugehörigen Abwickelungs-Fläche in Z, H, 0, wenn wir zwischen den 
drei Gleichungen (I) und (3) und den folgenden beiden Gleichungen; 

, d^-f 0d^-f Hd9 = 0, 
d'^ + 0d’ir+Hd‘9 = 0, 
die drei Piinct-Coordinalen f, c, & eliminiren. 

38. Wenn eine gerade Linie, ein auf derselben liegender Pnnct und eine durch dieselbe gehende 
Ebene gegeben sind, so k.inn das S/steni dieser drei geometrischen Oerler sich im Raume so fort- 
bewegen, dass der Punct continuh-lich auf der geraden Linie fortrUckt, die Ebene coniinnirlich um 
dir gerade Linie rotirt, und endlich die gerade Linie selbst um den coutinuirlich furtrUckenden Punct 
in der continuirtich rotirrnden Ebene continuirlich sich dreht, ln der Restimmuiig einer .solchen 
Bewegung liegt zugleich di« Bedingung ausgedriiekt, dass in zwei auf einander folgenden Lagrii der 
-geraden Zinie ein Durchschneiden Statt Endet, su ilass durch eine .solche Bewegung der geraden Linie 
gleichzeitig auch die Bewegung des Punctes (als des Durcbschiiittrs zweier auf einander folgenden 
Linien-Lagen) und der Ebene (als derjenigen, welche durch zwei auf einander folgenden Linien- 
Lagen geht) bestimmt ist. Drücken wir hiernach das Gesetz des succcssiven FortrUckens der gera- 
den Linie durch Gleichungen aus, so stellen solche Gleichungen gleichzeitig einerseits die von 
der geraden Linie umhüllte und von dem auf derselben liegenden Puncte beschriebene 
Curve doppelter Krümmung und andrerseits die von der geraden Linie beschriebene 
und von der durch dieseibe gehenden Ebene umhüllte .Abwickelungs-Fläche dar. 

In irgend einem Momente wollen wir die I.agcn der geraden Linie, des Punctes und der Ebene 
bezüglich durch L, P und £ bezeichnen, während wir A, II und £ als die ursprünglichen 

Lagen derselben drei Oerter betrachten. Es sei ferner X die Summe der unendlich vielen unendlich 

kleinen Minkel, um welche die gerade Linie von A bis L sich gedreht hat, w der Weg, welchen 

der Punct von II bis P beschrieben hat, und endlich t die Summe der nnendlich vielen unendlich 
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in« vua E bis £ sich gedreht hat. Die drei GrSi^ea X, 
ändern sich , unabhängig' von einander , mit der Zeit , wonach wir um die rragliche Bewegnug an;- • 
zadrilcken , ' ^ i ' ' ' • 

■ X=<}i(0, o = 4(t), t = x(t)'” . ( 1 ) 

setzen können, indem wir durch (p, 4 und x ^Irei gegebene Fnnciiimen bezeiebnen. Eliminiren wir* 
t zwischen je zweien dieser drei Gleichungen, so ergibt sich : • * 

X(>.,o) = 0, •ä.(.,a)=0, ^>(>.,0 = 0. 



'C » ^ (2)s 

Diese drei neuen Gleichungen, von deneti jede eine algehraischC'J'tAgis^'Slr'den beiijen übrigen ist, 
bestimmen alle möglicben Lagen, welche die gcrtld^g^ipic, in %nniS#imt die frühem 

Gleichungen (I) ausgedröchten Gesetzes «ler Bewegting , sneecssive anuehmen had^ es sind Gleich-^ 
nagen, welche zugleich eine .Abwickelungs-Fläche mul die zugehiirige Curve dop^tcr Krii^jKa^’ ’ 



^ Die 1,9^ volf, 
dülr \ftiprUiig1irh<-n 



darstellen, und zwar, unabhängig ron der Lage der-selheii, bloss dhrer Natur 
beiden ist erst durch .Annahme der geraden Linie, des I’iiiicies und der Lbeiie 
Lagen A, II und K bestimmt, und diese Annalime hangt von sechs (üiiist.-inlen ab. ~ ^ 

Wir können die snecessiven Elemente der dargestellten Cnrre und Abwickelungs-Fläche annähe- 
rungsweise construiren. Aus den Gleichungen (I) ergibt sich: 

dx = Ijj'(t)dt, du = d'(t)dt, de = (S)- 

and somit für jedes gegebene dt das entsprechende dX, der und de. Wenn also zur Zeh t die Lagen 
der geraden Linie L, des Functes P und der Ebene E bezüglich pl, p und Ipl' sind, so rUckt, wäh- 
rend des folgenden Zeitmomenls dt die Linie L, indem sie in der F.bene Ipl' um den Funct p den 
Winkel dX beschreibt , von pl nach pl', der Punct P, indem er auf der gergdfl^inio pl' den Weg 
dsr ziirücklegt, von p nach p', und die F,bene £, indem sie nm pl' den Wiaktt de'^ be.schreibt , von 
Ipl' nach l'pl". Für den folgenden Zeit-Moment geben, der vurgerUcktML^til' entsprechend, die 
letzten drei Gleichungen wiederum die M'erthc für dX., dir, dt, die wir wie eben construiren köiinen. 
Indem wir auf diese Weise fortfahren, erhalten wir ein Poivgon pp'p"p"', das sich der zu bestim- 
menden Curve doppelter Krümmung im Ranme um so mehr annähert, je kleiner wir dt nehmen, und 
eine von den Ebenen pip', p'l'p", p"l"p"' . . gebildete Fläche, deren Gränze die jener Curve zuge- 
hörige Abwickelungs-Fläche ist. 

39. Die erste der drei Gleichungen (2) ist unabhängig von t, und wUrde also auch unver- 
ändert dieselbe sein, wenn t immer Kuli geblieben wäre, oder, was das^ibe ist, wenn wir die Ab- 
wickelungs-Fläche mit der zugehörigen Curve in die ursprüngliche Ebene £ abgcwickelt hätten. Nach 
der Abwickelung ist der von den geraden Linien A und L gebildete Winkel der Werth von X, wäh- 
rend die Länge der Curve oder w unverändert geblieben ist. Bei dieser .Abwickelnng bleibt die erste 
Krümmung der Curve, welche für jeden ihrer Puncic in der bezüglichen Osculations-Ebene an 
nehmen ist, ebenfalls unverändert, wälireiid gleichzeitig der Curve ihre zweite Krümmung genommen 
wird. Die abgenickellc Curve und ihre Ebene werden durch die beiden simultanen Gleichungen: 

X(X,nt) = 0, e = 0, (4) 

dargestellt. Für irgend einen Punct dieser Curve, und niso auch für den cntsprecheiiden Punct der 
Curve im Baume, ist 

dX üX _ du 'f'^CO 

■ do dt * dt vf'Ö) 

der KrUmmniigshalbmesstr. und der reciproke Werth desselben 
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do 

dÄ 



dtat 

dT 



dX 

dT 



d« 



das Maass d?r ersti'n Kriimnmng (Flexion). Brriicksichligen wir, dass — die Geschwindigkeit dea 

dt 

‘ dk . 

Punctes P und -r~ die Drehungs-Geschwindigkeit der geraden I.inie L zur Zeit t ist, so ergibt sich 
der lulgende Satz: ' 

DasMaass der ersten Krümmung cinerCurve iniRaume ist gleich derWinkeT-* 
Geschwindigkeit der diese Curve iinihUllenden geraden Linie, getheill durch 
dicGeschwindigkeit des dieselbe beschreibendenPunctes.*) ‘ 

' 40. Die zweite der drei Gleichungen (2) ist unabhängig von k und würde also auch unver- 

indert dieselbe sein, wenn X immer gleich Null geblieben wäre. Dann aber wäre dicselbo gerade 
Linie \ gleichzeitig von dem Puncle P bcschriehcn und son der Ebene E umhüllt worden. Die , 
folgenden beiden simiillanen ^Gleichungen: 

<I>(e,o) = 0, k = 0, ‘ (5> 

L. - ' stellen .also dieselbe gerade Linie in doppellem Sinne dar, einmal als die rectilicirte Curve im 
ij Raume, das andere Mal als eine gerade Linie, auf welche sich die Abwickelungs-Flache dadurch 

■ , reducirt hat, d.ass die umhüllende Fläche in allen ihren Lagen durch diese gerade Linie geht. Um,* 

von einer gegebenen Abwickelungs-Fläche und der zugehörigen Curve ausgehend, zu der nedculiing 
des letzten Gleichungen -Paares zu gelangen, müssen wir in folgender Weise verfahren: Es sei 
l'"'p'"i"' die Ebene E in ihrer äussersten Lage; diese Ebene wollen wir so forlbcwegen, dass sie 
mit der vorhergehenden Ebene l'"p"l" furlwiihrend denselben M inkcl bildet und dass die Durchschnitts- 
linie beider Ebenen p"F" um den Punct p" sich dreht, bis sie mit der vorhergehenden Linie p"l" 
zusammcnfällt. Dann sind auf diese gerade Linie zwei Elemente der Curve im Raume, p'p" und 
p"p"', zurückgerührt, und durch dieselbe gehen die beiden Ebenen l""p'"l"' und l'"p"i", früher 
beide Osculations-Ebenen dieser Cnrve. Auf gleiche Weise können wir fortfahren und die Linie 
p"l" mit den beiden auf ihr liegenden Elementen und den beiden durch dieselbe gehenden geraden 
Linien in der Osculations-Ebene l"p'F um den Punct p' sich drehen lassen , bis drei Elemente der 
Curve, pp', p'p" und p"p'", in die gerade Linie p'l' fallen und durch dieselbe die drei Osculationa- 
Ebenen l""p"'l"', l'"p"l" und l"p'l' gehen. Hiernach bringen wir zuletzt alle Elemente der Curve 
auf die Linie L in der ursprünglichen Lage A, wobei dann zugleich alle Osculations-Ebenen der 
Curve durch dieselbe Linie gehen. 

Bei der Bestimmung der zweiten Krümmung einer Curve im Raume tritt die Drehung der 
Osculations-Ebene derselben, beim Uebergange von einem Puncle zum andern, an die Stelle der 
Drehung ihrer Tangenten, die für die erste Krümmung bestimmend war. Als Krümmungshalbmesser 
Ur die zweite Flexion der Curve erhalten wir also: 



dw 

de 



dw 

dT 



dT 



Z'O* ' 



+ i 



*) Vergl. Thcarie der al ge braiachc n Cocren p. *0*. 
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■nd lOr dn retiprokto Werth desselben oder das Masas der Krümmung: ' 

de dl ds 

do dl * dt ' 

Drileken wir die letzte CQeichung in Worten aus, so ergibt sieb der nachstehende Satz: 

Das Maass der zveiten Krümmung einer Curve im Raume ist gleich der Winkel- 
Geschwindigkeit der die zugehörige Abwickelungs-Fläche umhüllenden, die Curre 
selbst oaculirenden Ebene, gctheilt durch die Geschwindigkeit* des die Curve 
beschreibenden Punctes. 

Um den Krümmungshalbmesser der zweiten Flexion für jeden Punct der Curve im Raume zu 
bestimmen, brauchen wir bloss die erste der Gleichungen (5), wie die erste der Gleichungen (4), 
als eine ebene Curve, t mit X vertauschend, zu eonstruiren. Dann ist der von den äussersicn Tan- 
genten dieser Curve gebildete Winkel derjenige Werth von e, welcher dem Endpuncte der Curve 
im Raume entspricht, während die Länge der beiden Curven dieselbe ist. Und, so wie wir in 
irgend einem Puncle der gegebenen Curve im Raume den Halbmesser der ersten Krümmung als den 
Krümmangshalbmesser der Abw ickeInngs-Curve in dem entsprechenden Puncte conslmlren können, 
so können wir den Halbmesser der zweiten Krümmung als den Krümmungshalbmesser der eben 
bestimmten Curve in dem entsprechenden Puncte eonstruiren. Entsprechende Puncte der drei Curven 
sind hierbei solche, denen gleiche Bogenlängen entsprechen. 

, 41. Die dritte der drei Gleichungen C2) tat unabhängig von c und würde also auch unver- 

ändert dieselbe sein, wenn w immer gleich Null geblichen wäre, das heisst, wenn der beschreibende 
Punct seine ursprüngliche Lage behalten hätte. Die Curve im Raume reducirt sich hierbei auf einen 
Punct, die AbwickelungsOäche auf einen Kegel. Beide werden durch die simultanen Gleichungen: 

wa,*) = 0, « = 0, 

dargestelh. Um den Kegel zu eonstruiren, wenn die Curve im Raume oder die zugehörige Ab- 
wickelungs-Fläche gegeben ist, brauchen wir bloss die gerade Linie, welche die erstere umhüllt, 
die letztere beschreibt, ln ihren verschiedenen Lagen parallel mit sich selbst, durch den ursprüng- 
lichen Punct n zu legen; so entsteht alsdann der fragliche Kegel, dessen Tangential-Ebenen parallel 
sind der die Curve oaculirenden, die Fläche umhüllenden Ebene in ihren verschiedenen Lagen. 

Für jede Seite dieses Kegels, und also auch für jede Tangente der Curve , jede Seite der Ab- 
wickelongs - Fläche erhalten wir aus der ersten der vorstehenden Gleichungen einen vollkommen 
de 

bestimmten Werth für den wir das Maass der conischen Krümmung der Curve oder 
anch der zugehörigen Ahwickelungs-Fläche nennen wollen. Es ist: 

de df di X'O) 

ß “ dt ‘ dT ~ 

oder, in Worten ausgedrückt: 

DasMaass der conischen Krümmung einerCnrve doppelter Krümmung ist gleich 
der W'inkel-Geseh windigkeit der diese Curve oscnlirenden Ebene, getheilt durch 
die Winkel-Geschwindigkeit der dieselbe umhüllenden geraden Linie. 

Knüpfen wir den Begriff der conischen Krümmung an die Abwickelungs-Fläche, so ist das Maass 
derselben gleich der AV'inkel-Geschwindigkeit der dieselbe umhüllenden Ebene, getheilt durch die 
Winkel-Geschwindigkeit der dieselbe beschreibenden geraden Linie. 
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So vie wir lur Bestimmuog der ersten Krümmung einer rSumlichen Curve in einem gegebenen 
Puncte einen Kreis so Hülfe nehmen, der Oborall dieselbe Krümmong bet, so bedienen wir ans 
nach der vorigen Nummer zur Bestimmung der zweiten Krümmung ebenfalls eines Kreises, oder, wtS 
auf dasselbe hioauskommt, aber mehr der Sache entspricht, eines geraden Kreis-Cjlinders. 
Und ebenso bedienen wir uns hier zur Bestimmung der eonkehen Krümmung eines geraden 
Kegeis mit kreisfUrmiger Basis. Auf ulicn Seilen eines solchen Ist offenbar die coniwAe 
Krümmung desselben gleich. Wir wollen dieselbe für einen als gegeben betrachteten Kegel, dessen 
Seiten mit der Axe desselben einen gegebenen constanten Winkel a bilden, eonstruiren. 

Zu diesem Behufs wollen wir uns in den Kegel eine n-seilige Pyramide , deren Basis ein regel- 

massiges n-Eck ist, beschrieben denken, und dann den Winkel — der Kürze halber durch ferner 

fl 

den von zwei auf einander folgenden Kanten der P;rramide gebildeten Winkel durch y und den 
Nebenwinkel des von zwei anf einander folgenden Seilentüchen gebildeten WHakels durch d be- 
zeichnen. Dann Inden wir auf bekanntem Wege: 

l-|-lang'^''s*eo8^a 
sin Vit)' = sin sinn. 

Diese Gleichungen bestehen, wie gross auch die Zahl « angenommen werden mag; nehmen wir 
n immer grosser, so nühert sich die eingeschriebene Pvramide immer mehr dem Kegel. Dana 
werden 4, und hiermit zugleich y und 3, immer kleiner, bis sie zuletzt in dX und de übergehen. .An 
dieser Grünze kOnnen wir an die Stelle von sinVs4 (und ebenso von tang'A4), sin'/i)' und sin'/s^ 
die entsprechenden Winkel ’A4, 'AdX und ’/s de setzen, und lang* Vs 4 gegen die Einheit vemach- 
llssigen. Hiernach gdiea die vorstehenden beiden Gleichungen in die folgenden über: 

de = 4uosa, dX = 4s>n<*i 

und hieraus ergibt sieh: 

d« _ 1 

dX tanga' 

Das Maass (Ur die conslanle eonisehe Krümmung eines geraden Kreto-Kegels ist also der reeiproko 
Werth der trigonometrischen Tangente desjenigen W'inkels, welchen die Seit» desselben mit der Azo 
bilden, dem analog, wie das Maass für die constanle Krümmung eines Kreises, der reciproke Werth 
des Radius desselben ist. Das Maass der conischen Krümmong eines schiefen Kegels oder einer 
Abwickelungs-Flüche überhaupt auf einer gegebenen Seite desselben ist hiernach möglichst einfach 
durch einen geraden Kegel, welcher die Flüche auf der gegebenen Seite osculirt, bestimmt. 

dt. Von den drei Gleichungen (S) bedingen je zwei die dritte, wonach auch zwischen dest 
Bcstimosungen der dreilacbea Krümmung eher rüumlicheo Curve eine Abhbigigkeit Statt finden i 
Wir haben: 



•) 



*) Wmii wir iwiectaca S«i eMgeo beiden Oleickangm des Textee 4 eltiataien, es ergibt eich necb eiarsdiew 
RedoetiMica: 

• •“"ff 

lang« 

w»rMi onnitlalbmr dMteibc lUaultat herv«q|tlit * a • . 
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dt dX de 

da da dX ’ 

iod*r, in M orten ausgedrückt: 

Dna Maaai der zweiten KriiDimung einer räunlichen Curre in einem gegebenen 
Pnnete ist gleich dem Maaaae ihrer eraten Krii mmn ng, multiplicirt mit demMaaeie 
ihrer tonischen Krümmung. 



8« 
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Das 3Elililen der Conftianten. 

43. Um die Anzahl der Glieder zu bestimmen, welche die allgemeine Function des n. Grades 
zwischen drei Veränderlichen enthält, kunnen wir diese Function, geordnet nach steigenden Potenzen 
der Veränderlichen, als zusammengesetzt betrachten aus allen allgemeinen homogenen Functionen von 
dem 0. bis n. Grade zwischen denselben Veränderlirhcn. Die allgemeine homogene Function irgend 
eines m. Grades zwischen drei Veränderlichen besteht aber aus eben so viel Gliedern, als die all- 
gemeine nicht homogene Function desselben Grades zwichen zwei Veränderlichen, nemlich aus: 

fg) 

1 . 2 ’ 

Dm also die Anzahl aller Glieder der allgemeinen Function des n. Grades zu erhalten, branebeu wir 
nach einander für m alle ganze Zahlen von 0 bis n cinzusetzen und dann die entsprechenden M'crthe 
des vorstehenden .Ausdrucks zu sunimircn. Auf diese Meise kommt: 

1.2"^ 1.2"^ 1.2"*’”'‘^ 1.2 ~ 1.2.3 

Oieae Anzahl, um Eins vermindert, ist also die Anzahl der Constanten in der allgemeinen Gleichung 
des n. Grades zwischen drei Veränderlichen, die wir durch <p (n) bezeichnen wollen. Hiernach ist 

• _ («+I)(«i + 2K» + 31 . ii(it* + 6n-Hl) 

H»)~ — r : 2 ■; a ~~6 ’ 

so dass <p(0) ' — : 0, <p(I) = 3, <p(2) = 9, <p(3) = 19, <p(4) = 34, <p(5) = 55, <p(6') = 83, 
ip(7) = 119, = 164, >p(9} =219, ip(lO) = 285, und so weiter. 

Je nachdem die drei Veränderlichen lineare Punct- oder Plan-Coordinaten bedeuten, stellt die 
allgemeine Gleichung vom n. Grade die Flächen der n. Ordnung oder n. Classe dar. Im erstem 
Falle gibt jeder Ponct, welcher auf der Fläche liegt, im zweiten Falle jede Tangential-Ebene der 
Fläche dne linear« Bedingvags-Qleichnng zwischen den <p(n) Coeffieienten der allgemeinen Gleichung 
des n. Grades. Durch <p(n) solcher Bedingungs,-Gleichungen sind die sämmtlichen Coeffieienten auf 
lineare Meise bestimmt: eben so viele gegebene Puncte gehören also zur linearen Bestimmung 
einer Fläche der it. Ordnung, und eben so viele Tangential-Ebenen zur linearen Bestimmung einer 
Fläche der «. Classe. . . . v. 

44. Es seien 

fl. = 0, fl'. = 0 (1) 

die Gleichungen irgend zweier Flächen der n. Ordnung; dann stellt die Gleichung 
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^ *t>(i . ^ . o.+ia'. =0, (*) 

X rinc kcliebif^e Considile bedeutet, irgend eine neue FISche derselben Ordoimg dar, welche 
U^V' durch die Üurchschnitls-Cur^e der beiden Flächen (I) geht. Denn die Coordinaten jedes Puncles 
' diese^UurehschniUs Curve befriedigen gleichzeitig die beiden Gleichungen (I) und fulglich auch die 

‘ ' Menn wir den ersten Theil der letzten Gleichung durch — pfl". bezeichnen, so erhalten wir 

die folgende identische Gleichung : 

a. + Xß'. + «a".sü, (3) 

♦ 

welche ausdrückt, dass die drei Flächen der n. Ordnung ß., ß'. , ß". eine gemeinschaftliche 
Durchschnitts-Curve haben. 

Jede Fliehe der n. Ordnung, welche durch die Durchschnilts-Curvc der beiden Flächen ß. 
und ß'a geht, lässt sich, bei gehilriger Deslimraung von 7., durch die Gleichung (8) darstellcn, 
Wenn nämlich 

ß". = 0 

die Gleichung einer solchen Fläche ist, so muss, nach der Voraussetiung, die Gleichung: 

, ' fl. + uß". = 0 



bei gehöriger Bestimmung von p, mit der zweiten der Gleichungen (Ij übcreinstimnicn, was wiedenmi 
zu der vorstehenden identischen Gleichung (3) filhrt. Es ist also (2) die allgemeine Gleichung aller 
Flächen der n. Ordnung, vrelche mit den beiden gegebenen Flächen derselben Ordnung ß, und ß', 
eine gcmeinschaftUcbe Durchschnitls-Curvc haben : sic stellt alle diese Flächen dar, wenn wir für p. 
successive alle Wertho von — 00 bis + oO cinscizen. 

Hierbei sind die Flächen ß. und ß'i nicht absolut bestimmt, sondern künncn durch irgiend zwei 
andere, welche willkührlich aus der Gruppe der unendlich vielen Flächen derselben Ordnung, welche 
dieselbe gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve haben , genunimen werden. Die Durchschnitts-Curve 
ist ihrerseits durch irgend zwei Flächen der n. Ordnung, welche, bei willkUhrlichcr zwiefacher 
Annahme von X, durch die Gleichung (2) dargestellt werden, bestimmt Die .Anzahl der Constanlen 
jeder solcher zwei Flächen reducirt sich hiernach auf — 1, wonach die flwgliche Durchschnitts- 

Curve von 2[>p(n) — 1] Constanten obhängt. Zur linearen Bestimmung dieser Constanten reicht 
es bin, dass \<p(n) — 1] Funde gegeben sind, durch welche die Curve geht, und die also gleich- 
seitig auf den beiden Flächen, als deren Durchschnitt sie cunstruirt wird, liegen. 



Eine räumliche Curve, durch welche sich Flächen der «t. Ordnung legen lassen, 
ist vollkommen bestimmt, wenn [<p(n) — IJ ihrer Puncte gegeben sind. 

Oder, mit andern M'orten : 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch — 1] Puncte gehen, haben eine 

gemeinschaftliche Durchschnitts-Curve. 

45. Flächen der zweiten Ordnung, welche durch 8, Flächen der dritten Ordnung, welche 
durch 18 gegebene Puncte gehen, haben hiernach dieselbe Durchschnitts-Curve. Zum vollständigen 
Verständniss der vorstehenden Sätze fügen wir noch die folgenden Erörterungen hinzu. 

Durch die Durchschnitts-Curve zweier gegebenen Flächen der n. Ordnung, ß. und ß'., lassen 
ahft noch unendlich viele andere FlUbcn deneiben Ordnung l^n, deren allgemeine Oteirhung (2) 
ist Eine einzelne dieser Flächen ist ent bcetinmii, wenn der entsprechende Werth von'X g^beA 
ist, und X ist gegeben, wenn wir irgend ehsn Pnnct der Fläche kennen, weleber nicht auf deir 
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DorclMehBitta-Carve liegt. Denn, auf elneo gegebenen Panet bezogen, erbnlten die Fanetionen and 
fi'. esnsUnte Wcrthc, die wir dorch a und u' beseichnen wollen, and hiernach konmit: 



Liegt der gegebene Punct aui der Durchschnitls-Curre der beiden gegebenen FUtchen , ao cracheiot X j 

anter der unbestimmten Form liegt er aber, waa vorauageaetzt worden ist, ausserhalb derselben, ‘ 

so ist X durch die vorstehende Gleichung immer auf einzige M'eise bestimmt. Eine Flüche der n. 
Ordnung ist aber Oberhaupt durch <p(n)Puncte auf lineare Weise gegeben', so dass also zu dem 
genannten Puncte noch [<p(n) — 1] gegebene Puncte hinzukommen müssen. Nehmen wir diese auf der 
Durchscbnitts-Carve beliebig an, so tragen sie also zur Bestimmung der' Fläche gerade eben ao viel 
bei, als die Gcsammlkeit aller Puncte dieser Durchschnitts-Cnrve, die nnmittclbar ans der Form der 
Gleichung (t) sich bestimmen lassen. Hieraus ergeben sich unmittelbar die fraglichen Sülze. 

46. Es können zwischen den ■pC") Constanten der allgemeinen Gleichung der Flächen n. 
Ordnung lineare Bedingtings-Oleiehungea Statt finden, wodurch die Natur der Flächen particolarisirt 
und die Anzahl der sur Bestimmung derselben nothwendigen Puncte um so viel Einheiten vermindert 
wird, als .Bedingungs-Gieichungen da sind. Hiernach erhalten wir neben dem letzten Satze der 44. 
Nummer sogleich den folgenden : 

Alle solche Flächen der n. Ordnung, welche durch n gegebene Puncte auf lineare 
Weise bestimmt aind, haben, wenn sie durch (ni — 1) dieser Puncte gehen, eine 
gemeinschaftliche Durchschnitts.Curve. 

Während dieser Satz als eine Beschränkung des letzten Satzes der 44. Nummer sich darstellt, 
erhallen wir dagegen in der nachstehenden Auflassung eine Verallgemeinerung desselben. 

AllsFlächen der «.Ordnung, welche [ipCn) — 1] linearen Bedingungs-Gleichungen 
unterworfen sind, schneiden sich in derselben räumlichen Curve. 

Durch <p (n) solcher linearen Bodingungs-Gleichangen sind die <p (n) Constanten der Fläche, im 
AUgememeu, auf mnzige Weise bestimmt. Insbesondere nihrt zu einer solchen linoaren Bedingungs- 
Gleichong die Annahme, dass die Fläche durch einen gegebenen Puuet gehen soil. ‘ 

47. Wir wollen zwei Zahlen p und g so bestimmen, dass 

*“=P + g, 

und dann annehoaen, dass von den [<p(«) — t] gegebenen Poneten des letzten Satzes der 44. Nummer 
beliebig abgesondert werden, durch welche eine Fläche der p. Ordnung auf lineare Weise 
bestimmt wird, deren Gleichung die folgende sei; 

a? “ öt 

und ferner voranssetzeu, dass alle Bbrigen Puncte, deren Anzahl 

<P(») — «PO») — • S<p(«) — f(« — g) - I 
beträgt, auf einer Fläche der g. Ordnung liegen, ftr deren Gleichung wir 

O, = 0 

nehmen wdlen. AUdonu gehört das Sj'slam der beiden Flächen ü, md O, zu denjenigen Flächen 
der M. Ordnung, welche die gemeinsehafitiche Oarehschailla.Curve haben, oder, analjtisch auagedrilekb 
bei gehöriger Bcetimmung der CodEcicnlen X und |i, ist: 
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Alle Darebschnitlapuiicte der FUchen n. Ordnung liegen also gleirkzeitig entweder auf der Fliehe 
Üf oder der Fliehe a, und somit ergibt sieh der nachstehende ISatz. 

Alle Fliehen der «.'Ordnung, wclehe durch [<pCn) — <p(n — 9) — 1 ] gegebene, einer 
Fliehe der 9. Ordnung angehOrende, Puncte gehen, schneiden diese letztgenannte 
Fliehe In ein und derselben Cnrve. 



Setzen wir beispielsweise q = 1 , so erhalten wir zur Bestimmung einer ebenen Gurre «. 
Ordnung die bekannte Anzahl von 

gegebenen Puncten. Ebenso erhalten wir Air Bestimmung einer Gurre, die auf einer gegebenen 
Fliehe »weiter Ordnung und Uberdiess auf einer Fliehe der n. Ordnung liegt, indem wir io dem 
allgenirinen Ausdrucke q = 2 setzen, die folgende nothwendige Anzahl ron gegebenen Puncten : 
<p(n)-q)(n-8)-l = (n + l)t_l. 

Wir können die gegebenen [qt (n) — 1] Puncte der Sitze der 44 . Nummer anf die beiden 
Fliehen der p. und 9. Ordnung auch anders rertheilen, so nemlicb, dass auf die Fiide der p. 
Ordnung [qk (p) 4- k] Pnncte und auf die Fliehe der 9. Ordnung die übrigen [<p(n) — <p(p) — k — 1 ) 
Puncte kommen, und hierbei bloss voransseueo, dass die letzte Anzahl von Puncten überhaupt zur 
Bestimmung einer Fliehe der 9. Ordnung hinrnehend sei, wonach 



sein muss, also 
oder auch 



qi(n) — qs(p) — k— 1 > qiCq) 
k < q> (n) — (p) — q> (9) , 

1 ^ 

» 2 ’ 



weil sich sogleich ergibt, dass 



P 9 ("_-M) 

t 



Dann schneiden alle Fliehen der n- Ordnung, welche durch die gegebenen [<p(n) — I] Puncte gehen, 
sich auf denselben beiden Fliehen der p. und 9. Ordnung. 

Die gemeinschaftliche Durchschnitts-Gurve allerFlichen der «.Ordnung, welche 
durch [q>(«) — 1 ] gegebene Puncte geht, zerfällt, wenn von diesen Puncten [q^(p)-f*k| 
auf einer Fliehe der p. und die übrigen auf einer Fliehe der 9. Ordnung liegen, in 
zwei verschiedene Gurven, die bezüglich den beiden Fliehen der p. und 9. Ordnung 
angehüren. 

48 . Es seien ferner 

a. = 0, a'. = 0, a«. = o (i) 

die Gleichungen irgend dreier gegebenen Fliehen der «. Ordnung; dann stellt die folgende Gleichung 

a.+xa'.4-«a". =■ 0, (*) 

wenn k und u beliebige Constanten bezeichnen ( — 00 und -)*QO nicht ausgeschlossen) irgend eine 
neue Fliehe derselben Ordnung dar, welche der Bedingung unterworfen ist, dass sie durch alls 
Durchschnittsputtcte der drei gegebenen Flächen a., a'. und geht, wobei die Anaahl dieser 



/ 




1 ' 
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Durchschnittspnncte n' betrüg. Ks i«t diess aoginscbcililUb , wril die letzte Gleichuiij^ durch die 
Coordinaten-Werthe jedes Puncleg berriedigt wird, welche gleichzeitig die drei Gleichungen (1) 

. befriedigen. 

Bezeichnen wir den ersten Theil der Gloirbung (2) durch ( — »11"'.), so erhalten wir die 
identische Gleichung: 

Q.+Hl'. -hfiü". -t-vH'". =0, 

um auszudrQcken, dass die \ier Fläclien il„, Q',, H"., H'". durch dieselben n'’ Punctc gehen. 

Wir können ferner iinniittelbar nachweiseii, d.iss Jede Flüche, welche durch die fraglichen n’ 
Punctc geht, bei gehöriger Besliiumung von ?. und ii, durch die Uleicliung (2) dargcstellt wird. Es 
ist, mit andern Worten, diese Gleichung die allgemeine solcher Fliirhen der ti. Ordnung, welche 
durch n' gegebene Puncte gehen, indem unter den unendlich vielen Fliirhen. die dieser Bedingung 
unterw arfen sind, irgend drei willkOhrlich heransgenommcii und durch fl„, Q', und Q", bc- _ 
zeichnet werden. 

Zur Partiruliirisirung einer eiiizcliien Fläche, die durch die nligcnieinc Gleichung (2) dargcstellt * 
wird, ist die Bestimmung der beiden CoeiTicienlen X und u noihwendig, und diese sind ihrerseits * 
bestimmt, wenn wir zwei neue Punctc der Fläche kennen. Für diese Fläche kdnncn wir, unbeschadet 
der Allgemeinheit, die Fläche U. nehmen, dann ist zur Bestimmung derselben noihwendig, dass wir 
zwei ihrer Puncte kennen, welche nicht gleichzeitig auf den beiden Flächen G'. und G". liegen. 
Denn, wenn wir die Coordinaten-\l erthe jede.s dieser beiden Punctc nach einander in die Gleichung 
(2) einsetzen, so versrhwindet heidcsmal G. , während G'. und G". nicht verschwindende und ’ 

endliche Werthe erhallen, wipnach sich zur Beaiimmung der Fläche >. = 0 und u = 0 ergibt. Die 
. Fläche wird abo hier dadurch bcsiimnit, dass sie durch n' Punctc geht, die gleichzeitig auf zwei 
(beliebigen) Flächen derselben Ordnung liegen, und ausserdem noch durch irgend zwei ihrer Punctc: 
sic ist es andrerseits eben so vollständig durch >p(n) ihrer Puncte, fiir weiche wir die letztgenannten 
beiden nehmen und ausserdem noch — 2] willkübriich aus jenen n ' Punclen auswählen kOanen, , . 

Diese n’Pnncte tragen abo zur Bestimmung der Flächig nirhl mehr bei, ab jene [?l(n) — 8], woraus 
folgt, dass durch diese letztere Anzahl von Punclen die an der Anzahl von n’ Puncten noch fehlenden 

«5— <p(n)-i-2 

Puncte der p'läciic vollkommen bestimmt sind. 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch [<p(n) — 2] gegebene Punctc gehen, 
schneiden sich Uberdiess noch in [«’ — 'PC”)+8] neneii festen Puncten. 

Die ßestinimung dieser Puncte liüngt von der .Auflösung einer Gleichung ab, deren Grad durch 
■ _ die Anzahl derselben bestimmt w ird. 

Beispielsweise schneiden alle Flächen der zweiten Ordnung, welche durch sieben gegebene 
Puncte gehen, sich ausserdem noch in einem achten festen Piincl, und dieser ist durch die sieben 
gegebenen auf lineare Weise bestimmt. Alle Flächen der dritten Ordnung, welche durch 17 
g^ebene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem noch in 10 andern festen Pniiclen. 

Insbesondere können auch die Flächen n. Ordnung sich in Svsteme von Flächen niederer Ordnung 
auflOsen, Flöchen der zweiten Ordnung zum Beispiel in Svsteme von zwei Ebenen. Drei solcher 
Sjrteme schneiden sich in acht Puncten, welche die Ecken eines Körpers bilden, der, wie ein vier- 
teitigei Prisma , von sechs Vierecken begränzt wird. .Solche acht Puncte sind abo als die Dorch- 
•chniltspnncle von unendlich vielen Flächen der zweiten Ordnung anzuseben, in der Art, dass jada 
Fläche dieser Ordnung,' welche durch sieben dieser Puncte geht, zugleich auch den arhtenPnncI enthfiit. 
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49. Ein anderer Beweis des vorslebendcn Salzes liegt in den nachstehenden lienierLangen. 

Zur Bestimmung der n> Diirchschnitlspunct« der drei Flüchen (1) sind irgend drei der durch die 
allgemeine Gleichung (S) dargesteilten Flüchen hinreichend. Jede dieser Flächen hängt aber, mit 
RQcksicht auf die beiden willktthrlichen Constanicn X und (i, nur von — 2] Constanten nb, 

was zur Bestimmung der n> Durchschnitlspuncle im Ganzen 3 [<p (») — 2] Conslante gibt. Diese 
Constanicn, und somit die n’ DiirehschnillspuDCle sind vollkommen bestimmt, nenn insbesondere 
irgend — 2] derselben gegeben sind. 

Zugleich ist ersichtlich, dass zur Bestimmung der fraglichen n’ Durchschnitlspnncte nicht nuth- 
wendig — 2] derselben gegeben sein müssen, sondern dass auch bloss 3['p(n) — 2] lineare 

Bedingungs-Gleichungen zwischen den Coordinaten der »’ Durchschniltspiincle gegeben sein können. 

* Bei der L'eberlragung der Resultate dieses Paragraphen auf Flächen der zweiten Ordnung werden wir 
in die Discussion dieses neuen Gesichtspuncles eingehen, hier aber die bezügliche Verallgemeinerung 
des Satzes der vorigen Nummer nicht weiter verfolgen. 

30. In diesem Salze kann jeder gegebene Piincl durch irgend eine lineare Bedingungs-Gleichung 
zwischen den Constanten der allgemeinen Glcichnng der Flächen der n. Ordnung vertreten werden, 
wonach die folgenden Sätze sich ergeben. 

AllcFlächen der n.Ordnung, welche 2] linearen Bedingungs-Gleichungen 

unterworfen sind, gehen durch dieselben n' Pnncle. 

Alle Flächen der n. Ordnung, welche durch m Puncto auf lineare Weise bestimmt 
sind, schneiden sich, wenn sic durch (m — 2) gegebene Puncte gehen, Ubrrdiess noch 
in denselben — m |-2) Puncten. 

51. Es sei, indem wir 

P+7 = f + ' = n 

nehmen , 

= Ü". = Q,a., 

wonach die Gleichung (2) in die folgende übergeht; 

a. + ).a,Ü, + «G.ß. =0. (3) 

Alsdann bestimmen ['p(n') — 2] Diu-chschnittspunclo der Fläche ß. mit den beiden Flächen-Svstemen 
ß, und ß„ ß, und ß> fortwährend noch die übrigen [n’ — (p(n)-t-2] Dnrchschnittspunclc. In 
denselben sämmtlichen Durchschnittspunctcn schneiden sich zugleich auch alle Flächen, welche, 
bei beliebiger Annahme von ä. und ii, durch die vorstehende Gleichung (3) dargestellt werden. 

Es zerfallen hier die n’ Durchschnittspuncte in vier Gruppen von bezüglich nqi, npt, nqr und 
npr Puncten , welche bezüglich die Durclischniltspuucle der drei nachstehend in Gruppen zusammen- 
gcstellten Flüchen sind : 

ß.,ß„fl.5 ß.,ß„ß.i a.,ß„ß,; ß.,ß„ß,. 

Um auszudrUcken , dass durch die gegebenen [<p(n) — 2] Puncte das Svstcni einer Fläche der 
p. und einer Fläche der q. Ordnung gehe, ist cs hinreichend anzunehmen, dass ['1^ (n) — (p) — 2 ] 

dieser Puncte auf einer Fläche der q. Ordnung liegen, w eil alsdann durch die übrigen <p(p) gegebenen 
Puncte immer eine Fläche der p. Ordnung sich legen lässt. Ferner geht durch dieselben gegebenen 
[(p(n)— 2] Puncte das System einer Flüche der r. und einer Flüche der t. Ordnung, wenn von 
diesen Puncten l<p(n) — <p(rj — 2] auf einer Fläche der i. Ordnung liegen, weil alsdann durch die 
übrigen <p(r) Puncte immer noch eine Fläche der r. Ordnung sich legen lässt. Hiernach kommen 
von den gegebenen Dorchsehuitlspuncten 
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1 ' (*)— 'P 0 >J — ‘ I ' W —* = (")— (»—?)—■?(«— 0 — * 

auf die Gruppe nq», ferner <p(p) auf die Gruppe np» und <p(r) auf die Gruppe nqr. 

Wir wollen zunäclmt Ton den beiden Flächen und t2. abstrahiren; dann aind, naeh dem 
Vorstehenden, die Unrchgchnitlspuucle der drei Flächen 

ß. = 0, ß, = 0, ß. = 0, 
deren Anzahl nqi beträgt, sämmtlich bestioinit, wenn irgend 

‘f’(n) — '?(" — ?)— <P("—*)— 2 (4) 

derselben gegeben sind. Nur wird hierbei vorausgesetzt, dass, wenn die Flächen ß, und ß. bestimmt 
sind , dadurch auch die zugehürigen Flächen ßp und ß, vollkommen bestimmt werden , oder mit 
andern Worten, dass die Functionen ß, und ß, in der Gleichung (3) nicht mit andern derselben 
Ordnung vertauscht werden können, ohne dass die Gleichung selbst sich dadurch ändert. Es ist aber 
Xßpß, (iß, ß. = X (ßp -f- <r(iß,_,_, ß. ) ß, (O, — CTXß._,_, ß,) ß. , 
und wenn wir der Kürze wegen 

ßp-f~<r.oßa— = ß'p, 
ß, +<rXß._,_,ß, = ß'a 

setzen, geht dadurch die Form der Gleichung (3) in die rolgcndc über: 

ß.-fXß'pß, + (iß',ß. = 0. 

Wenn so findet diese Umformung nicht Statt; die beiden Flächen ßp und ß, lassen 

sich dann nicht mit andern vertauschen und verlangen zu ihrer Bestimmung die volle Anzahl von 

<P(p) + f('-) s <p(n — 5)4-4'C«— *) 

Constanten. Für diesen Fall gilt die obige Zahl-Bestimmung. Wenn aber n>y-f-a, so hängt die 
Bestimmung der beiden Flächen ßp und ß, von so viel Constanten weniger ab, als die wiUkührliche 
Function (rß,_,_. enthält, ncmlich nur von 

<p(»i — 5) + <p(n — /) — ip(« — j — a)— 1. 

So viele von den gegebenen [<p(n) — Sj Puncten sind also auch zur Bestimmung dieser beiden Flächen 
hier hinreichend, so dass wir die übrigen 

f(n) — ip(ri— 7 )— f (n— «)-f a)— 1 — «ja— 1 (5) 

unter den nqt Durchschnittspuncten der drei Flüchen ßn, ß,, ß> annehmen müssen, um dadurch 
die übrigen 

dieser Dnrchschnittspnncte zu bestimmen. Mit diesem zweiten Falle können wir endlich auch den 
dritten Fall, dass n = q-{-s, zusammenfassen, indem alsdann <p(a — q — a) auf Null sich redneirt. 
Wir sind hiernach za dem nachstehenden Satze gelangt: 

Drei Curven der n., q. und a. Ordnung (wir wollen voraussefzen, dass die höchste 
dieser Ordnungen die n. sei) schneiden sich im Allgemeinen in nqt Puncten: 

l". in dem Falle, dass n<.q + », sind, wenn von diesen Onrchschnittspuncten . 
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<?'(»)— («— j) — * 

geg-eben sind, dadurch die Übrigen 

nj*— 9) + <?(»—»)+* 

Tollkommen bestimmt; 

S*. in dem Falle, dass sind, wenn von den nq* Durchschnittspuncten 

gegeben sind, dadurch-die übrigen 

ga(7-|-a — 4) 

2 

vollkommen bestimmt. 

• 52. M ir gelangen auch xu denselben Resull.iten, wenn wir, unter der Annahme, da.ss die beiden 

Flächen 44, und 42. gegeben sind, die Cunstaiiten der Gleichung (3) zählen, wobei sich, je nachdem 

n-sCg + a oder n~^q-\-t, Zahlen ergeben, welche die durch die Ausdrücke (4) und (5) gegebenen 
Zahlen um zwei Einheiten übertreffen, und dann den letzten Satz der 50. Nummer in Anwendung 
bringen. Das Resultat, das auf diese Welse unmittelbar gewonnen wird, enthält der folgende Satz. 



*) Bezrichuen wir die Anzehl derjetiif^en Puncte» welche bezüglich im erBteo und zweiten Fall« de« Salzes 
von den gegebenen Puncleu bedingt werden, durch M und i%% wonacli 

njs — f («) 4- <p («— j) -I- <p (n— s) + 2 = J/, 

«9»— <p(n)-|-ip((i— })-|-<p(n— f)— <p(n— 9 — s) 4 -l = A’, 

ao ergibt akii 

AI = iV+ip(n — q — a) + l- 

Es ist aber 

(n— j— s 4 -l)(" — 9 — *+*)(«— 9 — *+3) 

<P(b— 9— r) + l = g - 3 » 

wenn also 

n = j + z— 1, 
fl = j + z — 2, 

n = } + z — 3, 



ao ergibt sich 



AI = N. 



Wir koiinea hiernach den zweiten Fall des Salzet, ivo die Anzahl der bedingten Puncle S oder 

9z (9+z— 4 ) 

2 

betrigl, in der Art ausdehnen, daas wir voraiiMctzen, es »ei bloss 

n> 9+z — 4. 

In dieser Vorauaaeitung bl die AnzaJil der bedingten Pmicte unabhingig ron n, der Ordnung der 
ersten FUebe. Ist bebpielaireise 

9=6, z = 5, 

SO ergibt sich 

I« > 7, A' = 106 , 

n = 7, Ai= 103, 

n =6, A/=102. 
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Alle Flächen der N. Ordnung, weUhe, wenn durch eine Aniahl von 

_ <ji(n)— qi{n — y)— O— 8, 

und, wenn + durch eine Anzahl von 

_ ?r(j+A— 1) , 

nqt~ - — 1 

Funden der Durchschnitts-Curvc zweier gegebenen Flächen der y. und t. Ordnung 
gehen, schneiden sich Uberdicss noch, im ersten Falle in denselben 

"«*—'?(«) + 9 (»—0 + *. 

und im zweiten Falle in denselben 

ys(y + s— 4) 

8 

neuen Funden jener Üurclischnitts-Curve. 

M ir können den Resultaten dieser Nummer eine viel grössere Ausdehnung geben, wenn wir die 
gegebenen [<^(n) — 8] Fiincte auf andere M eise auf die vier Gruppen von bezüglich nqt, npi, nqr 
und npr Functen vcrtheilen , als wir vorstehend gelhan haben. Doch das würde uns hier zu 
weit führen. 



53. Nehmen wir insbesondere s = 1, so ist die dritte Fläche eine Ebene und die Durchschnitte 
der drei Flächen sind die nq üurchschniltspuncte derjenigen beiden ebenen Ciirven der n. und q. 
Ordnung, in weicher die Ebene von den beiden ersten Flächen geschnitten wird. M'cnn also 






1 



üurchschnittspuncte dieser Curven (der allgemeinen Ciirven ihrer Ordnung) gegeben wind, so sind 
die übrigen 

'/(? — 

8 

Durchschnittspuncte dadurch gleichzeitig bestimmt. (Theorie der algebraischen Curven, S. 10.) 

Nehmen wir s = 8, so werden die ebenen Curven des vorstehenden Satzes durch solche ver- 
treten, die auf einer Fläche der zweiten Ordnung, beispielsweise einer Kugel, beschrieben sind, und 
die gleichzeitig auf Flächen der ». und q, Ordnung liegen. Von den 8ny Durchschnittspuncten zweier 
solcher Curven sind 

?(?-*) + « 

durch die übrigen bestimmt. 

54. Die analytischen Entwickelungen der letzten 10 Nummern, die wir in dem Vorstehenden 
nnter der Voraussetzung von Funct-Coordinaten geometrisch gedeutet haben, können wir auf gleiche 
M'eise auch in der Voraussetzung von Flan-Coordinatcn deuten, und gewinnen alsdann die- 
jenigen neuen Resultate, die wir auch unmittelbar aus den bereits gewonnenen durch Anwendung des 
Frincips der Rcciprocilüt ableiten kllnnen. 

Alle Flächen der n. Classe, welche [q>(n) — Ij gegebene Ebenen berühren, oder 
die überhaupt l9(n) — 1] linearen Bedingungs-Gleichungen unterworfen sind, werden 
von derselben Abw iekelungsflächc umhüllt. (44, 46.) 



V 



Digitized by Coogle 



Einleitende Betrachtungen. 



45 



Beiapielsweiie «erden also alle Flüchen der zwetlen Cl.isso (.and Ordnung), welshe acht 
gegebene Ebenen berQhren, von derselben AbwickelnngslUche umhüllt. M enn insbesondere die acht 
gegebenen Ebenen zu vier und vier in demselben Puncte sich schneiden, oder auch, wenn fünf der- 
selben einen gemeinachahlichcn Durchschnillspunct haben, so gehOrt oRenbar rin Svstem von zwei 
Pnncten zu den fraglichen Flächen zweiter Glosse und die Abwickelungsflüche ist alsdann ein System 
von zwei Kegelflächen zweiter Ordnung. 

55. Eine Abwickclungsfläche, welche [<^ (n) — 1| gegebene Ebenen berührt, 
umhüllt unendlich viele Flüchen der n. Classe. Wenn von jenen gegebenen Ebenen 
[<)i(p)-(-i] eine Fläche der p. und die übrigen [>^{n) — <p(p) — * — IJ eine Fläche der 
f. Classe berühren, so gehört zu jenen unendlich' vielen Flächen der n. Classe. 
insbesondere auch ein System zweier Flächen der p. und q. Classe, und die Ab- 
wickelungsflächc zerfällt in zwei verschiedene, welche einzeln die beiden letzt- 
genannten Flächen der p. und q. Classe nmhüllen. (47.) 

Es ist hierbei n = p-)-j und überdiess 

* < t (n) — (p) — «P (?) . 

Setzen wir insbesondere A = 0, so folgt, dass alle Flächen n. Classe, die mit einer gegebenen 
Fläche der q. Ordnung [<p(n) — <p{n — j) — 1] gemeinschaftliche Tangential-Ebenen haben, ebenso 
wie die letztgenannte Fläche von derselben Abuickelungsfläche umhüllt werden. 

Setzen wir a = 2, p=:l, 7 = 1 , wonach A = 1 oder A =: 2 genommen werden kann, 
so kommen wir auf dieselben Particnlarisationen , zu denen wir am Ende der vorigen Kammer 
gelangt sind. 

56. Alle Flächen der n. Classe, welche |<p(fl) — 2J gegebene Ebenen berühren 
oder überhaupt [<p (n) — 2 ] linearen Bcdingungs-Qlcichungcu unterworfen sind, 
berühren ausserdem noch [n’ — <p(n)-|-2j feste Ebenen. (4S, 49.) 

Alle Flächen der zweiten Classe und Ordnung, welche sieben gegebene Ebenen berühren, 
berühren ausserdem auch noch eine. achte feste Ebene, die durch die sieben gegebenen auf lineare 
Weise bestimmt ist. Wenn wir insbesoudere drei Systeme von zwei Puncten statt Flächen zweiter 
Classe nehmen , so bilden diese die drei Paare gegenüberliegender Winkelpuncte eines Oktaeders, 
dessen acht Seiten-Ebenen , indem sie durch je drei Puncte der drei Systeme gehen, als gemein- 
scbaftliAie Tangential-Ebenen von diesen zu betrachten sind. Es lassen sich demselben Oktaeder 
noch unendlich viele Flächen der zweiten Classe cinschreiben, in der Art, dass jede Fläche dieser 
Classe, welche sieben der acht Seiten-Ebenen berührt, nothwendig auch die achte berühren muss. 

57. Drei Flächen der a., q. und «. Classe (wir nehmen n grösser als ^ unds) haben uqt 
gemeinschaftliche Tangential-Ebenen. Diese Tangential-Ebenen sind vollständig 
bestimmt: 

1". in dem Falle, dass n<iq + M, wenn irgend 

<p(n) — <p(n — j)— <p(n — z) — 2 , 

und ) 

2". in dem Falle, dass n^q-\-t, wenn irgend 
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derselliwi gegeben »ind, in der Art, dass alle Flächen der n. CUsse, welche die jedesmal gege- 
benen Kbenen berühren, gleichzeitig sämmllich dieselben nq* gemeinschaftUehen Tangential-Ebenen 
haben. (51.) — 
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S- 1. 

Dl8ciu»l*n 

der aUsemelnen liomosenen Function de« aweHen CSmde« 
awlBchen vier verftnderllchen CaHtasen. 



1. Es sei 

Ap* + A'q’ + A"r> + A"'s' +8B"pq +8B'pr + SBqr + «Cps + *C'qs +8C"rs (1) 

die allgemeine homogene Function des zweiten Grades zwischen den vier veränderlichen Grossen 
p, q, r und s. Im Allgeineiiien künnen wir alsdann drei constante Grossen «, 3, j auf einzige 
Weise so beslimmen, dass aus dieser Function, die wir der Uebersichtlichkeit wegen durch Q 
bezeichnen wollen, wenn wir in dieselbe 

P + «s, q+c*j r + 

bezüglich für p, q, r einsetzen, diejenigen Glieder, welche diese drei V'erHndcrlichen nur in der ersten 
Potenz enthalten, ausfallen, so dass die allgemeine Form der Function 12 in die folgende übergeht: 

Ap * + A'q ' + A"r» +8B"pq + SB'pr + 8Bqr + <re> , 

die wir, indem wir die ersten sechs Glieder, welche sich auch in der ursprünglichen Form schon 
vorfinden, in das Symbol ü, ausammenfassen, auf nachstehende Weise schreiben wollen : 

( 8 ) 

Es bedeutet hierbei a einen, im Allgemeinen, vollkommen bestimmten Coeflieienten. 

Weiterhin künnen wir in der Function ü.,, welche die allgemeine homogene Function des 
zweiten Grades zwischen bloss drei Veränderlichen ist, die beiden nur mit der ersten Potenz von p 
and q behafteten Glieder fortschalTcn , wenn wir, bei gehöriger, auch hier wiederum linearer Be- 
stimmung zweier consUuUen CoeOicienten a' und ß', 

p-f-a'r, q-f-ti'r . 

an die Stelle von p und q einsetzen. Dann ergibt sich, wenn wir die drei Glieder Ap^ -|- A'q ' -i-88"pq 
in das Symbol Q„ zusammenfassen, statt der ursprünglichen Function Q, nun: 

' fl„-i-pr» + <r8^, - (3> 

wobei der Cocflicirnt p wiedeium, im Allgemeinen, vollkommen bestimmt iM. > > 

Endlich können wir in Ü„, wenn wir 

P + “"9 

an die Stelle von p einsetzen und a" gehörig lieslimmcn, das mit pq behaftete QKed fortschalfeii 

7 
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( 5 ) 



■od crhaticn dann endlich, wenn wir zngleich zur l'iiterscheidung p, q, r und s durch P, Q, R und 
8 «rsetien, statt der ursprünglichen Form die folgende : 

nP5 + *Q« + pR5 + oS». (4) 

Hierbei ist x vollkommen bestimmt und zugleich haben wir, der S^nunelrie wegen, -x an die Stelle 
von A geschrieben. ' 

Wir können die in dem Vorstehenden angezeigten successiven Substitulionen zosammenziehen 
und unmittelbar dnreh die naclistehenden vier Gleichungen 

s = S, 
r = R + >S, 
q = 04-, «*0+38, 

' ‘ p = P-l-«"n + a'R+cr8 

von der ursprünglichen Form (I) zu der Form (4) übergehen. Andrerseits können wir auch aus 
diesen Gleichungen die folgenden ableilen: 

8 = s, 

R = r - js, 

0 = q — (J'r— (ä — ^'j')s, 

P = p — a"q — (a' — o"^')r — (a — a^y — a.“^ aSy') » ^ 

um die neuen veränderlichen Grossen P, 0> K und S durch die ursprünglichen p, q, r und s aus- 
zudrücken. 

£. Der Uebergang von der ursprünglichen Form (I) zu der Form (4J hängt von den sechs 
Constanten a, d, y, a‘, ß', a" ab. Wir wollen zuvOrderst uns mit der llestimmung der drei ernten 
beschäftigen und zu diesem Ende Tür einen .\ugenblick 

«s = p', {äs = q', ya = t' 

setzen, und während ' 

^ ^ f(P.9. r,s). 

sei insbesondere : - . 

Q'= ffp'.l'.r'.O- 

Bei dieser Bezeichnung kommt, wenn wir nach der Tarlor’sciicn Reihe entwickeln: 



(«) 



/dÜ' 



dU' 



_ _ dß' \ 

Up'+P, q' + q. r'-t-r,s) = a'+(^-^.p + -^.q+-jp-.rj+a„ 



( 7 ) 



wobei wir wiedemm ß, in der Bedeutung der vorigen Nummer nehmen, indem wir in dieses Sjmbol 
alle .Glieder, welche p, q und r in der zweiten Potenz enthalten, mit denen die Entwkkeinng selbst 
abbricht, zusammenfassen. Zugleich haben wir, weil ß' eine homogene ^aaction des sweitea Oradea 
von p', q', r' und e ist, nach bekanntem Theorem, die nachstehende identische Gleichung: 

; : / i dß' dfl' dß' dß' 



de 



Seilen aus der Function (7), wie cs dis vorige Nummer fordert, die ersten Potenzen von p, q 
und r fortfallen, so erhalten wir snr Bcstiainung von p', q' und r' die folgenden drei Qleichangcn:., 



dß' 

d^.'" ~ 



dß 

dq' 



= 0 , 



dO' 

dri” 



= 0, 



wonach tidi dcr.Wertli der Fanclien ß' sogiekb auf 
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, dQ' 

ß' = ’/i — .s 
<ls 



rMlacirt. 

Entwickeln wir die in dem Vorstehenden Torkommenden partiellen DiBerential-CuelTicienten, so 
ergibt sich 

JQ' - 






#,;V w 



■ •• t ■■ 

■ .. 1 • •> 

• : .1 ■ 

.1 



■t,-' Ve -.-rS Ap' + B'Y+B'r' + C«. 

“P 

dU' .* 

i/j = B"p' + AY + Br'+ C's, 

- dß' 

V» - = B'p' + Bq' + A"r' + C"s , 

dß' 

!/i-^ = Cp' + C'q'+C"r' + A'"s. y 5 

ir erhallen also, wenn wir für p', q' und r' ihre obigen Werllie as, (Js und wieder einsoteen, 
xur Bestimmung von a, ß, f die folgenden drei Uleichuiigen: 

A« + B"(l + B'; +C =0, 

B"a + A'^ + B;^ + C' = 0, , (8) 

ß'a + Bd + A")+C" = 0, 

' ' ■ ' ■ 
ß' = (Ca + C'^ + C"}+A'")8‘ = os^ 



und Obcrdicss kommt ; 
indem wir 

: <r = Ca + C'iJ + C" 7 ' + A'" 

setzen. Hiernach reducirt sich die Function (7) auf 
I ß, + os». 

3. ,\t ir wollen, des leichtern t'cberblicks wegen, die nachstehenden Abkürzungen einführen 
• • AA'— B"J = E", A.A" — B'^sH', A'A" — ßi^S, 

* A"B" — BB'= ip,,, .\'B' — BB"=>P,j, AB— B'B" 

AA'A" — (AB» + A'B'» + A"B'") + 2BB'B" = «, . 

Dann erhalten wir, in Folge der Gleichungen (8), für a, ß und y die folgenden Ausdrücke: 

HC — <P.j,C' — >F„C" 

a = ^ — , 

0j 

H'C' - >P,,C-9<,,C" 

? = 0-- . 

g/'C"-q;,,C — <P„,C' 



c»> 



} 



0. 



und, wenn wir diese Werthe in (9) substituiren, ergibt sich : 

A'"«, + KC» + E'C'» + H"C"» — «».„CC' — Sf, ,CC" - »«o lO'C"' 

Bezeichnen wir den Zähler in diesem Werthe von <r durch 4>, so kommt: i ■ ' 

■- .. . 



und es ergibt sich, wenn wir diesen Zahler entwickeln: 
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52 Flächen Eweiter Ordnang itiid zweiter 'Cla^sei. 

- i“- 

<l> = AA'A"A'" - I AA'C"’ + AA"C'^ +A'A"C» +AA"'B* + A'A'"B'» + A"A'*«"‘ 1 
4- 2 ;ABC'C"^A'B'CC" + A"B"CC' + A'"BB'B"j- • 

— 2 ) BB'CC' + BB"CC" + B'B"C'C" 1 
+ ’B^C» + B'iC'»4-B"iC"*I. 

Der Ausdmck, welchen wir durch f)j bezeichnet haben, ist aymmetriach in Beziehung auf die 
den drei Veränderlichen p, q und r^uf gleiche Weise entsprechenden CoelTicienten der urspriing- 
liehen Function tl, so dass derselbe bei einer beliebigen Actient-Vertauschung unverändert bleibt. Der, 
Ausdruck, den wir durch <P bezeichnet haben, ist s^mmetrit'h in Beziehung auf die den vier versehie* * 
denen Veränderlichen p, q, r und s auf gleiche Weise entsprechenden Coefficienten der tir^Uhg- 
licfaen Function Q. *) 

4. £s sei ferner 

a'r = p",> ^'r = q", 

und während wir überhaupt 

ß, =F(p,q,r), 

seinen, insbesondere: 

ß', = K(p",q",r). 

Alsdann ergibt sich, wenn wir nach der Tajlor'schen Reihe entwickeln; 

/dß'. dß'. dfl', \ 

F(p"+p.q"+q,'-)=ß',+ {^^p7, P+ jr - 7 +“" 

wobei wir, wie in der 1. Nummer, 

Ap' + A'qi+2B"pq =ß„ 

setzen. Damit aus der vorstehenden Entwickelung die ersten Potenzen von p und q aasfalicn, müssen 
wir p" und q" durch die folgenden beiden Gleichungen: 



*) Der .\u»driick <1^ bleibt tieailich unverändert, wenn wir zleichäeitift die beiden Coelficienleu in jedem der 
drei neben einander slehenden Piare einer der nacbroli'enden sexiu 2Sunhnmeiis1eltun|(en mit einander 
ll^egenaeitig; verlHuachcn : * 



A 


und 


A' , 


B 


tut 


B' , 


C 


and 


C' ! 


A 


»♦ 


A", 


B 


» 


B", 


C 


H 


C"i 


A' 


1» 


A", 


B' 


n 


B" , 


C' 


3» 


C"; 


A 


n 


A'", 


B" 




C' , 


B' 


t) 


C"; 


A' 


r> 


A"', 


B" 


»» 


c , 


B 


11 


C"; 


A" 


q» 


A'", 


B' 




c , 


B 


1» 


C't 



Dine Cccfficienlcn-Vertauartiiin^ ciilapriclit einer Verlaiisclnnig^ je ziroier der vier Veranderüclien. >Vir 
aiiid hier nicht mehr, wie in dem Falle von blosN drei VerinderHcticn, im Stande, die fragliche Symmetria 
durch vemebiedene eiufachc Marken, die den verdcliiedenctt C'oHTicieuten angehangt werden, hervortreten 
zn luaeii. Wir konnten diene bloM durch dop|H>l(e Markeu. Bezeicbneteii wir zum Beiaplel jeden CoelTl- 
cieaten durch die beiden Verinderlicheii. welche er mulliplicirt, und die wir hier ala bloase Marken anteben, 
alM A dneeh pp, A' durch qq« B durch qr oder rq, C durch p« oder ap, ond so weiter, so erhielten wir: 

<P = pp qq rrss — ; pp qq Crs) ’ -l-pp rr (qs>« -f-ppss (rq) 'i +qq rr ( ps)’+ qq SS (pr )*4-rrss CpqV' ; 
+ * ippqrrssq + qqprrssp + rrpqqssp-l-sspqqrrpl 
— 2)pqqrrssp-j-prrqqssp4-prrssqqp| 

4- !(pq)'Crs)’4-(pi-)'(qsj‘+(p»J’'(qr)^! t 

cm .\ii>druck, der unverändert deriwibe bleibt, n ie wir auch die vier Marken p, q, t und s unter einander 
vertanichen m«aen. ■ , * * *r . 
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5S 



dß', 

dp' 



^ = 0 . 



- 0 
dq" “ ’ 



bestimmen. Da ß', #ine homogene Function des ZM'cilcn Grades von p", q" und r ist, so hat 
man überhaupt: 



ß/, = Vi 



dß', 

dp 



!' dß' dß', i 



und hier insbesondere, mit Berücksichtigung der vorstehenden beiden Gleichungen : 



dß', 



Entwickeln wir, so kommt: 



’A ^ = Ap" + B"q" + B'r, 

dß', 

'A = B"p"-f A'q" + Br, 

, dß', 

■A = B'p" + Bq" + A"r. 



folglich, wenn wir für p" und q" wiederum a'r und ^'r cinsetzen, zunächst 



woraus sich ergibt: 



Dann ist ferner: 
indem wir 



Aa' + B"d' + B' = 0, 

B"a' + A'^' + B = 0, 

/ — _ — BB" _ ’F), 

“ ”■ AA'-B'" ~ S, ’ 

_ AB-B'H" _ 

^ ~ AA'-B"i “* H, ' 

ß', = (B'a'+Bd' + A")r' = pr', 

B'a' + Bd'-I-A" = p 



setzen. Substituiren wir in den vorstehenden xVusdruck von p für u' und p' die obigen A^erlhe, 
so kommt: 



A"(AA' — B"') — (A'B' — BB")B' — (AB-B'B")n _ O, 
AA' — B'" “ H, 



Wir efhalten hiernach statt der Function ß, nun die folgende: 

D« + pr', 

in welcher der neue Cocfllcient p durch das Vorsteliendc, im AUgemeineu, vollkommen bestinunt ist. 
5. Es sei endlich 



und, indem wir 
setcea, insbesondere : 
Dann kommt : 



o"q = p'", 

O» = f(p. q) 

ß'„ = f(p'", ql. 

t (p'" + p , q J s ß'„ + . p + Ap' . 
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54 Flächen ttweiler ürdtran^ uud sweiler Classe. 

1^. 

Damit p in dar traten Potenz ausfalle, setzen wir: 

<1Q^, 

dp'" 

Da ü'„ eine homogene Function des zweiten Grades von p'" und q ist, so kommt überhaupt 



== 0. 



a'„ 



„ tdQ'// <lö'„ I 

^ / dp'" ■ ^ dq ’ ^ ’ 



und hier insbesondere, mit Berücksichtigoog der vorhergehenden Gleichung, 



Q/„ = V, 



dq 



Kntwickcln wir, so ergibt sich: 



dü 



= V“ + B"q, 



■IQ'„ 

dq 






und also, wenn wir «"q für p'" schreiben: 

Aa" -f B" = 0 , 



mithin 

und 

indem wir 



H" 

o" = --. 



A A 

setzen. Wir haben hiernach also die Function U„ in die folgende: 

Ap’+rq' 

Tcrn.indelt und zugleich den Coefficienleii * bestimmt. 

6. Wenn wir die F.ntwickelungcn der vorstehenden Nummern zusammenfassen, und uns, wie 
in der ersten Nummer dieses Paragraphen, zur Lntcrschcidung, der Buchstaben des grossen Alphabets 
bedienen, so kommt : 

A =•! Wj 



oder auch : 

indem wir, der Kürze wegen, 

rr = A, 



o = wP' + sO' -t- |.n' + oS’ , 



r’ <• 



(-1, <t> 

Hi’ = 

setzen. 

Für die Unterscheidung der verschiedenen F'ülle, welche die Function £t darbieten kann, sind die , 
/eichen der vier CoeRicirnten w, x, p und <i characteristisch. Zuvürderst bemerken wir, dass 

wxper = <P. 

Eis treten uns hier zwei coordinirto HauptfSIle entgegen. Wenn nemiieh 

4 > 0 , 
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a. 



A5 



4- 1* Diacassion de< .^aiiction 

• f ^ 

■ *0 atiiiuBea drei d«r vier Coeflicienlcn iik Zwl>e* ifiberein, wKhrcnd der vierte im Zeichen abweicht. 
Dadurch wird der erate Hauptfall aii{ezeigt, Tür den wir hier keine weitem L'nterscheidungen 
erhalten. 

Dem zweiten Hauptfalle entspricht: 

<!• > 0, 

und omfaast zwei coordinirte'FUIe. Es künnen erstens alle CoelTiciealen im Zeichen übtrainsthninen.' 
Dann ist nothwendig und hinreichend, dass das Product je zweier auf einander folgender CocOicienten 
positiv sei. Diess gibt, da 

^ «f AW, ip 

~ F,’ 

neben der vorstehenden, noch die folgenden beiden Bedingungen: 

Hi > 0, 

AOj > 0. •) 

In diesem .Fallje wird die ursprüngliche Function bei keiner Annahme der vier Veränderlichen 
p, q, r und s gleieh Null. ' 

M'enn zweitens die beiden vorstehenden Bedingungen nicht beide zugleich Statt finden, so 
haben zwei dfr vier Coefficienlen positive, nnd die beiden übrigen negative Werthe. L'm diesen Fall 
' besonders hzrvorznheben, können wir die folgende Form wählen : 

*t P^— r’S>). 

und dann ferner 

P + AOsi, P — äU = u, 

R + j'S = v, R — /S = w, 

aolzen, wonach 

ö = tu + uvw 

sich ergibt. 

7. Den Uebergang zwischen den in der vorigen Ximimcr bezcichneten beiden Hauptfitllen bildet 
derjenige Fall, in welchem 

<!• = 0 , 

der dann Statt findet, wenn gleichzeitig die folgenden vier Gleichungen befriedigt werden künnen: 



dp -®’ 



dq 



= 0, 



dU 

d7 



= 0. 



da 



= 0. 



Dann rcducirt sich die ursprüngliche homogene Function von vier Veränderlichen auf eine homogene 
Function von drei Veränderlichen, und zwar ergibt sich bei unserer Umformungsweise 

ü = .TpJ+*y' + pR'ä, 

wobei die drei Coefficienten w, x und p ihre bisherige Bedeutung bcibehalten. 

Wir begegnen hier zwei coordinirten Fällen. Es können erstens alle drei Coefljcitnten im 
Zeichen übereinstimmen und dann künnen wir die bezügliche Function il nur dadurch auf Null 



t , 



^W'ctiu wir allen Coefficicnlen der Function Q, riif{'«*^pu«raelcte Zeichen geben « so andern wir dadurch 
nur dan Zeichen der j^anzen Function, nicht ihre Xalur. Hierbei behalten <1> und Hi ihr Zeirtu*», wahrend 
A und dasselbe wechneln. Darin lie^l der Gnmd, dat«, nährend dia Zeichen der Auadrheke t|> und 
02 Hir die Unteracheidiinic der frajclichrn Function rharaclerialiach i«t^ da* Zeichen VOn 0« dieaa nicht 
•ein kaiNi, wohl aber dM Zeieiten von ea wiedtrnm wird. 
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Flächen Or^iii^igi und zweiter CUsse^ 



n 



brias«n, dass wir P, Q aatl R zagleich verschwj^ii Igi^aW DiMem F«M« entzpricbt, das* n«b«a 
der obigen Bediogungi-aieictnuig auch noch die folgendes beiden Bedingungen erfbllt werden : 

«1 > 0, 

Ae, > 0 . 

Wenn zweitens diese beiden Bedingungen nicht befriedigt werden, so stimmen nur zwei Cqefli- 
cienten im Zeichen Uberein. Als allgemeine Form, die diesem Falle* entspricht, können wir di*, 
nachstehende nehmen: ^ i 

tu-l-Hv' = 0. 

8. W cnn, bei fernerer Particularisiriing, gleichseitig die folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen 
Statt finden: 

<I> 

^ = 0, 0, =0. 
so reducirt sich dir Function U auf: 

jtP'-l-xQi, 

und dieser Ausdruck lässt sich, je nachdem mc positiv oder negativ ist, also je nachdem'’ ' 

• » * 

—1 Ix* 0 , , . 

oder H, < 0, 

* .. ^ - 
in zwei imaginäre oder reelle Faclorcn des ersten Grades aullüsen. Wenn also die beiden 

vorstehenden Dediuguiigs-Oleichungen befriedigt werden, so ist die ursprüngliche >F^ng(iun ebenfalls' 

in zwei lineare Factoren zerlegbar; nur ist nicht zu übersehen, dass die ersli^ dieser Bedingung- 

Gleichungen für zwei zu rechnen ist. Denn da 0, in Folge der zweiten Bedingungs-Glcichung 

verschwindet, so muss <1> deo Ausdruck zum Factor haben und dann muss Uberdicss auch noch 

<1> 

der andere F’aetor für sich verschwinden, damit — Null werde. Der fragliche Fall hängt also von 

drei Bedingungs-Gleichungen ab. 

9. Wenn zugleich : 

afft /.ja 

0 , 






< 1 * , 0 , 

07 = »’ 37 =»’ 



und demnach zwischen den CoefTicienten der ursprünglichen Function drei Bedingiings- Gleichungen 
befriedigt werden, so reducirt sich die fragliche Function auf 

TrPt, 

so dass sic das Quadrat einer linearen Function ist. Die obigen drei Bedingungs-Gleichungen sind 
für sechs verschiedene zu rechnen; denn zuvörderst muss 0,, in Folge der beiden letztem dieser 
Gleichungen, sieh in zwei Factoren auflösen, welche beide für sich verschwinden, und hiernach, in 
Folge der ersten dieser Gleichungen, <!> in drei F'aetoren, die alle drei, einzeln für sich genommen, 
gleich Null sind. W’ir können hiernach auch <1>, 0, und H, bezüglich als unendlich kleine Grössen 
der dritten, zweiten und ersten Ordnung betrachten. 

10. Die Unterscheidung der beiden Hauptfnllc der Function ü, welche durch das /eichen von 
•I> bestimmt sind, lässt nichts zu wiin.schea übrig und hierbei ist a priori ersichtlich, was frUher 
direct nachgewiesen worden ist, dass <I> symmetrisch sein muss in Beziehung auf die den vier Ver- 
änderlichen gleichmässig entsprechenden CoeOicicnlen , oder auch, was dasselbe heisst, unverändert 
bleiben, wenn wir in der gegebenen Function H die vier Veränderlichen beliebig unter einander 
vertauschen. Aber anders verhält cs sich schon bei den beiden Lnlerscheidungen des zweiten Falles 
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io der 6. Nummer. Hier treten netie.liedin^ungen auf, die nicht in Beziehung auf alle vier Ver- 
änderlichen svminelrisch sind und nothurndigerweise also auch durch andere ersetzt werden kftnnen. 
Die Absicht der hhchslcn Entwickelungen ist, was hier noch unvollständig ist, zu ergänzen, nm, was 
dadurch allein erreichbar ist, die möglichste Eleganz zu erreichen nnd zugleich alle Fragen, welche 
sich an die Form der entwickelten Ausdriiekc knüpfen la.ssen, zu erledigen. 

Zu dic-seiu Zwecke wollen wir die einzuriihrcnden neuen Abkürzungen, zugleich mit den bereits 
angewandten, übersichtlich zusnmnicnslellcn. hVir setzen : r 



AA' — = 

A»V" — C"- = Yj, 

.All — D'B"= lE' ,, 



A.A» — Ü'^ = E,, 
A'A'"— C" s Y,, 



.A'.A" — B‘ = H; 
A.V"— C1 = Y5*) 



A»B" — BB' = W,, ; 
A'"B"— CC' = 

A"'B' — CC"= W,,; 
A"'B — C'C" = >Fjo; 



AB — B'B" s W, j , A'B' — Bl!" s , , A"B" — BB' = W , , ; 

AC'— CB" = , A'C — C'B"= F, , , A'"B"— CC' = tf,., ; 

AC"— CB' = , , A"C — C"B'= , , A'"B' _ CC" = W, , ; U- 

A'C"— C'B = F,o. A"C'— C"B = >F„o. .A'"B — C'C" = >F j „ ; 

wobei die Aufeinanderfulgc der beiden dem Svnibolc '•f beigefiigten .Alarkcn nicht gleichgültig ist, 
lind weiterhin: 

AA'.A" — ( AB' -f-Vß" -|-A"B"0 -|-8BB'B" = f-)^, 

A.A'.V" — (AC'l+A'C'-l-.A'"B'")-f-2CC'B"= 0i, 

AA"A'" — (.AC'"-FA"C'-f-A'"B")-|-2CC"B' = 0, , * '• 

A'A"A'"— (A'C"»-|-A"C"+.A'"ß')+2C'C"B= 0. 

Es ergeben sich hier zuvörderst 'die nachstehenden zwölf identischen Gleichungen, von denen wir 
nur eine direct zu entwickeln brauchen, am dann durch Vertauschung alle zu erhalten: 

eh, -C’k,,)' = Ä'0,„ HS, =.A"0„ 

YE, -(>P„,)'=.A0.,, Y,H,-(W,,)‘ = .V0„ YY. -(¥,.,)’ = A'"0„ 

YE, -('Fo,)‘=A0., , Y,E,-(>P,.)isA"0., YY, -(W,. )> = A"'0, , 

Y,S o)’ = A'0, Y,E -(«P.,o)* = .A"0 , Y,Y, - A'"0. 

and dann auf ähnliche Wci.se auch die folgenden zwölf: 

«'o.^.j + Si’PjsSB"0„ =,>F„=B'0„ + =■+■„, =B0,, 

»•oi'P.i+S,'F„ = B"0,, •F,,>P„-hY'P„ =C0,, >F,.,W,.,+Y,>P„, = C'0,,, 

Wo.«'z. + ^.’P.,SB'0. , >P»,>P,, + Y9.-,, =C0,, 4- Y,>P„,=C"0„ 

»,o«io + H-P,o=B0, W,.W,, + Y,'P,o = C'0, >P,„W,„.t-Y,W,„ = C"0. 

Dann bestehen ferner die folgenden sechs Relationen, indem wir zugleich sechs neue Symbole 
A einführen: 

W„C' -|-1>,,C = >P„,B -HF. jB' s A,„ 

»o,C"+W„C = Wo,B +1'„B"sA,„ 

'P.sC"-(-'F„C'= <F,oB'4-W,„B" = Ao,, 

'PeiC"-f-1',-,B'='P„,C'-f9’,,B"~A,.,, V. 

■ >1>,.,C"-|-1'„B=9',„C -|-’F,oB" =A„, 

»c.C'+>F„BsW,oC =Ao,. ) 

Endlich wollen wir noch 



VY. -(W,,,V = A'"0,, 
VY, -(>P,.)> = A'"0., 
Y,V,-('P,„)i = A'"0. 

+ =■+■„, =B0,, 

'«••..i'Pai+'i'.’Poa = C'0,,, 

fa,'J'i,4-Y,>F„,=C"0„ 

'Pi«’Pso + Y,W,„ = C"0. 



Für habt» wir io lUn a|hilem Rntwickelungeo den Bucbitabtn D ein^führt. 
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Flächen zweiter Ordiiang und zweiter Clal 

Ä,C" — Aj, = 

ÄjC' — A, , = A, ,, 

Ä C Ajj = Ajj, 

j> \ B AijSAj.^, 

— Aoi = A,.], 

^ «B" AflJ = AgJ 



VI- 



Selzen. Dann ergibt sich: 


w 






S,Wo.-’F.a’F„sAA„, 


"1^0 3 ^Ol^OS ^ 


Y'F«, 


^«1^01 = ) 


^la^rs — 




Y.’F., 


-W,„<P,,=A'A„„ , 


H.9'jo-'Fa.9'a3SA"A,,, 


•^^21 ^2 0^3 3 ^ A"Aq3 j 




= .V'A„;^ 
SA'"A„,, 


^'*'»0 -9’„T,.,=sA"'A.,, 




Y j'F,,- 



vm,«. 



und schliesslich gelangen wir noch, indem wir den in der 3. Kummer für <1> gefundenen Werth: 
il> = AA'A"A"'— j A.A'C"’4-AA"C't + A'A"C^+AA'"B^4-A'A"'B'*+A"A"'B"M 
+ 2 ;aBC'C" + A'B'CC" + A"ß"CC' + A"'BB'B" ) 

— 2 1 BB'CC'4-BB"CC" + B'B«C'C" I 

+ I B'C» + B'^C'' + B"iC'« j , . VIII. 

berücksichtigen, zu den nachstehenden vier identischen Gleichungen, von denen wir wiederum nur 
eine direct zu entwickeln brauchen, um alle übrigen sogleich hinschreiben zu können: 

+2«'<,,¥„Wo, =A«tI., 

-Ä,e*',,)>-Y,(>P.3)a + 2<F,„V„<P„ -A'XI.,' 

-^•(■*'i.)*-Y,(>Pa,)^+2>F, =A"^<I., 

V YY,Y,-Y(>P„)' -Y.(>P„)'-Y,('F.J*+2W,o9'3.?'„sA""d>5 
und ebenso zu den folgenden sechs : 

(-),0,-(A„)^= =,4.. 

«JÖ. 

0,0 -(Ao,)7 = H<l>, 

0J0. -(A,,)‘ = Y4.. 

©s« -(A„,)'=Y..P, 

0,0 -(Ao,)'‘=Y,<b. 

11. Wir haben in der 6. Kummer zur Bestiiniuung desjenigen Falles, wo die gegebene Function 
O, durch keine Werthe der vier Veründcrlichen auf Kuli gebracht werden kann, die folgenden drai 
Bedingungen erhalten; 

«1> > 0, A0, > 0, Xt >0. 

Aus der zweiten Bedingung folgt, dass A und 0, im Zeichen übereinstimmen , und da wir dieselbe^ 
in Folge der ersten identischen Gleichung IV., auch unter der nachstehenden Form schreiben kOnnen : 



IX. 



ferner auch, dass mit xt zugleich auch H, positiv ist. Hiernach ergibt sich aus den beiden ersten 
Gleichungen I., dass A, A' und k“ im Zeichen übereinstimmen, und ebenso ans den beiden ersten 
Gleichungen IX., dass 0„ 0, und 0, unter sich und also auch mit A, A' und k“ dasselbe Zeicbe» 
haben. Weiterhin folgt hieraus und etwa ans der ersten Gleichung der zweiten V'ertical-Columne IV., 
dass mit zugleich auch x positiv ist, dann aus der dritten Gleichung IX., dass auch 0 mit 0,, 
0, und 0, im Zeichen übereinstlmmt , ferner aus den drei letzten Gleichungen der drei Vertical- 
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' *1, / « 

Columnen IV., dass auch Y, Y, und Y.^ positiv sind, und endlich aus einer beliebigen der drei 

letzten Gleichungen dass k‘" mit A, A' und A" dasselbe Zeichen hdt. ilicmacb eotspreeben dem 

(rsglicben Falle die nachstehenden Bedingungen: 



H>0, 

c. Y>0, 

und Qberdiess stimmen die Ausdrücke 



.1. > 0, 








s, > 0, 


> 0, 






V. > 0, 


Yi > 0, 






• 




^ • 


% 


• 


0 


-e 




A', 




S 





unter sich und mit den CueSIcienten 
im Zeichen überein. 

Nach dem Principe der Ssmmetrie hiitten wir diese voilständigeta Bedingungen ans den drei 
hinreichenden der 6. Nummer sogleich ablciten und hiuschrciben kOnnen. 

' 12. In dem Falle, dass die homogene Function von vier Veränderlichen U auf eine homogene 
Function von bloss drei ^Veränderlichen sich reduciren lässt, ist nach der 7. Nummer: 

' V T ih = 0, 

und demnach stimmen, in Gemäsaheit der Gleichungen IX., die M erthe von 






e. 



0 .. 



0 



im Zeichen überein. 

jt ^ * 

Daneben bestehen die Bedingungen der vorigen Nummer, wenn die f unction Q, nur durch das 
gleichzeitige Verschwinden der drei neuen Veränderlichen auf Null gebracht werden kann. 

13. M eim die homogene Function von vier V'eränderUchen D auf eine homogene FunctioM 
von bloss zwei Veränderlichen sich reduciren lässt, so [bestehen nach der 8. Nummer die beiden 
Bedingungs-Gleichungen : 



* 

« 7 “ ’ 



01 = 0 . 



In Folge dieser beiden Gleichungen müssen zuvUrderst <I> und 0, gleichzeitig verschwinden. Dann 
gibt die erste der identischen Gleichungen IX. : 

All = 0. 

0 

Wenn ebenfalls verschwinden, oder, was dasselbe heisst, wenn 0j ein unendlich Kleines der 
zweiten Ordnung sein soll, so folgt aus derselben identischen Gleichung, dass Qberdiess auch : 

01 = a 

Wir können also Tür die hinreichenden, in der eben angeführten Nummer angedeuteten, Bedingonga- 
Qleichungen die folgenden nehmen: 

<P = 0, 0, = 0, 01 = 0. 

Vollständig ergibt sich auf dem bisher eingeschlagenen Wege: 

. . < 1 > = 0 , 

©1 = 0 , ©1 = 0 , 0 , = 0 , 0 = 0 . , 
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Flächen zwciler Ordnung und z 






— ®j *^oJ — 0, A,j — 0, 



0». 



= 0 , 



ZugleKk ist 

r 

= 0, —o, — w, —15 

nod aus den identischen Glcichungcn.lV. folgt, dass die Werthe der Ausdrücke: '' -v 

H,, Ä,, S, Y, Y.„ Y^, f. 

Im Zeichen Bbereinstimmen; und zwar sind nach der angezogenen Nummer alle positiv oder negativ, 
je nachdem die Factoren, in welche, der fraglichen Voraussetzung entsprechend, die Function Q sich 
aonosen lasst, imaginär oder reell sind. Im erstem dieser beiden Falle stimaien, in Qemässheit 
der identischen Gleichimgen J., die vier Coe&icientcn ' 

A, A', A", .A"' 

im Zeichen überein. ^ 

Die obigen drei hinreichenden lledingungs-Gfrichiingrn können wir durch folgende drei einCachern 
ersetzen: , ' ' 

Ajj =_0, A, , =0, Aoj = 0. *) 

14. Wenn [endlich die Function 12 auf das Qimdrat einer einzigen linearen Function sieb 
reduciren lässt, so ist nach der 9. Nummer: 

0 , = 

J- = 0 , 









.f=«' 



Nach den beiden letzten dieser drei Gleichungen verschwinden gleichzeitig nnd Oj, was in Folge 
der ersten identischen Gleichung IV. mit sich bringt, dass ' 

?’<,»= 0, 

0 

und wenn überdies! auch ~ verschwinden soll, wodurch Ü, zum unendlich Kleinen der zweiten 
—1 

Ordnung wird. Ist nach derselben Gleichung nothwendig auch 

s, = 0. 

Die erste der identischen Gleichungen IX. zeigt, dass gleichzeitig mit 0, und auch A], ver- 
schwinden muss, dass ferner, wenn <I>, 0j und unendlich kleine Grössen bezüglieh von der 
dritten, zweiten und ersten Ordnung sind, nothwendig auch 0j und Aj] unendlich kleine Grössen 
von der zweiten Ordnung sein müssen. 

Hiernach geben die identischen Gleichungen lA'. und IX. schrittweise die nachstehenhen 83 
Bediagungs-Gieiebungen, die wir nach dem Princip der Stmmelric auch ohne M'citeres vollständig 
hinschreiben können: 

















4» = 


0, 


















0i 


= 


0, 


01 


= 


0, 


0, = 


0, 


0 


= 


0, 








= 0, 


•*1 


CS 


0, 


s 


= 


0, 


Y = 


0. 


Y. 




0, 


Yi 


= 0, 


’Poj 


= 0, 


V.a 


= 


0, 


’l'll 


■= 


0, 


= 


0, 


'P.t 


= 


0, 


^ji 


= 0, 


V«. 


= 0, 


Vii 


= 


0, 




= 


0, 


f.o = 


0, 


V|o 


= 


0, 


Vio 


= 0. 



Die em<e und twelle dJe«er BedinfUDgs*GleichDQg:eo gibt nemiieb, wenn wir die erete und »weile der 
idenlinefaea Glekhungen VIL und die erste ideiiliecbc Glciecung IV. berOckskliligen : 0« = 0, die erste 
nnd drille der drei Bedingvngs>GIeiehungcn, uoler ilerricksichhgung der vierten und sechsten ideiiUeckeii 
Gleichung VII. und der funHcn identischen Gleichung IV. i 0] =0. In Folge der ersten Identiechea 
Gleichung IX. verechwindet hiemeeb 0 . 
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Ucbenliess stimmen die vier CoelTicieoten 

A, A", A"' 

jm Zeichen' überein. 

, Unter den vorstehenden 83 Kcdingungs-Gleichangcn kSnnen wir für diejenigen, welche 'wir in 
i'der 9. Nummer bereits nis die zur Characterisirnng des vorliegenden Falles hinreichenden sechs 
bezeichnet haben, die nachstehenden nuswählen: 

<1* = 0, öj = 0, öj =0, = 0, \ = 0, Voi = 0, 

oder auch als die miiglicbst einfachen; ^ 

• 9>„, =0, «',,=0, Wij=0, *,,=0. ’Fj.j = 0, T„=0, 

-welche sich in die folgenden auHusen (II) ; 

AB = B'B", .K'V,' = BB", A"B" = BB', 

A'C = C'B", A'"B" = CC' , A"'ß' = CC". 

JNe Jedesmaligen sechs Bedingungs-Gleichungen sind von einander unabhängig, und aus ihnen ergeben 
sich die übrigen 17 auf linearem Wege.*) 

15. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren übrig, in welchen die Form 



Aps-f 

A 0 , 



(t) 



dadurch, dass ein Cocificient in derselben nncndlich gross wird, aufliürt statthaft zu sein, /uvürderst 
ist hier zu bemerken , dass wir, weil die obige Transformation in Beziehung auf die vier ursprüng- 
lichen Veränderlichen p, q, r und s nicht svmmctrisch gewesen ist, zu einer Function von ganz 
derselben Form auf 1.2.3.4=24 verschiedenen Wegen kommen können. Dnrch Vertauschung der 
Marken erhalten wir ans dem vorstehenden Ausdruck sogleich die 23 übrigen, und diese -werden in 
der Regel ihre Gelmng auch dann behalten, wenn die Form des vorstehenden Ausdrucks ihre Be- 
deutung verlieren sollte. 

Wenn erstens; 

• «■), = 0, 



Netimen wir da» letale Syticm von nechs Bedinj;ung»>GIeiciimi^‘ii ^ «o ergibt «ich au« den drei ersten 
deraelbeo, dana St« Hi Mid 'S, ver*cb winde«, «im de« beide« folgenden, dass Yi gleirh N«H int- Nach 
der 0v und 5, der idenlixcheu Gleichutigeu IV. fol^l biemech, da«i eiicli 0g und IFm vrrecbwiudeu. Am 
den Venchw'inden des letclen Ausdrucks und der fuiiflen Bedinipings^Gleicbuog ftdgl, dass such Y 
Null U(. Hieraus und au« der leUlen Bedingiiiij^-Gteichuiig ergibt sich, tu Folge der awölflen identischen 
Gleichung IV., dass aucJi 0t und daoo, in Folge der beiden vorhergehenden tdcnlifcbcii Gieirlinngcu IV., 
dass 9^11 und versebwrlnden. 

Das Veraebwriuden von Wsi; und 2» gibt die folgenden vier Gleichungen : 

A"'B" «= CC', CC" = B'B" = AB, AA' = B"S 

und, wenn wir diese Gleichimgen gliedweise mit einander muUiplIcireti und den gtmeinedianikhen Fnctdr 
fort lassen, 

A'C" = OB. 

Es verschwindet also uad folglich auch nach den drei letalen idenli«rben Glckhurtgen IV. 0, 7x» 
Md Vi*. " 

vericbwindet in Folge der idenfUebe« Gleichnagea IX. 
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Flächen zweiter Ordnung nud zweiter Claase. 



ohne dass zugleich verschwindet, so wird die vorsteheiide Funrtions-Form illusorisch. Wir wollen 
aber nachweisen, dass diess keineswegs seinen Grund in der Natur der Function Q, sondern bloss 
In der ursprünglichen Annahme der Veränderlichen s hat, in der Art, dass das Ulnsorisehe sogleich 
fortfällt, sobald wir eine homogene lineare Function von p, q, r und s an die Stelle jener Vv- 
loderlieben s setzten. Wir wollen zu diesem Ende ^ \ ^ • 

12 12, sh 

setzen, indem wir 12, in derselben Bedeutung als in der I. Nummer und, der Kürse halber, 

.A"'s + SC"r + *C'q -I- 2Cp = h 

nehmen. Nach der 4. Nummer bedeutet aber das Verschwinden von tr), oder, was dasselbe ist, \gn 
p, dass die Function 12, sich auf eine homogene Function 12„ von bloss zwei Veränderlichen redu- 
ciren lässt, für welche wir, in Folge der 5. Nummer die nachstehende erhalten : 



Hiernach kommt also: 



APt + ^?.Q«. 
A 



ß = APt + ^.Q»+8b. 



»'s 



Auf unendliehfache Art können wir aber zwei neue lineare Veränderlichen M und N und zwei 
CoeSicienten u und v so bestimmen, dass ^ 

pM + »'N s 8 , 

fiM-iN=h, , 

and dann kommt: 

12 = AP' + ^ .Q> + f.*M« — v'N' , 

also die frühere Form (1), nur dass das ursprüngliche s = S nicht mehr in derselben Vorkommen 
kann. Wir gelangen hier zum ersten Hauptfalle der 6. Nummer, wenn 

^, > 0,' 

und zum zweiten der beiden coordinirten Fälle des zweiten Hauptfallcs, wenn 

.Hi < 0, 

während der erste dieser beiden coordinirten Fälle nicht mehr Statt finden kann. 

Wenn endlich 

—1 = Ol 

so lässt sich 12 auf eine homogene Function von bloss drei Veränderlichen zurtickfübren. 

Der .Ausdruck (I) wird zweitens auch dann illusorisch, wenn 

H, = 0, 

ohne dass zugleich 9, verschwindet. Wir erhalten hier zuvorderst, wie in der 8. Nummer, die 
folgende Form-Bestimmung: 

<P 

12^12,-H-.S«. 

Dann wollen wir ferner die Function 12, auf folgende Weise schreiben: 

a,sl2„4-rk, ’ . 
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$. Jl. Discusston der allgemeiaen Function a. S3 

bdem wir Q;, i^j^Irflhem Bedeutung von 

a„ = Ai>* + A'q» + *B"pq 

Mhmen and, der Kürze balber, 

A"r + 2Bq + 8B'p = k 

setzen. In dem Falle, dass Xj verschwindet, kann nach der 5. Xiunmer £!„ die Form AP^ annehmen. 
Das Product rk kiSnnen wir wiedemm durch die DiBcrenz zweier Quadrate, unter denen aber r^ 
nicht Vorkommen kann, ersetzen. *) Hiernach ergibt sich also wiederum die allgemeine Form : 

AP» + (t’M^ - S» , 

die sich, wenn 

1 * < 0 , 




anf den ersten Uauptfall bezieht, weil alsdann das erste nnd letzte Glied im Zeichen Ubereinslimmen, 
in Folge davon, dass, wenn S, verschwindet, nach der ersten der Gleichungen IV., der Ausdrnck 
A0J gleichzeitig mit <I* negativ wird. \\ enn 

< 1 . > 0 , 

erhalten wir den zweiten der beiden coordinirten Fälle des zweiten Hauptfalls. Wenn endlich ' 

•!• = 0 , 

so redudrt sich hier, wie überhaupt, die nrsprüngliche Function H auf eine homogene Function von 
bloss drei Veränderlichen. 

W^enn drittens’ A = 0, 

ohne dass zugleich Sj, verschwindet, so wird ebenfalls die Form (I) illusorisch. Daun kSnntn 
wir aber 

&, <P 

a = ü„+-=iR»+~.s» 

— 1 

scUen, wöbe!} weil A verschwindet} 

D„ S (A'q + 2B"p)q = Iq , 



bdem wir, der Kürze halber. 



Aq+«B"p~l 



sehrciben. Auf diesem M>ge gelangen wir also wieder zur Form (1). **) 



<• ■ 



i 



*} Eh i«t nicht ta übenehen, <Imb die Verioderlichco dea Texte« p> r nicht mehr die urapriuifUciicn sind} 
soadern dxss, wenn wir dieselben nur Untccsebcidun|^ umkUanern: 

P = (p3 + «s, 

q = (q) + ?8. 

r = W-hys = R + )S, 

und eibdticb 

p = p+o"CqD + «S- • 

**) Wenn wir aueb hier die Vcfiaderlicbca des Textes nur Unterscheidung AakUaaeni} ist 

P = (p) + a'R-f-«S, 
q = (qy + ß'R-i-ßS, 

wihreod (r) die bisherige Bedeutung bebilt. 
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Flächen zweiter Ordnung and zweiter Classe. 



# . 

' ' V 






E« »I somit rollstämli^ nachgewiesen, dass in dcf 6. bis 9. Kummer alle WerschstduBgen 
der Function Q erseliSpft sind, vorausgesetzt nemlidi, dass wir die vier Veriinderlj^^ien als 
Willkührlich angenommene und von einander unabhängige betrachten. .<7 

16. Anders aber verhält es sich und neue L nterscheidungen treten hinzu, sobald eine der vier 
Verändcclicbcu, etwa s, eine gegebene lineare Function der drei übrigen ist. Dann geht die allgemeine 
homogene Function der vier Veränderlichen in die allgemeine, nicht homogene, Function von drei 
Veränderlichen über. Zu einer Function von derselben Form gelangen wir, wenn wir in der bisher 
behandelten Funeliuns,Furm Air s eine Constante und insbesondere die Einheit setzen. Demnach sei 
für die nächsten Entwickelungen: , 

a = Ap » 4- A'q + A"r ' + 21t"pq + 2B'pr + 2Bqr + 2Cp + 2C'q + 2C"r + D , 

wobei wir bloss D für .A"' geschrieben liaben. In dieser neuen Function ist die Coefllcienten- 
Bezeichnung symmetrisch in Beziehung auf die drei übrig gebliebenen Veränderlichen. Diejenigen 
Ausdrücke, welche wir früher durch 5i, S, und H bezeichnet haben, stehen unter sich in gleich- 
massiger Beziehung zur Function ü, ebenso Y, Y, und Y„ aber nicht mehr jene mit diesen. B,0,' 
und (-).j stehen unter sich in gleicher, mit &j in verschiedener Beziehung zur Function SX. 

Indem wir auch S = s gleich Eins nehmen, erhalten wir, nach dem Vorhergehenden, mit Bei- 
behaltung der bisherigen Bezeichnung, die folgende Form-Bestimmung: 



a = AP’ -1- . U ^4- ^1^. K* 4- 

A —I V7jl 



CO 



r* 



Dem ersten Ilauptfalle der 6. Kummer, der dadurch bestimmt ist, dass 

'I' < 0, 

entspricht, dass drei der vier Conslanten: 

O, •!> 

03 

im Zeichen Ubereinstimmen. liier stellt sich nun aber eine zwiefache Unterscheidung heraus: es 
kann die im Zeichen abweichende Constante entweder die letzte sein oder eine der drei ersten. 
' In dem ersten dieser beiden Fälle, dem hiernach die characteristische Form: 

a = ± (:v’P’-hx’Q'4-p’R’— o’) 

entspricht, ist dadurch bestimmt, dass das Product der letzten Constanten mit jeder der drei vorher- 
gehenden negativ ist. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also: 

■ <f < 0, S, > 0, A0, > 0. (2) 

Vollständig ist 

•P < 0, 

>0, i, > 0, = > 0. 

und Uberdiess stimmen A, und A" unter sich und mit 0,^ im Zeichen überein. 

In dem zweiten Falle, dem die folgende Form entspricht 

• a= +( w’P‘ 4-»'Q’' — p'R*4"rO. 

in welcher das abweichende Zeichen eine dreifache Steile haben kann, werden die beiden letzten der 
Bedingungen (2) hiebt zugleich befriedigt. 

Den beiden coordinirten Fällen des zweiten HauptfiiHes der 6. Nummer entapreeben hier keine 
weitem Unterscheidungen. 
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9 . Nene untergeordnete Fälle ergeben sieh', wenn io dem Ansdniehe (1) das leiste Glied 
■Mfadlich wird, während die Coeflicicnten eines oder xwsier der Yorhergehenden Glieder Noll werden. 

Soll B, verschwinden, ohne dass sogleich das leiste Glied unendlich wird, so muss <I> den 
Ausdruck sum Factor haben. Diess bringt nach der ersten dieichung IX. mK sich, dass 



and man erhält alsdann : * 



wonach sich 



=’b,’ 



«p 









as.AP" + fi.Q‘+|-" 

A 



( 3 ) 



ergibt. Hierbei treten uns drei coordinirte Fälle entgegen. 

Es kilnnen erstens die beiden ersten CHfedar entgegengesetste Zeichen haben; dann ist 
- ' 

Das Princip der STmmetric gibt uns flir diesen Fall, welcher dnreh die Form : 

' )±:»*P*T*’Q' + <r’!. 

characterisirl ist, die nachstehenden Bedingungen : 

•P = 0, 



•-4 



0, 



0 , 



— 0, A,j — 0, 

£, <0,' H. <0, 



^0, = 0. 

£ < 0 . 



Es können zweitens alle drei Constanten im Zeichen Qbereinslimmen. Dann ist: 

jOf ^0, A0J ^0, 

and vollständig ergeben sich die nachstehenden Bedingungen: 

= 0 , 

0 , = 0 , ' 

Aj, = 0, A,, = 0, A„, =0, ■ * 

£, > 0, £, > 0, £ > 0, 

i^nnd Sberdicss stimmen A, A' und A" unter sieh, so wie mit 0, 0j und 0^ im Zeichen fiberein. 
.'Die characteristische Form Tür diesen Fall ist: ' ' 

Qs ± |w»P*+**Q* + cr»I . 

Es können drittens die beiden ersten Glieder unter sich, aber nicht mit dem dritten im Zeichen 
fibereinstimmen. Dann erhalten wir dieselben Bedingungen als im vorigen Falle, mit dem einzigeh 
linterachiede , dass zwar einerseits noch A, A' und A", und andrerseits 0, 0, und 0^ unter Siek 
gleiches, in Beziehung auf einander aber entgegengesetztes Zeichen haben. Die characteristische Form Ist: 

ü = ± !s*P'+a»Q‘— < t‘:- 

IS. 'Wenn aus der Form (8) auch noch das zweite Glied aasfallen soll, ohne dass da« letzte 
Glied unemBleh Wird , so muss £, Factor von sein. Diess fordert bk Folge der Blnflon der 
Gleichongea IV.: 

» 0 * =0. 
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Fliti^a Eweiler Ordntuig und zweiter Clam. 



X 

' * . e, < Y 
V = 



80 do88 die no«Ii weiter pertlcolai^rle Fofm (3) in die nacbstehende ttbergebt i 






I2 = j5>J 



« • 



•Ä- ^ 



Hier treten ans wieder zwei neac coordinirte Fälie entgegen, für weldie beide 



»2 =0, 


■I> r = 0, 
»3 =0, 
e, = 0 , 


• • 

e = 0 , 


* • 


Si = 0, 


5, =0, 


s =0, 


9 


’Foi = 0, 


'Foa = 0, 




• 


^,0 ” R» 


«'s» s= 0, 


V,, =0, 


k 


Im ersten dieser FäUe lässt sich die 


Function Ü in 


zwei reelle Factorfti des erstdu QtMss ze^ 


legen, wonach noch die folgenden Bedingungen binzukommen: 


, % 


Y >0, 


Y. >0, 


Yx > 0; 





im zweiten Falle sind die beiden Factoren imaginir und wir erhaiten die Bedingungen: 

Y <0. y, < 0, y, <^o. , 

19. Wir haben in der 13. Nommer diejenigen Fälle discutirt, wo die Font 



ap*+j^.0‘+J.r*4-|-s^ 

A «j 



0 *.. 



dadoreb, dass ein Coefficient unendlich wird, ihre Bedeutung verliert. i|i dem zaent diseotirten 
Falle fiel das Illusorische dieser Form weg, sobald wir statt der vierten Veränderlichen S=s eine 
andere, von p, q, r and s linear abhängige. Veränderliche einfiihrten. Wenn aber Sss auf eine 
Constante sich reducirt bat, so kann von einer sulchen \ ertauschung von S nicht mehr die Rede sein 
nnd darum mlissen hier nolhwendig neue Unterscheidungen der Function U hervortreten. 



Es sei demnach: 



«3 = 0 , 



ohne dass zugleich <I> verschwindet. Dann erhalten wir, wenn wir die Bezeichnung zu Anfang d< 
15. Nummer bcibchalten und bloss s = 1 setzen, und h mit H vertauschen; 

ÜseAP’+^.Q' + H. 






Um die Bedingungen, die dem fraglichen Falle, der wiederum in zwei coordinirte zerläUt, die durch 
das Zeichen von bestimmt W'crden, entsprechen, vollständig zu entwickeln, bemerken wir zn> 
vorderst, dass in Folge davon, dass , verschwindet, die erste der Relationen IX. auf: 

. U - • . =~(CW..+C..F.,-C;-)S ,, . 

sich .redtK«^ ; Ans der ersten identischen Glcichong IV, a. ergibt sieb, weil 6| versehwindet: | 

s: _ ' '>•> ■ 

““ m » 
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i. 1. IKwintioii der allgemeiiiM Fiiuoikta 

Jla ^ Wertb.f&r tu die letEte 0|Üc|miig finCicJttii Redoetionen; 

\c . c; C" Ä;> 

- ^ “ . ‘* . . 

" od<r Boch in GemSssb«^ der drei ersten ideDtischcii Uleicbangeii iV : 

< * <!> = - 1 ±C»^ =±C't^57 ±<Dt^S^ l * , 

Es sind vor C, C' nnd^C" die obern oder dfilern Zcicbcn'zi^ wählen, je naebdem bezüglidi die 
Wertbe von ’Pj, ni^ positiv oder ne'gatir sind. Der Ausdruck fQr <^ bleibt Qbrigens 
derselbe, wenn wir in der Üammer gleichzeitig alle Zeichen ändern. 

ln Folge der letztgenannten drei Gleichungen und der drei ersten identischen Gleichungen IX. 
erhalten wir Uberdiess: ' » 

St : S, : 3 = (A„)t,i fA„)> : (A,j)» 

• - _>'•«* 1 

‘ ' (»zO‘ ■ t-P.,)* ■ CP.3)*‘ 

•*, 

Aua^den vorstehenden Ansdracken ist ersichtlich, dass Sj» S, and 3 unter (sieh im Zeichen 
.abereinstifflnfli, aber j^t <I> das entgegengesetate Zeichen bähen müssen. Insbesondere folgt dicss 
aneh daraus, ^dass der letztgefundcne Ausdruck fiir <P nothwendig reell sein muss. Dem ersten der 
beiden s<gon erwähnten coordinirten Fälle, für welchen sich die characteristische Form 
. , > fl = ±l3c'P’-»iQ» + H|, 



oder auch die folgende ergibt : 

• f 

ßs 

T • 

entsprechen also die nachstehenden Bedingungen; 



fl = tu + fiV , 



• ♦ • <I> > 0, 

e, = 0, 

r* % sSf 0, at, <C 0, s ^ 0^ 

dem aweited Falle, eharaeterisirt durch die Form: 

• . fls ± t*«P* + *»Q« + Hl, 

entsprechen die folgenden Bedingungen: 

< 0. 1, o^.: / • ’r . 

e, =0, 

S, > 0 S, > 0, 3 > 0. ■ ' ■ ^ 

wobei sogleich die Zeichen von A, A' und A" dieselben sind. ' d.'cn ..bru 

Endlich ergibt sieh noch ein intermediärer, ontergeordneter Fall, eharaeterisirt durch die Form: 

ösAP‘ + H, 



tl»» ' 

welchem die folgenden Bedingungen entsprechen: 



39:0, 
», *=«, 
0. S, = 0, 

i 0, Tjj SS 0, 



,.iM ' r.s. '/ 

: v”! üwi •>; 1 

o» 
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osd vo Bberdiew. Mch A^A' qjid'A^.iintw bUI Ta Z«tch«ii BbmiostiaiMiii abtr oiiig r g au g fiijetiA» 
Zeichen haben mit jedem d<^ drbi Ao^drücke (4, 0, and 0,. Wir kdnnen die drä letzte* 
Bedingungs-Gleicbnngcn für die drei binfeichbnde* nebmfn. rjt i > 

SO. Wir haben in den vorstebendcn £r6rterungcn äie an die Spitze dieses Paragraphtn g«steU|(r 
Aulgabe voUständig gelOsel. Dennoch inScbte es angemessen sein, zn z^gen, wie wir auf eintai 
Wege, der von dem in der 1. KommttBezeiehneteii und btshbr verfolgten gana verschieden ist, zu 
denselben Resultaten gelangen kOnnen. ^ . AZ ‘ 

Die allgemeine Kunction sei wiederum ; * ^ ^ 4 . . 

a = Ap* + A'q» + A"r’ + A"'s’ + 2B"pq + SB'pr + SBqr + SCps + SC'qs + 2C"rs. 

Wir wollen p = P — a"q — a'r — as 

setzen nnd, nach dieser Substitolion, t ' * 

„ B" . . B' C • * • 

“ ~ Ä"’ “ -p'K '“ha ^ , 

nehmen. Abdann fallen aus der umgeformten Knnction die mit der ersten Potenz von P behafteten 
Glieder aus, nnd mit Beibehaltung der Bezeichnung der 10. Nummer: i. 

AA'-B"’=5,, AA"-B'»=.H,, AA'"-C*=Y, . 

AB — B'S-'s^o,, A'C' — CB'' = >Fo„ AC“ — CB' fe , 

Aa = A’P« + £,q» + S,r» + YsS + 8^»,qr + S'Fojqs + S’l'oirs^ 

Wir wollen weiter 

q = Q — h'r — bs , . . ^ 

setzen und, nach dieser Substitution, ^ - 

b = 

nehmen. Alsdann verschwinden aus der amgeformtan Gleichung die mit der ersten Potenz von Q 
behafteten Glieder and wenn wir, wie fräher: 

S»-s.-CI’o 3)»=A0„ 3,Y-(*„)»=Ae,, 



kommt: 



b' = 

sB.j 



* 



5,T„,->P.,To 



= AA, 



s»> 



setzen, so kommt: 

AH,a s A*HjP« + 3,* Q» + .\(0jr* +ejS»+SA„rs): 
Wir wollen endlich 



setzen, indem wir zugleich 
nnd, nach der Sabstitntion, 



t.'.j t 



.1 r.uf 



».!. r ’l 1 



r =iR— eS 

I 

s ~ S 
« = ^ 



nehmen. Alsdann verschwindet das mit R in der ersten Potenz behaftete Glied, nnd nehmen wir, 



wie frBher: 
so kommt: 



0.0,~(A„)» = 3,d>, 

©”ry- 0^st +«A„is s e.R* + , 

« ^ I • "i * 
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$. li ' IN^sMOd der aligemeinen Fanetion a. 






^■Min, wma vir to^leick dArdi ASi dirMiren: 

' . S, ©1 

a=AP^ + ~.Q* + ;^ 

dieselbe Form, vle früher. 

Wenn vir die Torst^eaden VervaBdluags-Formeln ziisammenstcllea, so ergibt sich: 

• # 

P = p + a"q + a'r + aSj 
Q = q + b'r + bs, 

. • R = r + cs, 

inft wenn vir nngekehrt die vier ursprünglichen Veränderlichen p, q, r und s durch die neuen 
P, Q, R und 8 ansdrücken: 
s =: S, 
r = R — cS, 

q = Q — b'R— 0>— b'e)S, 

p- = P — a"(i — (a' — a"b9 R — (a — a'c — a"b + a'b'c) S. •) 

9t. Nachdem vir hiermit tou unserer eigentlichen Aufgabe eine zwiefache vollständige Lüsung 
gegeben haben, vollen wir zum Schlüsse dieses Paragraphen noch zeigen, wie das Vorstehende uim 
eine einfache Methode liefert, aus einer Function des zweiten Grades zwischen beliebig vielen 
Veränderlichen all« Producte je zweier derselben fortzoschaflen. Es wird hierbei genügend sein, 
die letzten Entwicklungen auf eine homogene Function von fünf Veränderlichen auszudehnen, um zn 
zeigen, wie ^ir sie auf alle Functionen dieses Grades unmittelbar ausdchiieu kitnnen. Die Cragliche 
Function sei : ' 

as Ap’ + A,q* + A,r* + A,s» + .A*t» 

+*BoiPq+*Be«P«'+*BosPs-|-SBo4P‘+*Biä9>' 

• +tB,,qs + 2B,4qt +9Bj3rs-l-2Bj4rt4-98j4St 

'Dann erhalten vir, indem vir durch die Gleichung: . • 

^ p = P — a,q — a^r— «js — a,t, 

P statt p einführen, die vier CoeflUienten a,, a.,, a^ und a 4 durch die Gleichungen: 

B»l ^01 ^0 I 

•~A ’ *“A ' ’~A ’ ’ 

bestimmen nnd zugleich, der Kürze wegen: 



f ■ .i:l 

*] Zwischen den sechs CoeSicienten der VenesadlanzS-ronaeln der 1. Xunner und den sechs CoelSctcnlea 
der eben entwickeltcD, bestehen die folgenden volibessssen gegenseiligen Besichnngen: 

.nt la * « »= — rs r > >r »r— e,- •> , > 



b = 
a" 3 = 
a' = 
a tss 



-««, 

-(a'-a^ßO, 

^(a-a'r~a''ß+'a'ß'ry,. 



ß' =-b', 

ß =-(b-b'c), 
o" = — a", 
a' = — 

i I 'ts — (a — a'c — a"b + a'b'c}. 



I 
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Flüchen zWeher Ordnnug ■nd'wetter dliss^. 






AA.-(Bo,)» = 5„ AA,-(B„)^ = 5„ AA,-(B,p»#»,r AA 4 -CB.*)* * 

ABj 2 — BoiB(j^=s=: C, 2 , AB 22 BQfßojasC| 3 f 4 ^B^, Bg^ = Cj 4 , 

ABjj — -B42B0.1 ^ C' 13 ) ^AB 24 — Bfl 2 Bo 4 ^C. 24 »>^ ABj 4 — B03B44 = Cj4, 

setzen, die folgende identische Gleichung: '* 



Q.i 



AP' + ^ 1 Ä, q* + «,r* + H,n* + I , 



+ *C, 2 qr + *C,jqs+*C, 4 qt + *C.i,rs + 8C24rt + *C, 4 St. 

Indem wir weiter durch die folgende Gleichung: . 

q =*Q — bjc— bj 8 — b*», 

Q statt q cinfUhrcD, die drei CoeSicieiiten bj, b, und b 4 durch die Gleichungen^' , 

L ^1» u _ t ^14 . 

®j — =■ “i “j — "4 — er » ♦ 

Äl -I -1 

bestimmen und zugleich, der Kürze wegen: 

Ä.H,-(C, 2 )« =A» 2 , S,H 2 -(C,,)i SA© 2 , H.=4-(C2 4)J=A04, 

«iCjj Ci^C, J äADjj, ,SiC 24 C,jC,4^AD|4, £2044— C,2C|4 = AD34 

setzen, so kommt: 

a = AP» + ^.Q» + 4- ) 0 sr* + ® 2 *» + ®4t’I 

A Ä, I • . . . 

+«D,,rs + 2 D^,rt + SD„ 8 t. 

• ■» 

Indem wir ferner durch die folgende Gleichung : 

r = R— CjS — 04 t, * 

R statt r einßihren, die beiden Coefficienten c , und «4 dnreh die Gieiehungen : 



», ’ 



C 4 = 



e. 



bestimmen und zugleich, der Kürze wegen : :.r 

Ö,0i-(D2,)‘ s 3.4>, . ©204 - (D, 4)1 s £. 4 . 4 , 

© 2 D 24 — D 22 D 24 = Z3iEj4, : 

setzen, so ergibt sich: 

Ü s APi -f Q* + ^.R‘ + I >K,s* + « 1 . 4 t« 1 

A -S| . 

+ *Pj4*‘*‘ 

Indem wir endlich durch die folgenden Qleiebungen: 

8 = 8— d4t, 

t Ä T , . • 

8 statt s einlühren und t mit T rertausehen, den Coefficienten d 4 durch die folgende Gleichung 
bestimmen: • ~ ,1 

Ej 4 i • - I <• . 






d« = 



O, ' 



und sngleicb, der Kürze wegen: . 

*2*4-(E2 4)*äp©T4, 



t — 
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MiM, gtUagea wir ndctat xo dar Fori||: ^ 

’ fl = AP« + ji.Q* + J.R» + |^.S«+Ii.Ti. (1) 

Dia ZuMumenstdluBg der veracUedenen Verwandlangs-Formelii gibt; 

W . T = t, ' 

S = s + d4t, 

UR ='f+c,s+c4t, (8) 

. Q = q + bir+b3S + b4t, 

P = p4.a,9 + ajr + a,» + a4t, 

und, omgakehrt, arhaltaa'wir Ausdrüclse von deraciben Form, um die uriprünglirhcn Veränderlichen 
durch die neuen auszudiücken. Selzen wir: 

» = T, 

• , B = S + ^4T, 

f = R + J',i9 + }'4T, (3) 

‘ q = Q + ^jR + (^38 + ^4T , 

p = p + a,Q + a.,R + a,S + «4T, 

80 bestehen zwischen den 10 CoeSicienten der fiinr ersten Formeln und den 10 Coefficienten der 
fünf letzten die folgenden 10 Relationen: 

^4 = — d4 , 

• J-i = — =J) 

74 = — (C 4 — c,d,), 

P. = -b„ 

ßi — — (bj — bjCj), 

?4 = — (b4 — bjd4 — bjdj + bjCjd), 

^ X. “1 = — ®i > 

■» “1 = — (®j — ®ib,)> 

®3 = — (bj — n.,C3 — n,bj + a,bjCj), 

“♦ = — («4 — » 3^4 — « 3*4 — “ 3 b 4 + “tCi^» + a.b3<l4+aibj«4 — »»bjCid4). 

Die Beziehung der beiden Gruppen von C'oeOlcicnten zu einander ist eine durchaus gegenseitige, 
in der Art, dass wir in den vorstehenden 10 Gleichnngen die griechischen und lateinischen Buch- 
staben gegenseitig mit einander vertauschen können. 

82. Das in der 1. Nummer dieses Paragraphen angedeiilele Verfahren f'ibi, wenn wir es auf 
fünf Veränderliche aasdehnen, auf directem Wege die CoelTicicnlen der Formeln (3), welche wir 
tnwenden müssen, um die ursprüngliche Function auf die einfachere Form ( 1 ) zurückzuführen. Ifnd 
zwar erhalten wir, was man leicht einsieht, wenn wir in der ursprünglichen Form t = 1 setzen, 
diese Function dann durch D, unterscheiden, und ferner die vier partiellen Differential-Gleichungen: 
dß„ _ dü„ _ dU„ 
dp ~ ’ dq ~ ’ dr 

entwickeln, vier diese Gleichungen belnedigendc Werthe für p, q, r, s, welche bezüglich keine andern 
sind, als eben die Werthe von 04 , ^ 4 , 74 , 3^. 

Wenn wir ferner in der ursprünglichen Function 

t = 0 , s = 1 



= 0 , 
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Vlächen zweiter Ordnung nnd zweiter Classe. 



= 0 , 



setzen und die neue Function durch i2, unterscheiden, so geben die drei partieUen OiiTcrentUii- 
Gleichungen ; , 

dü, „ da, „ da, 

r^ = o, 7-^ = 0 , T-^ = o, 

dp dq dr , 

drei Wertlic fiär p, q, r, welche bezÜKlich die NVerthe von o,, (i, and 7 , sind. »• » 

0 4 

Wenn wir ferner 

t = 0 , s = 0 , r = l 

setzen und die resollirende Function U„ nennen, so sind diejenigen Werthe von p und q, welche 
durch die partiellen Diflercntial-Glcichungen : * 

¥"-»• ff““’ 

bestimmt werden, die beiden Constanten und j}^. L'nd endlich gibt, wenn wir 

t = 0 , 8 = 0 , r = 0 , S = 1 . • 

setzen und die rcsultirende Function durch a,„ bezeichnen, die partielle Oifferential-Glcichang : 

dp 

einen Werth fiir p, welcher der M'crth des letzten CoeSicienten a, ist. 

CTach der Verfahrungsweise der vorigen Kummer erhalten wir zuvOrderst und unmittelbar die 
zehn Coefficienten der Gleichungen (2) nnd erst ans diesen die CoeSicienten der Gleichungen (S). 
Aber wir gelangen hierzu durch eine blosse Vertauschung und vermeiden dann die wcitlhufigen 
FJiminations-Rechnungen, welche die eben angedeuteten Entwicklungen nothwendig verlangen. Wir 
haben unmittelbar: 

d* d4 = 

Nachdem wir diesen Ausdruck entwickelt haben, brauchen wir bloss in demselben die Marke 4 
Buccessive mit den Marken 3, t, 1 zu vertauschen, um die Ausdrücke fiir 74 , (I 4 , 04 zu erhalten. 
Wir haben ferner: 

Dt, 

7 , =-C3 =-g-, 

und erhalten aus diesem Ausdrucke, wenn wir entwickeln und dann die Marke 3 successive mit 
den Marken X und 1 vertauschen, sogleich die .Ausdrücke Tür (I] nnd a,. Wir haben : 

ß _ b — Ht* 

und hieraus, wenn wir entwickeln und die Marken t und 1 vertauschen, den Ausdruck Für a,. 
Endlich ist : 
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^Anlktolnns der^Flftclien der nrelten Ordniuis. 
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» 

* 



23. Wir wollen. diesem ^^^agraphen die nachstehende Gleichung: 

' Ap'+.Vq^4-.V'r‘ + A"'8»^2B"pqH-2ll'pr + Wlqr + 2Cp«4-2C'qs + 2C"rs = 0, (1) 

zu Grunde legen uhd alle Aasdrücke der 10. Nummer in ihrer bisherigen liedeulung beibehallcn, und 
nun, in der Voraussetzung, dass die vier Veränderlichen p, q, r und s lineare Punct-Cuordinaten 
^ede^ten, dir verschiedegen r.Vrten von Oertern der zu eiten Ordnung aufzalilen, welche durch diese 
Gleichung dargestelll werden können. 

Kb lässt sich dätc Gleichung imnfer, so lange die .Annahme der ursprünglichen Veränderlichen 
ganz Hllgciiiein b^bl, anf dicefulgcnde Form ^ 

1 .. ^ . nPa+,rt.^+^R i + <7S ' = () 

Rbingen (15^ F.s kann aber der Fall rintreteo, "dass durch da» Verschwinden eines oder mehrerer 
* sler CocfTtc^ten Glieder dieser neuen GleicJmng ansrnllcp. 

v‘ Ohgleidi, auch die letzte GlUkhung noch 15 Cuiistuute, und unter diesen aisn 6 überzählige, 

enthält (die Aniialim'e jeder der vier linearen F'unctiuuen fordert deren drei 5 einen der drei Cuef- 
hcienteii er, x, p, a können wir, nnbescliadct der Allgemeinheit, von Vorne herein annohmen), so 
^ liefert si^doch schon, nach der 6 . Summer, eine cuordinirte und allgemeinste dreifache Unterscheidung 
* «er Fläclienj, zweiter Ordnung. . 

..Wenn erstens ' v* 

^ • 0. > 0, '=, > 0, A0, > 0, 

■» < 

SU wird dio' allgoflieine Gleichung (I) durch keine Coordiuaten-M'ertfae irgendwie befriedigt: di» 
Flüche ist eine Imaginäre Fläche. * w 

Wenn zweitens * 

« t, •• * ‘h > 0, 

' aber nicht zugleich x ^ ^ 0 und A und 0, im Zeichen ttbereinstimmen , so lässt sich nach der 

^ 6 . N'umnjer die a^gemcine Gleichung auf folgende Form mit 13, und folglich noch vier überzähligen, 
Cunstanten bringen: 

* . tu+in-w = 0. (3) 

m diese Gleichung zu befriedigen, können wir, bei durchaus willkührlicher .Annahme von S, 
eiebzeitig: * 

I 4 -dv = 0 , 
du — uw = 0 , 

aetzen. Die erste dieser beiden GIcichqngen stellt irgend eine Ebene dar, welche durch die Dnrcb- 
schnittalinie (tv) der beiden Ebenen (t) »»d (r) geht; die zweite eine Ebene, welche durch die 
DurchschnitUlinie (uw) der beiden Ebenen (u) und (w) geht. Wenn der Werth des unbestimmten 
Coetneirnten d sich Indert, so drehen sieh die beiden Ebenen bezüglich um die geraden Linien (tr) 
and (uw) und ihre Durchsrhnittslinie beschreibt dann die durch die allgemeine Gleichung (1) dar- 
gestellte Flüche. Wir werden anf dieae Erzeugungs-Weise der Flächen zweiter Ordnung in einem 
besondem Paragraphen später ausftthrlich zurückkommen und wollen hier nur henrorhebea, wie 
mimittelbar aus der Form der Gleichnng (3) herrorgeht, dass die besOgliehe Flüche dnreh eine 
gerade Linie beschrieben werden kann: dam si» ein» geradlinige Flüche isL . 

1 » 



€ 
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« *9 

m A ^ j , f 

• Flwlieii zweiter OrdnuDe'n^ zweiter Clasaa ' ** 

-* 1 • 1 • . « ^ • 






Wenn drittens , ' m • ' 

. * <C 0, ► •* ' 

<t ' ^ ' 

so kSnnen wir, weil dann in der Gkichung (S) naT Üncs der rier Glieder derselftrn ein abideicktn^ 
2Mchcn bat, die allgcnitinc Uleiduing (t) nicht mehr auf die Form (3) bringen. Sie kann die “ 
folgende Form: < • 

' tu + päR*ri-<^’S« = (»4 

annehmen. Wir sehen aber zugleich hieraus, dass die beiden früher durch v ^nd w bezcichneten ’ 

linearen Functionen imaginür werden und mit ihnen die, im vorigen Falle die Fläche beschreibende, * 

gerade Linie. Eine solche Beschreibungs-Weise fällt also hier fort; die Fläche ist eine nitht 
geradlinige Fläche. ' * *»• * ’* a 

21. Wenn <I> = 0, , 

so particularisirt sich die Gleichung (2) folgcnder^cstalt: , , . ^ 

^P»+sO'+pR* = U, \ (4) 

DieseForm enthält eilf Constante, unter denen sich noch drei Bberzählige befinden; den in folge dar 
obigen Bedingungs-Gleichung hat sich die 2ahl der notbwendigru Constanten, von welchen dis Fläeks * 
abhäogt, von neun auf acht reducirt. .1 ' V 

Wir begegnen hier zwei coordinirten Fällen. -Wenn erstens ^ 

> 0, " ■ Ae, > 0, ' . ^ 

so wird die ursprüngliche Gleichung nur dann befriedigt, wenn gleichzeitig • a 9*^ 

P=0, Q*‘=0,' ’r = 0. * 

* z , ' 

Sie stellt also einen blossen Punct dar, und zwar denjenigen Panct,''in welchem die drei Ebenen 
(P)i (Q) itnd (It) sich schneiden. - ^ , v ) 

Wenn zweitens die letzten beiden Bedingungen nicht sogleich befriedigt wer^n, so kSnnen * 
wir der Gleichung (4) auch nachstehende Form geben: , 

lu + «s’' = 0, ■’ ' (5) 

und dieser, ähnlich wie früher. Genüge thun, indem wir, bei willkührlicher Annahme von d, gleichzeitig ' 

t + dv = 0, . ^ V . • m 

du — uv = 0, * 

setzen. Diejenige gerade Linie, welche durch diese beiden Gleichungen dargcstcllt'wird, ’^beschreibl,’ 
wenn d allmählig alle möglichen Werthe erhält, die bezügliche Fläche, wobei sie indess in alle^ ■ 
ihren Lagen durch einen festen. Punct geht, in welchem sich die drei Ebenen (P), (O) und (R) . 
Schneiden. Die Fläche ist ein Kegel. 

Itk Wenn ferner gleichzeitig 

<t> = 0 , 0 , = 0 , 0 , = 0 , 

wonach die .dnzahl der nothwendigen Constanten sieh um drei Einheiten, also auf sechs, reducirt, 
so zerfällt die gegebene Gleichung in zwei Gleichungen des ersten Grades, und diese sind reell 
oder imaginär, je nachdem 

Äi < 0, 

oder - „ 

■ Äs > l>. 

Die dargestellte Fläche dogenerirt alsdann in ein SjstaBi von swai Ehenoa, dio im tiatenfallo 
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r««|{{ im xw«i(CB. JiiagiBlr tetllifiMi GUichang die folgende 

Form «!>:•• t * ' ♦*' * ^ rf , ' ^ / 

, . • >»P»+»*Q'^(»P-*4^Sn0N:*PV^*QjßIB= 0, 

woniu zugleicli creiAtlich ist, dass di^ Gmgliclien beiden imoginOwa ifimen : 

=®v \ ^ 

wP + kQ o= 0^ ^ ■ p 

in einer reellen gülden Linie, welche znglUlb noch die DarchschnilUlinie der beiden Ebenen (P) 
and ((^ ist, sieh schneiden. ^ islMso nur ein andrer, Ausdruck für dieselbe Sache, wenn wir 
sagen, dass dis allgemeine Gleichong in diesem Falte eine gerade Linie darstelle. 

Wenn endlich CM): 

♦ , * ^ ^e, »J=P, m^=o. y = o, ¥.,=0, 

so redocirt sich’dii^ltttzgU iSr OofStantd^uf drei -«nd es stellt die allgemeine Gleichung zwei 
t zusammenfaflon de Ebenen dnew A ^ • 

^ 2V. Dia ‘Soretebrnde' Onterscheddang der Flicben zweiter Ordnung köi^en wir als eine colli* 
nenre bezeichnen, wdl irgend .zwei verschiedene Flächen, welche derselben Gleichungs-Form 
entsprechen, ln der allgemeinen Verwandtschaft der Collineation stehen. *) Ob diese Flächen sich 
in’s Unendlich« erstrecken oder nicht, liegt in ihren Gleichungen unmittelbar nicht ausgedrUckt, weil 
noendllich; weif> entfernte Puncte zwar die verschiedenen linearen Fnactionen unendlich gross 
I grnrden, ihre Qqetientaag aber (ni|| nur auf die Bestimmung von diesen kommt es hier allein an) 
endliche Werlhe erhaltfo. Es verbirgt sich das Unendliche noch unter den Überzähligen Constanten 
,, Ifait allgemeinen Coofdinaten-Annaliaie. Anders verhält es sich aber, wenn wir die bisher nnsem 
^|Kl|iil lllH<ll Grande ^legte Gleichong (1) auf die Form 
. S ■' Ap«-t-AV+^’ + «B"pq + *B'pr-f2Bqr-f 2Cp + 2C'q + 2C"r-l-D = 0 

betegsn können, wiZ alsdann das unendlich weit Liegende als solches charaeteristiadi hervortritt. 
Die hier sich anknUpfende spedellere Classilcimng der Flächen zweiter Ordnung, als deren aUgameina 
^ CHaiehnng mit bh>«a drei überzähligen Consmnien sich hier die folgende heraosslelU: 

^ *) Nel»«i wir irgewl zwei FläeSes Crnelbca Unlembridang, tuw diejenig«« Seldm, wetefce dsreZ 

die OtetchuBgra ; 

^ *‘P»-f-«*Q* — plR*-<r‘8‘ = 0, 

w,«P,* + »,tQ,»-p,m,*-a.S,t = 0, 

iMii . bclk^i^^ef Anatfbmtf der linearen Kunclienen und der Coeficksteng dargentelit werden r m drftcke«| 
wenn wir* der Küme wegeflp 

*p„ kQ pR. I 



T'T ” 



• =a,, -1 



Ji* 

IT, "8, ■ 



R« j 

<r, 8, 



Mfaes, die Glelcbange«: 

a =: &,g K = >T, , < *= <|v 

wetebe die allf(emeineo üleichiuigeii der ColHneatio» aind (Eint 8), den L'rberganf eo« GRefchMlf 
a4tt«r ,F1&dw sm der Olekbrag der andern FUch« awL Wenn die Uoear« FimtUaa 8 auf etes Muaa« 
CawtauCe aich redocirt, ae aiod die letateo Gteicboofen die allfemeiofn der AffioUtl. 

if* 
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Vläcl 



äcnen zweiter Ordmmg Qc 

1^ 



• > 



kenn» wir eine affine 



*»j‘+»Ü^+pR«4-» =■«, 



|d zweier Clk3se.|f' • 

Jl' ‘«’v 

“«"•ff- \ , •» ; -4, >.. 

Imaginäre Flächen besiinioirn sich hier wie früher; (He IHgemrinrForai ihrer Gleichung Ul ; 

' wM*^ + *'Q^ + p’R»-f ffl = 0. •■* I. 



Die geradlinigen Fläfhen bieten kye cu^rdinirlcu Dntersafaeidudgen dar. 'Sie liaissen, so ^ge 
sie überhaupt durch eine (ollstiindigc tHeichmig jjion , ' " ' 



in ,^r Furni ; 

+ — <7* = 0, i * Ut 

dargeslelll werden kitnnen, hr perbolisefae oder geradlinige oder eiuchalige Hrperbuloide. 
Lim den Ausdruck „eiiischalig“ schon hier an rechlfcrligen , ist' es hinreichend zu üeuierken, dass 
jede mit (B) parallele Ebene die Fläche in einer Ellipse schneidet ,,(^ren Dimensionen zunehmei^ 
wenn die schneidende Ebene von der Ebene (RI sich weiter entfer^. * ^ V . • 

Die nicht geradlinigen Flächen zerfallen in zwei OMrdinirte Gruppen. crslcb Gruppe 

entsprechen Gleichudjfen von der Form: * t 

. :v»P^ + xigi + p'R’ — o» = IIL 

Dieser Fall wird dadurch besliniml, dass ^ ^ ' 

«P<0, Sj>0, A», > 0. * - 



unandUch weit liegen; sie heisst Ellipsoid. * ■ ^ - 

Der zweiten Gruppe entsprechen Gleichungen von der folgenden Form:^- 
7t>P» — P»R»+o-* = 0, ' % 

und wird dadurch bestimmt, dass 



< 



IV. 



- ¥ 

tv 



«PCO, 

r ' 

aber nicht zugleich >> 0 und .AG, y» 0. Oie bezügliche Fläche erstreckt sich ih’s Unendliche ' 
nnd (war in zwei von einander abgesonderten Schalen, welche za den beiden Se4<n der Ebene (R) 
liegen, welche keinen Punct mit der Fläche gemein hgt. Diese Fläche heisst ejliptisehes oder ^ 
z weischaliges Hvperboloid. • ^ P ^ 

, Hiermit sind die allgemeinen Fälle von Flächen zweiter Ordnung, Fälle, die von neun Co^m 
Stenten abhangen, erschöpft. , 

tt. Wenn ft, = 0, , 

ohne dass 4> verschwindet, so reducirt sich die Anzahl der nothwendigen Constanlen auf acht. 
Dann verlieim die Formen 1. — IV. ihre Bedeutung und müssen, in Gemüssbeit der 19. Nummer, 
durch die folgenden ersetzt werden: 

^7pi_*JQi + H = 0, V. 

w’Pi + xJQt + H = 0, VI. 

Statt der ersten dieser beiden Formen kSnnen wir auch die felgende nehmen : 

tu-i-uv = 0, , 1 - . 

und 1 ( 4 , diese Gleichung zn befriedigen, bei willkührlicher Bestimmung von 3, gleichzeitig: 

» WV ««I v. • • I ! ■ - . . t + d 0, , , ..... 

■ Ja— (W = 0, - 1 , 



B 

. * 



Die bezügliche Fläche hat in Gemäsaheit der vorstehenden Gleichungs-Form keine Punctc, 
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§.*2.' \ j^fzählun^.d er Fläciien zweiter ürdnimg. 



,0 



77 






ettMtn. Das S/g(eb dieser ÜädHi Gleichungen stellt eine sulche gerade Linie dar, welche, wenn wir 
3 nach einander alle miiglichen M’erthe gente, die fragliche Fläche beschreibt. Die beschreibende 
gerade Linie bleibt iu^allen ihren Lagen der Ebene (t) panllel und darin nnterscheidet sich dieser 
Fall von der- allgemeineiti Beschreibung eines geradlinigen H^perbuluids. Die Fläche heisst hvper- 
bhlisches oder geradliniges Parabuloid und ist dadurch bestinimt, dass, neben der obigen 
Bedtngungs-Gleiehung, auch noch die beiden Bedingungen ; 

V ■ S., <0, *P > 0, -1 

I 0 n welchen eine die andere mit sich bringt, erfüllt werden. 

, In dem zweiten* Falle, wo " 

> 0, <1> < 0, 

ist die Fläche keine geradlinige und heisst elliptisches Paraboluid. * 

' Die Bestimmungen, dass die allgemeine Gleichung einen Kegel und einen Punct dar- 
*8tellc,^'sind dieselben als in der 84. Nummer. Die .Anzahl der nutbwendigen Cunstantcu beträgt 
«acht und die entsprechenden Formen sind: 

, ct'P’4-t'ü'-p’R" = 0. VU. 

• ’’ w’Pi + »tQ» + p’R^ = 0. Via 

88. .Den gleichzeitigen Bedingungn-Gleichongen 



•!> s= 0, 



e, = 0, 



welche tüe Anzahl der nothwendigen Conslanten auf sieben reduciren, entsprechen drei coordinirte 
Fälle. Je nachdem erstens 

f •- * < 0. 

oder zweitens • 

■ t t > 0, Ae, < 0, 

oder endlich drittens . 

. > 0, .A©, > 0, 



kann die allgemeine Gleichung bezüglich auf dip folgenden drei Formen gebracht werden: 

' w'tpt— = 0, 

' w'Pl + *’Q'-a» = 0, 

, wtP^+*iO' + <r' = 0. 

4^io. beiden ersten dieser Gleichungen können wir auch unter der folgenden Form sclireibeu: 

• . • u»±?.t(t + 0. 1, 

und dann befriedigen, indem wir, bei willkührlicher Annahme von 3, glekhzakig 



IX- 

X. 

XI. 



. u dv =0, 

an-f-ä,(T-f-e) = 0, .il 

setzen. Die durch diese beiden Gleichungen dorgeatellte gerade Linie bcsclnreib« also die fraglicbe 
Fläche, wenn 3 nach einander alle möglichen Werthe erhält. Diese gerade Linie bleibt in allen 
ihren Lagen mit sich selbst parallel und erzeugt also eine C) lindrische Fläche, und zwar im ersten 
Falle einen hyperbolischen Cylinder und im zweiten Falle einen elliptischen Cylinder. 
Im dritten Falle wird die Fläche imaginär : wir müssen dieselbe conaeqnenter Weise als einen 
imaginären Cy linder bezeichnen. 

Es ergibt sich endlich noch ein vierter, aber untergeardneler Fall, der von aechs nothwendigea 
Constanlen abbängt, dadoixh bestimmt, dass 
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78 Flachen zweiter Orddang zweiter « 

«^ = 0, ©, = 0, Ä, = 0^** ' - . • 

Difcem Falle eotspricht die charactcrislische Form: 

*' P«+5H = 0. ^ XDL 

Die bezügliche Flüche üt ein parabolischer Cjiiinder. * i 

t9. Die BeetioimuBgen, dass die fragliche Flüche io eia System von zwei reellen oder zwei '* 
imaginären Ebenen, das ebenfalls von sechs nothwendigen Constanten abhüngt, degenerire uai^' 
demnach durch Qleichungen von folgender Form dargestelll vrerde: av 

„tP^_,iQs 0 , xm. 

. = 0, • . XIVs 

bleihen dieselben als in der K. Nummer, nemlieh : ^ ^ 

« = 0 , e, s 0 , e, an 0 , ' • ' 

wobei sugleieh in dem ersten Falle * 

fi, < 0, * . ^ 

nad in dem zweiten Falle: * 

,r.>o. • , - . 

Dann ergeben sich, in Gemüasheit der 18. NmnaMr, zwei untergeordnete Fülle, die nur vM vier 
Constanten abhangen und durch die Bedingungs-Gleichungen: ‘ , 

^ “ 0, 0j 0, Gj “ 0, 3^ 0|, 'Foi 0, -• ^ 

bestimmt werden. Die diesen Bedingnngs-Gleichnngen entsprechenden Formen sind die folgenden: * 

P>— a* =0, XV. * 

P'-f-<r»=0, • f XVl.j . 

je nachdem iberdieas 

Y < 0, • . 

oder Y > •. 

Die allgemeine Gleichung stellt alsdann ein System von zwei parallelen Ebenen, die im ersten • 
Falle reell, im zweiten imaginär sind, dar. 

Wenn endlich . * 

♦ = 0 , e, = 0 , e, = 0 , H, = 0 , y = o, = o, - . “ * 

so wird dadurch die Anzahl der nothwendigen Constanten auf drei redndrt. Die allgem'eiae Qleiebung 
stellt alsdann, da sie sich auf die Form 

P< = 0 XVIL 

bringen lässt, ein System zweier zusammenfallenden Ebenen dar. Die vomtcbendea sechs 
Bediagangz-Glclchoagea können wir, nach dar 14. Nummer, andi mh einfachem vcrtsnscbea. 
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^ 30. Wir w«U«ii, indem ^wir znviirdcrst wiciler, die folgende Gleichungs-Korm : 

• Ap’.-i; A'(] ‘ + A"r* 4-'.A"'s' + 3B"pq + 3B'pr + «Bqr + 8Cps + 8C'q» + 8C"rs = 0 , 
in Grunde le^en, den verändertichen GMssen p, q, r, s nun die Bedeutung von vier liiiearen Plan- 
Coordinalen bcilcgfli, und auch hier die Abkiiijiungen der 10. Nummer beibchallcn. Diese Gleichung 
. steill alsdann die Flüchen zweiter Classe dar, welche, im .Allgemeinen, mit den Flüchen zweiter 
j Ordnung einerlei sind, (läinl. 86) Sie lasst sich auf die Form; 

^ ^ :tl'l+*Q' + pR' + aSi = 0, 

bringen, wobei wir dm^ch P, Q, R und S neue lineare Plan-Coordinaten bezeichnen, und dann bietet 
diese Form ;k'ied^m, ohne dass eine Particularisation eintritt, drei coordinirte Fülle dar: 

/ • . ;t^Pi4-x^U' + p’R' + <riS' = 0, 

‘ ' w'pt-f-xiQi— = 0, (I) 

*' . w'P’-*’Qi + p‘R« + <riS> = 0, 

wobei wir die beiden letzten Gleichungen auch durch die nachstehenden ersetzen können: 

^ tu + fivw = 0, 

■ . l4 + p’R» + <7^S« = 0. 

^Diesen drei Gleichungs-Formen entsprechen, auf ganz gleiche Weise, wie io der 83. Nummer, 
imagiiiüre Flüchen, geradlinige Flächen, nicht geradlinige Flüchen. Wir kilnnen 
diess direct nachweisen; sind aber zugleich einer solchen Nachweisnng durch das Princip der 
‘Reciprocitüt Oberhoben.*) Je zwei geradlinige, so wie je zwei nicht geradlinige Flüchen sind 
**als zwei reciproke Flüchen anznschen. Dieselbe Flüche oder Oberhaupt Flüchen aus derselben jener 
^i allgemeinen Abtheiinngen werden einerseits io der allgemeinen Punct-Coordinaten-BesÜmmung 
und andrerseits in der allgemeinen PUn-Coordinaten-Bestimmung durch zwei Gleichungen von genau 
^ derselben Form dargestellt. 

^ 81. W‘enn <t> = 0, 

wodurch die Anzahl der nothwendigen Conslanten sich auf acht rcducirt, so ergeben sich die in 
der nachstehenden Gleichung znsammengezogenen Formen: 

«’P' + x’Q« q: p'R« = 0. 



SetEcn wir nenUeü 



JL ü = o JLA — H JL -Ü x= z 

o‘S“^’ <t‘S — cr’S“*’ 






üi -L — & -2. = 

<r,' 8 “ ’ o/ S ~ 

iD4«jn wir ^ itnd ^ *ln Rll^ew^ine Panct*CoordiiMi(<^ nfhaeo, so ein«! dir Glrichonfren: 

e = &, H = ir, z = ^ 

di« Ül«icteng«n der H«cipro€itit und di«««* fuhren alMUm von jfder der dr«i Glel«fauA|(cn (1) tu «tner 
Glciciuini; vgn gaos deraelkeu Fm-ui ia Q, Aj ü. 
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In (ieni Kalle des negativen Zeidiens stellt diese (ileichung «ine ebene reelle Curv^j^ftbr iweiten 
Clnsse dar, welche ganz in der Kbene der drei Puncic (P), (Q) und (K) liegt;* 1a dem Fallt daa 
positiven Zeichens stellt sie eine imaginäre Cnrve dieser C'lasse, oder, was dasselbe heisst, eine 

Kbene dar, nemlich die Ebene der drei Piincle (P), (Q) und (R). ’ • 

t 

\V mit zugleich t • f, , 



■p == 0, 01 = (), 



<>. 



wodurch die Anzahl der nothwendigen Constaiiten sich anf ' sechat reducirt, kann die allgemeine 
Gleichung auf eine von rolgenden beiden Formen gebracht werden; ■ ^ 

„jpt:p*jyi _ 0, 

and stellt alsdann ein System von zwei reellen oder zwei imaginären Punckttl dar. Im < 
let'itern Falle kbnncn wir auch sagen, dass die gerade Linie(P,Q) durch die allgemeine ^leiehung» 
dargcstellt werde. , ^ 

Wenn endlich zugleich (wir nehmen die einrachsleii Bedingungs-Gleichungen der 14} Nummer): 

0, 4*|j = 0, = O, = ü, 

so erhalten wir, von drei Coiistantcn abliungend, dasSvatem zweier ziisa mmcnla llendcn Puncte.:> 

• pt = 0. . ,r ^ 

Auch diese Particularisatiuncn sind der collinearen Classification des vorigen Paragraphen 
ganz analog. ^ * • 

32. Wir erhalten neue Lnlerscheidungen. wenn wir eine der vier ursprünglichen Veränderlichen, 

etwa s, mit einer blossen Constnnten vertauschen, wonach: ^ 

Ap‘ + AV+A"r’+2B"pq + 2B'pr+2Bqr-f 2Cp-f 2C'q+2C"r + D = 0. 

Dann ist der, der frühem linearen Function s entsprechende, Punct nach gegebener Hiebtung 
unendlich weit gerückt , wahrend wir den drei übrigen Veränderlichen p, q, r die Bedeutung gebeu 
können von drei mit unbestimmten CocBIcicnten multiplicirten Segmenten,' welche auf drci,^nach der 
gegebenen Richtung durch die drei Puncte : 

p = 0, q = 0, r = 0. ♦ 

gehenden, geraden Linien zwischen diesen festen Puncten und der bezüglichen Fibene liegen. (Einl.^ 
Hier kttnnen wir aber keine Analogie mehr mit der geometrischen Deutung der entsprechenden 
Fintwickelungen des vorigen Paragraphen erwarten. Während nemlich bei derjenigen Coordinateu- 
Bcstimmung, welche der .Aufzahlung der 17 F'älle dieses Paragraphen znGrtindc liegt, die Coordinaten- 
Ebenc (s), dadurch, dass an die Stelle der Veränderlichen s eine blosse Constante getreten, unendlich 
weit gerückt ist, hot sie jede Spur ihrer frühem Richtung verloren und deshalb kann hier auch die 
Lage der Fläche durchaus nicht, sondern einzig und allein ihre eigene Natur den Eintheilungs- 
Griind abgeben. Anders verhält cs sich hier, wo eine Ebene nicht unendlich weit zu liegen braucht, 
damit ihre drei Coordinaten unendlich gross werden; die.ss geschieht nemlich dann, wenn die 
fragliche Ebene der gegebenen Richtung parallel ist, und hört also auf zu geschehen, wenn die 
Ebene gedreht wird. Also muss nothwendig bei der fraglichen neuen Kintheilung die Lage der 
Fläche in Beziehung auf die gegebene Richtung maassgebend sein. 

33. M ir begegnen keiner Schwierigkeit, wenn wir, in der neuen Coordinnten-Annahme, die 17 
verschiedenen tileiehungs-Formen geometrisch deuten. Statt dessen wollen wir sogleich die AnnahnM 
machen, dass drei der vier, die Plttn-Coordinatsn-Bestimmung TermiUelndta , Puncte nach drei 



> 
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gegebenen Richtungen unen^iieh «ek liegen. Dnan erholten wir das einraefcoto PlamCoordinate» 
*>^Srslem, and wenn «;ir die vier Cbordinaten der Ebene, wie in der 7. Numnier derEinleitnng, dareb 
' w, I, a und v bezeichnen, Tür die allgemeine tileichung der Flächen zweiter Clanse: 

Aw*-hA't« +A"a* + A"'¥>+*ß"tw4-2B'uw+2Btu+*Cvw+*C'tv + 8C"uv == 0. (1) 

Im Allgemeinen können wir dieser Gleichung, indem wir 

V = V, 

U = u + yy, 

, T s t + ji'u+^v, (*) 

W s mr -|- ot a'u + a"v , 

Selzen und übrigens die bisherige Bezeichnung beibehalten, auf folgende Form bringen: 



A\Vä + =i.T*+J|.Ü* + |-.V^ =0, 



(3) 



und erhalten alsdann, denselben Bedingungen als früher in der 26. Kummer entsprechend, die nach- 
stehenden vier coordiairlen allgenicinrn Gleichungs-Formen : 

n’W'-f *’T'-|-p’ü»-f-<r’V‘ = 0, L 

+ = 0, II. 

— — P^L' — an’’ = 0, III. 

:»nV'4-xiT‘-hp'G' — «r^v» = a ‘ IV. 

Diese vier Gleichungen stellen hezüglich eine imaginäre Fläche, ein einschaliges Hyper- 
boloid, ein Ellipsoid und ein zweischaliges Ilrperboloid dar. Bloss die Unterscheidung 
der beiden letzten, nicht geradlinigen, Flächen bleibt noch, zu rechtfertigen übrig. Zu diesem End« 
bemerken wir, dass, im Falle der Gleichung UI., die umhüllende Ebene .-Ule möglichen Richtungen 

U V 

haben, aber weder durch den l’unct (W) gehen noch unendlich weit rücken kann, weil und 

• T U V 

zwar alle möglichen \\erthe erhalten, aber weder zugleich unendlich gross werden, 

noch zugleich verschwinden können. Hiernach ist die dargestellte Fläche eine im endlichen Raume 
umschlossene, wie die durch die gleichnamige Gleichung der 26. Kummer dargestellte, mithin 
ein Ellipsoid. 

V enn wir \V ~ 1 setzen, so stellen die vorstehenden Gleichungen, bei derselben Form, dieselbe 
Flächen-Gattung als in der Voraussetzung ganzer und linearer Punct-Coordinaten dar. 

AVenn <1* = 0, 

wonach die Anzahl der nothwendigen Constanten sich auf acht reducirt, so ergeben sich die 
folgenden drei coordinirten Gleichungs-Formen: 

»iTt-fpiU* = «, V. 

— — pJl' == 0. VL 

„i\Vi 4- -p'U* = 0, vn. 

welche ebene Curven zweiter Clnsse darstellen. Es stellca ncmlich in Folge der identischen 
Gleichungen (2) auch die drei Gleichungen: 

T = 0, ü = 0, V = 0, 

• I • 
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drei PttBttc dar, die aacli gegebenen Richtungen oaendlicli ,weil liegen. Von diesen Richtungen 
kennen wir «nahmen, dass sie in dem Ponete ’ il 

W = 0 



sich schneiden, and sie dann als die Axen T, ü und V bezeichnen. Die reciproken Werthe deijenigen 
Segtecnle, die eine gegebene Ebene von diesen drei .\xen abschncidet, sind, mit entgegengesetzten 

TU V 

Zeichen genommen, flr die gegebene Ebene die \Vcribc der Coordinaten und Da ans 

den Grleichungen V. — VU. die dritte dieser Coordinaten ganz verschwunden ist, so bestimmen irgend 
zwei Werthe der beiden übrig gebliebenen Coordinaten, welche diese Gleichungen befriedigen, * 
unendlich viele Ebenen , welche alle eine in der Ebene der beiden Axen T und U liegende gerade 
Linie zum gemeinschaftlichen Durchschnitte haben. Diese gerade Linie tritt, bei anderer Annahme 
der Coordinaten- Werthe nicht aus der Ebene dieser beiden Axen heraus, und umhüllt eine in derselben 
Ebene liegende Curve, die wir auch als von jeder Ebene, welche durch diese gerade Linie geht, 
nrahUllt betrachten künnen. In diesem Sinne stellen die fraglichen drei Gleichungen eine in der 
Ebene der Axen T und U, die wir auch als Ebene (M , T, U) bezeichnen künnen, liegende Curve 
zweiter Classe dar, und zwar bezüglich, den Bedingungen 



5, < 0, A&, > 0, 

H, > 0, A0, > 0, 

‘ A0, < 0, 

eatsprechend, eine imaginäre Curve der zweiten Classe, eine Ellipse, eine HtrperbeL 
Wenn zugleich 

4> = 0,. e, = 0, 0 , = 0 , 

so ergeben sicli je nach dem Zeichen von zwei Gleichungs-Formen, die wir in die folgende 
zusammenziehen künnen: 

A-'W'±*«T' = 0, VIII. IX. 

wonach die dargestellte Fläche in ein Svstem von zwei imaginären oder zwei reellen 
Puncten ausartet. In dem Falle imaginSrer Punctc können wir auch sagen, dasp die Fläche in 
eine reelle gerade Linie drgencrire, welche hier mit der Linie (W, T), oder der Axe 
T, zn.saramenfilllt. 

Wenn endlich, wie in der {9. \ummer: 

•1> = 0, 0, = 0, e, = 0, =0, Y = 0, Vo, = 0, 

so geht die ursprüngliche Gleichung (Ij in die folgende über: 

W* = 0, X. 



und stellt also ein System von zwei zusammenfallcndcn Puncten dar. 

M. Es sind nun noch diejenigen Fälle zu betrachten übrig, in welchen die allgemeine Form: 
nWt-i-aT'-i-pU^-i-aVi = 0, 

dadurch illusorisch wird , dass einer der Coefiieienten in derselben einen unendlich grossen Werth 
erhält. Dicss findet, in Gemässheit der lö. Nummer, erstens Statt, wenn 0j, nicht aber gleich- 
zeitig <1>, verschwindet. Dann ergibt sich indess, indem wir 

A'"v -f- 8C"u -I- SC't -f 2Cw = H 
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AW* + ^.T' + HV = 0- 



( 4 ) 



Zweilena tndet dieses Statt, wenn nicht aber gleichzeitig 6, renchwindet; dann komntt, 
wenn wir'nach der eben angeaogenen Kummer: 

**’ ’ A"u + 2Bt + 2B'w = K 

' aetzen, die folgende Form: 

^ A\V» + Kü 4-^. V* = 0. (i) 

wobei U S u — jr. 

Die vorstehenden F'ormen (4) und (5) sind zwar in den allgemeinen der beiden letzten 
Gleichungen (I) der 30. Nummer einbegriffen, lassen sich aber nicht auf die siwciellean Formen 
L — IV. bringen. Der Grund von diesem letztem Umstande ist aber bereits schon in der 13. .Nummer 
angedentet ; er fSllt, was die Gleichung (4} betriflll, fort, wenn wir statt der ursprünglichen Veränderlichen 
v eine andere, bei beliebiger Annahme von t etwa (v-|-’ru), rinführen, oder, was dasselbe hci.s.st, 
die Richtung der Axe v änclem, indem wir diese Axe, etwa in der Ebene (w, n, v), um den Punct 
(w) sich drehen lassen. Dadurch erhalten nemlich die Cnnstanten der ursprünglichen Gleichung 
andere NVrrthe, so dass im Allgemeinen 0^ dann nicht mehr verschwindet und die Form (3) von 
Neuem wieder möglich wird. Es erhellt hieraus, dass durch die Bedingung des Verschwindens von 
0} die Natur der dargestellten Fläche keiner Particularisation unterworfen wird, sondern dass 
dadurch bloss eine particuläre Lage gegen die Axe v angezcigt wird. 

Ganz analog verhält es sich in dem Falle der Gleichungs-Form (3), wo wir nur den ursprüng- 
lichen Axen u und v eine andere Richtung zu geben brauchen , damit die allgemeine Gleichung auf 
die Form (3) gebracht werden könne. 

Es bleibt hier nur noch die Frage zu beantworten übrig, zu welchen der Formeln I. — IV., bei 
veränderter Axen. Annahme, die rileiebungen (4) und (5) führen. Wir sehen zuvörderst, dass die 
Form I. ausgeschlossen ist, die Fläche also hcidesmal nothwendig reell ist. Aus den Formen II.— IV, 
ist ferner ersichtlich, dass M nur in dem Falle der beiden Hvperboloidc II. und IV. verschwinden 
_ kann, nicht aber in dem Falle des Ellipsoids 111. Also können auch die Gleichungen (4) und (.1) 
kein Ellipsoid darstclien. Beide Gleichungen stellen also entweder ein cinschaliges oder ein 
zweischaliges Hvperboloid dar. Ersteres findet für die Gleichungs-Form (4) offenbar dann 
Statt, wenn neben der obigen Bedingungs-Gleichung 0j = (I: 



Ha < 0, 

und für die Gleichnngs-Form (3), wenn neben der Bedingungs- Gleichung = 0, 

•P > 0; 

denn alsdann erlialtcii das erste und letzte Glied dieser Gleichung entgegengesetzte Zeichen, weil, in 
Folge der 1. Gleichung IV, der 10. Nummer, durch das Verschwinden von Si, der lä'erth für A0, 
gleich — also negativ wird. Werden diese Bedingungen ^ieht befriedigt, so ist die Fläche 
ein zweischaliges Elllipaoid. 

Wenn endlich, ini Falle der Gleichung (4), 

3j = 0, 
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and tm Fall« ikr Gleichung (5) 

0 = 0 , • , 

•0 erhallen wir bezOglich die übereinstimmenden Gleiclinngs-Formen : 

A\V» + HV=0, A\Vi + KU = 0, , 

welche eine Hy perbel darstcllen, die bcziiglicg gegen die Axen V und U eine sulche Lage hat , daSfe]^ 
ihre Gleichung nicht mehr auf die Furm VII. gebracht werden bann. 

35. Zuletzt ist noch derjenige Fall zu betrachten, wo die allgemeine Gleichungs-Form dadurch 
unstatthaft wird, dass 

A = 0. * 

Dann ergibt sich schon aus dem blossen Anblick der ursprünglichen Gleichung (1} eine charakte- 
ristische Eigenschaft der alsdann durch dieselbe dargestelllen Fläche. Beliebig angenommenen 
M'erlhen Von t, u, v entspricht in diesem Falle immer ein einziger Werlh von w, weil der zweite 
durch das Verschwinden von A unendlich gross wird- Es gibt also auch immer nur eine einzige 
Lage der umhüllenden Ebene , in welcher sie irgend einer gegebenen Ebene parallel ist. In der , 
zweiten Lage ist sie unendlich weit gerückt. 

Vir erhallen, diesem Falle entsprechend, in Geniässbeit der 15. Nummer, indem wir in der 
ursprünglichen Gleichung 

V = V, 
u = ü+rv, 
t = T-l-ß'U-f^V, 
w = W' + a'ü + aV, 



setzen, und A Null nehmen: 






0 



(«B"\V ' + AT) T ü» -h V^ 



0 , 



( 6 ) 



wobei wir noch, der Kürze wegen, 

2B"V'-f Aa’ = W 

setzen wollen. Wir erhallen hier zwei verschiedene coordinirte Fälle, je nachdem und 0 im 
Zeichen übcreinstinimen oder nicht, oder, was in Folge der ersten der identischen Gleichungen IX. 
hiermit gleichbedeutend ist, je nachdem 

©.0,-(A„)« > 0, oder e,©,-(A„)’ < 0. 

Die beiden neuen, von acht nothwendigen Constanlen abhängigen Gleichungs-Formen sind hiernach: 

WT-f p’t«-h<r»V> = 0, XI. 

WT + p’ü* — o>V» = 0, ,XII. 

wobei wir die letzte Gleichungs-Form auch mit der folgenden vertauschen können: 

WT-J-(pU-l-<rV)(pll— <rV) = 0. 

Die durch diese Gleichungen dargcstellten Flächen sind die beiden Paraboloide, das elliptische 
und hyperbolische. Lm dies nicht bloss als DefiniUon hinznstellen, sondern auch nachzuweisen, 
dass diese Benennung mit der, bereits im vorigen Paragraphen angewandten, übereinstimme, wird 
es hinreichen, bloss den zweiten der beiden coordinirten Fälle näher in's Auge zu fassen. L'm die 
letzte Gleichung zu befriedigen, können wir, bei willkUhrlicher Annahme eines unbestimmitn Coef- - 
fidealen 9 , gleichzeitig 
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W- J(pU-»0) = 0. 

• .«•+ (pU + <r\^ = 0, 

ie<zen. Die erste dieser beiden Gieichnngen stelil einen Punct dar, der seine Lage bei einer andern 
Annahme von 9 ändert, die zweite einen Punct, der nach bestimmter Richtung unecdlich weit liegt. 
Diese Richtung ändert; sich mit 9, aber so, dass sic in nllcn ihren Lagen einer gegebenen Ebene, 
(derjenigen Ebene nenilich, weiche durch die beiden .Axen U und V geht) l>arallcl bleibt. Das 
System der beiden letzten Gleichungen stellt also eine solche gerade Linie dar, welche durch den 
ersten Punct geht und dieser Ebene parallel ist, und die also, wenn der \Verth von 9 nach einander 
, olle möglichen Werthe erhält, ein hvperbolisches Poraboloid beschreibt (S7). 

Wenn zugleich endlich 

A = 0, <I> = 0, 

so artet die Fläche, indem ihre Gleichung die folgende Form mit sieben nothwendigen Cunstanlen 
annimmt : 

MT+pL^ = 0, XIII. 

in eine ebene Curve aus und diese Curve ist eine Parabel. 

‘ 86. Wenn gleichzeitig 

A = 0, <1* = 0, 0, = 0, 0, = 0, 

so reducirt sich die Anzahl der nothwendigen Bedingungen auf fünf. Die umgeformte Gleichung 
.atclit, indem sie alsdann die nachstehende Form annimmt : 

WT = 0, XIV. 

ein System von zwei Puncten dar, von welchen einer, nach gegebener Richtung, 
unendlich weit liegt. 

Wenn gleichzeitig ferner; 

A = 0, E, = 0, 

oder was, in Folge der ersten identischen Gleichung I. der 10. Kummer, hiermit identisch ist, 
wenn gleichzeitig; 

A = 0, B" = 0, 

so wird die Gleichung (6) wiederum illusorisch, was aber nur in der besondern I.age der Fläche gegen 
die Axe t seinen Grund hat. Bei einer Vertauschung dieser Axe mit einer der beiden Axen u und v hürt 
diese Form, im Allgemeinen, wieder auf, illusorisch zu sein. Dann aber bleibt sie es immer, wenn 
gleichzeitig 



A = 0, 

oder, was hiermit gleichbedeutend. 


o 

II 

io 


i»i 

II 

o 


O 

II 

> 


o 

11 

< 


O 

II 


B' = 0, 


C = 0, 



in welchem Falle die nrsprüngliche Gleichung sich auf ' eine .homogene zwischen den drei Ver- 
änderlichen t, u und T reducirt, und nach der Imformung in die folgende übergeht; 



Anr» -f 1'%-f V» = 0. 



(7) 



L'm diese Ferm aus (6) abziileiten, setzen wir zuvorderst B" gleich Xull , wonach das erste Glied 
sieh auf A'T* reducirt. Ferner verschwindet ¥,j und demnach kommt, wenn wir das Quadrat 
dfeses Ausdrucks vernachliissigen, in Folge der zweiten identischen Gleichung IV. der 10. Xummer: 

^ » 

S , “ .V 
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Ferner versehwintlet A,, und n-enn wir das Quadrat dieses Ausdrucks vernachliis^rn, m Foj^e der 
3. identischen Gleichung IX. der 10. Nummer .. 






» 

' 3 ' 



Die Gleichungs-Formen V — VL des gegenwUrligen Pragraphen stellen , statt einer Fläche, eins ■ 
blosse Curve dar, und diese liegt in der Ebene der drei Puncte: 

M = 0, T = 0, ü = 0, 

Ton welchen die beiden letzten nach bestimmten Richtungen unendlich ircit liegen, oder, mit andern 
V- orten, sie liegt in der Ebene der beiden Axen T und U. In dem Fall der Gleichungs-Form (7) 
ist. an der Stelle des Punctes , der Punct V getreten, der ebenralls unendlich weit liegt. Die 
Analogie rechtfertigt uns also, wenn wir sagen, dass diese Gleichung eine ebene Curve zweiter Classe 
diirstellt, die in der Ebene der drei Puncte 

T = 0, U = 0, V = 0. 

oder, mit andern Worten, unendlich weit liegt. Einige nähere Erörterungen möchten hier wünscheas- 
werth erscheinen. 

' Mcnn gleichzeitig mit der Gleichung (7) die folgende; 

W = 0 

besteht, so stellt das 8>stem dieser beiden Gleichungen einen Kegel dar. Die Spitze desselben 
wird durch die letzte Gleichung, die Richtung der durch dieselbe gehenden Bcrilhrungs-Ebenrn durch 
'die Gleichung (7) bestimmt. Dieser Kegel wird durch eine, parallel mit sich selbst, immer weiter 
fortrUckende Ebene von gegebener Richtung in einer Curve von immer wachsenden Dimensionen 
geschnitten. Vertauschen wir die letzte Gleichung mit der Gleichung irgend eines andern Punctes, 
so rückt jener Kegel, parrallel mit sich selbst, fort und die Dnrchschnitts-Curvc in jener Schnitt- 
Ebene, ist um 8(1 mehr mit der friibern als identisch zu betrachten, je weiter diese Ebene liegt. Bei 
einer unendlich ciitferntcn I-'igc der Schnitt -Ebene ist die Identität als vollständig zu betrachten, 
nach derselben .\nschauung, wie zwei parallele Linie geraden in unendlicher Entfernung sich in einem 
Puncte, zwei parallele Ebenen sieh in einer geraden Linie schneiden. Dann hat aber auch die 
schneidende Ebene jede Spur ihrer ursprünglichen Richtung verloren, w'onach die Interscheidung 
der Durchschnitts-Curvc als Ellipse, Hyperbel und Parabel wegfiillt und wir können nur, je nachdem 
der Kegel reell oder imaginär ist, eine in unendlicher Entfernung liegende reelle oder imaginäre 
Durchschnitts-Curve unterscheiden. 

Nach dem Vorstehenden gewinnen wir die folgende .\nschauiing. Wenn wir einen gegebenen 
Kegel parallel mit sich selbst verrücken, so schneiden sich die parallelen Berührungs-Ebenen die den 
verschiedenen Lagen des Kegels entsprechen auf einer unendlich weit liegenden geraden länie. Diese 
gerade Linie, oder auch die durch dieselbe in jeder ihrer verschiedenen Lagen gehenden parallelen 
Berührungs-Ebenen, umhüllen in unendlicher Hntferniing eine Curve der zweiten Classe, 
die in dem Falle, dass der Kegel imaginär wird, oder, was dasselbe heisst, auf einen Punct sich 
reducirt, imaginär ist. Diesen beiden Fällen, entsprechen die folgenden beiden Gleichungs- Formen 
mit fünf nothwendigen Coostanten: 

*‘Ti — o»V» = 0, XV. 

*VTi -I- p’ll ä -f tr’ V’* = 0. XVL 
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f. 4. Gleichnngs-Pomi + »qi + pR» + asi = o. 



ist imaginSr, wenn der leisten Form enlsprechend, g^leichzeilig: 
s<0, A'e>0, 

sonst ist sie reell. 

Wenn insbesondere H = 0, 

so stellt die aus (7) resuliirende Glcicbnng mit vier notliwcndigen Constanlen: 



A"Ti-H3;»=0, . XVU. XVUl. 

ein Sjrstem von zwei mch zwei bestimmten Richtungen unendlich weit liegenden 
Rpnclen dar, die reell oder imaginär sind, je nachdem 



S 0 oder H >■ 0. 

Wenn neben der vorstehenden Bedingimgs • Gleichung auch noch =■ verschwindet, so wird die 
Gleichung (7) illusorisch, hUrt aber bei einer andern Annahme der ursprünglichen Richtung der 
Aze'V wrieder auf cs zu sein. Wenn aber letztlich zugleich 

■ 0 = fl, = 0, Y = 0, 

so folgt aus der -I. der identischen Qlcichlmgen IV. der 10. Nummer (weil T,, =0 nicht aber A') 

dass ^ verschwindet und mithin die GleiAung (7) auf 



= 0, XIX. 

sich reducirt, und bei bloss zwei notbwendigen Constanlen ein S^rstem von zwei Puneten 
darstellt, die nach gegebener Richtung unendlich weit liegen. 



S 4. 

Diflcnssiou der CSleichiuigii-Form 

wP» + xQi + pR» + oS» = fl 

in der sweiflnebeii Co«rdln«(en>Be<itImMans. 

37. Wir wollen zuvSrderst den vier Veränderlichen die Bedeutung von vier linearen Punct- 
Coordinaten geben. .Alsdann hängt die Bestimmung einer Fläche durch die Gleichung: 

:«P2 + pR‘ + <rS» =0, (I) 

von den vier gegebenen Ebenen 

P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0, * (8) 

und von drei CueRlcienten, im Allgemeinen also von 4.3 3= 15 Constanten ab. Unter diese« 

befinden sich also sechs überzählige. Jene vier Ebenen stehen in einer sj'mmelrischen Be- 
ziehung zu der dargcstcliten Fläche , die näher zu bestimmen uns zunächst obliegt. Oer überzäh- 
ligen Constanten wegen, kann diese Beziehung keine ausschliessliche sein. 

Nach der 85. Nummer der einleitenden Betrachtungen kUnnen wir durch die Vermittelung einer 
Fläche der zweiten Ordnung die Rcciprocität zweier Systeme constriiiren. Nehmen wir für diese 
Flädie die, durch die Gleichung (I) dargesleUte, setzen der Kürze halber 

... j 
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• jrP' 4- *<}* 4- pR' + "S J = fl, 

und bczciclflicn dicjenig:» V'rrthe der vier Veränderlichen, welche irgend einem gegebenen Punetn 
enuprechen , durch P', Q', R' und S', so siellt die folgende Gleichung : " ' 



dfl dfl 
^'•dP+'^'-dU + »' 



dfl dfl ‘ . 

•d-R+®'*^ = «' 



die Polar -Ebene des gegebenen Punctes in Reziehung auf die Fläche fl dar. Diese Gleichung gehl, ■ 
enlwickell, in die nachstehende über: ‘ ^ , 

:rP'P 4- 7^'ti + ,,R'R 4 - aS'S =0. (3) ' 

Fällt insbesondere der gegebene Punet in den gemeinschalllichen Durchschnitt dreier der vier 
Ebenen (2), namentlich der drei ersten, so reducirt sich die vorstehende Gleichung, durch das Ver- 
schwinden von P', Q' und R', auf die Gleichung der vierten dieser Ebenen, auf: 

S = 0. 

E-S sind also die Ebenen (2) die vier Polar-Ebenen der gegenüberliegenden Ecken des von 
ihnen gebildeten Tetraeders, und umgekehrt, diese Ecken die Pole der gegenüberliegenden Seiten*. 
Ebenen. Es sind ferner, was hieraus folgt, die drei. Paare gegenüberliegender kanten drei 
Paare reciproker Polar-I.inicn. 

Das von den vier Ebenen (2) gebildete Tetraeder wollen wir Pol-Tetraeder nennen. 

3S. enn eine Kante des Pol-Tetraeders gegeben ist, so erhalten wir, nach der Theorie der 
Pole, in der Voraussetzung, dass dieselbe die Fläche schneidet, unmittelbar die gegenüberliegende 
kante, wenn wir in den beiden Diirchschnitlspuncten die beiden Tangential -Ebenen der Fläche con- 
struiren und die Durchschnitts-Linie dieser Ebenen nehmen. In der Voraussetzung, dass durch die 
gegebene kante zwei Tangential -Ebenen au die Fläche sicl^ legen lassen, erhallen wir die 
gegenüberliegende, wenn wir die beiden Berührnngspuncte auf diesen Tangential • Ebenen durch 
eine gerade Linie verbinden. In dem Falle, dass keine der beiden gemachten Voraussetzungen Statt 
findet, bleibt nur übrig, die gegenüberliegende Kante als die Durchschnitts- Linie der Polar- Ebenen 
irgend zweier Punrte der gegebenen Kante, oder als die Verbindungs- Linie der Pole irgend -zweier 
durch die gegebene Kante gehenden Ebenen zu conslriiircn. 

Wenn eine Ecke des Pol-Tetraeders gegeben ist, so erhalten wir die gegenüberliegende Seiten- 
Flächc, wenn wir durch die Ecke drei beliebige Tangential-Ebenen an die Fläche und durch die drei 
Berühningspuncle auf denselben eine Ebene legen, ln derselben Ebene liegen alsdann die BerOhrunga- 
puncte auf allen Tangential-Ebenen, welche durch die gegebene Ecke gehen. Diese Ebenen umhüHen 
einen Kegel, welcher der Fläche unuchricbeii ist, und diese Fläche nach der vorstehenden Bemerkung 
in einer ebenen Curve berührt. Wenn die gegel>ene Ecke innerhalb der Fläehe liegt, das heisst, 
wenn durch dieselbe sich keine Ebene legen lässt, welche die Fläche berührt, so reducirt sich der ' 
fragliche Kegel auf einen Punet und die Berübrungs-Curve wird, indem die gegenüberliegende Selten- 
Ebene die Fläche nicht schneidet, imaginär. Lm alsdann diese Sciten-Ebeoen zu construiren, 
brauchen wir bloss durch die gegebene Ecke zwei beliebige die Fläche schneidende gerade Linien 
zu legen: die reciproken Polaren von diesen liegen alsdann beide in der verlangten Selten-Ebene. 

.Auf analoge Weise bestimmt sich, wenn eine Seiten-Ebene des Pol-Telmcdcrs gegeben ist, die 
gegenüberliegende Ecke. 

39. Die vorsteltenden Resultate, die wir hier nicht weiter ausluhren wollen, knüpfen sich, 
abgesehen von der Theorie der Pole, auch unmittelbar an die Form tjer Glciebung (1). Denn, um 
diese Gleichung zu befriedigen, künnen wir gleichzeitig, etwa 



ii‘ 



• 
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$. 4 . Gleichungs-Form nP> + >Q' pRi crS^ = 0. 

:rPi + pR*=0, S’=0, 

Selxen. Die erste dieser beiden Gleichungen slelll einen Kegel dar (24), dessen Spille (P, Q, R) 
der Dnrchscbnittspnncl der drei ersten Ebenen (2) Ist, und welcher die Fläche im Durchscknilte 
derselben mit der Ebene (S) berührt. Denn weil diese Gleichung eine algebraische Folge ans der 
Gleichung der Fläche und der zweiten der beiden vorstehenden Gleichungen ist, geht der durch die- 
selbe dargestellte Kegel durch die beiden xusamnimenfallendcn Gurren zweiter Ordnung, in welcher 
die Fläche und zwei in der Ebene S zusammenlallendc Ebenen sirdi schneiden. Der fragliche Kegel 
reducirt »ich auf eineg Piincl, wenn die drei Coelficienten seiner Gleichung im Zeichen ül>erein- 
sliffimen und dann liegt die Spitze desselben innerhalb der Fläche. 

^Vir können ferner die Gleichung (1) befriedigen, indem wir gleichzeitig etwa 
:rP» -f- *0’' = 0, Ri=0, S*=0, 

setzen. Das Srstem der beiden letzten Gleichungen stellt eine in die Kante (R, S) zosanimen- 
lallendc gerade Linie dar; die erste Gleichung, welche eine algebraische Folge aus den beiden letzten 
Gleichungen und der Gleichung der Fläche ist, stillt ein Sy stem von zwei Ebenen dar. Diese beiden 
Ebenen berühren die Fläche im Durchschnitte derselben mit der Kante (R, S), weil sie durch die 
zweimal vier Durchschnittspunctc der Fläche mit jenen vier in dieser Kante zusammcnfallenden 
geraden Linien gehen muss. Sie kOnnen reell oder imaginär sein. Im letztem Falle, der anal,rtiseh 
dadurch aosgedrUckt wird, dass tc und x im Zeichen übereinstimmen, ^ird die Fläche von der Kante 
(R, S) nicht geschnitten. 

40. Nach der vorigen Nummer ergibt sich eine rntcrscheidung der Flächen zweiter Ordnung In 
Beziehung auf ihre Pol-Tetraeder. V ic alle solche Flächen, so haben nach die imaginären ihre 
reellen Pol -Tetraeder, deren Betrachtung indess für uns kein besonderes Interesse hat. In dem 
Falle der nicht geradlinigen Flächen (des Ellipsoids, des elliptischen Hyperboloids 
und des elliptischen Paraboloids), denen die Gleichungs-Form: 

**P« ' -1- p»R> — <T»S» = 0, 

entspricht, liegt immer mir eine Ecke des Pol-Tetraeders, ncmlich (P, Q, R), innerhalb der FUebe, 
die drei übrigen (P, Q, S), (P, R, S) und (Q, R, S) liegen ausserhalb. Diesem entsprechend 
begegnet immer auch nur eine einzige der vier Seiten-Ebenen des Tetraeders, nemlich (S), der 
Fläche nicht, während die drei übrigen, (R), (Q) und (P), dieselbe in reellen Curven schneiden. 
Drei Kanten, (S, P), (S, Q) und (S, R), schneiden ferner die Fläch«, während die drei gegenüber- 
liegenden (0, R), (P, R) und (P, Q) ihr nicht begegnen. 

ln dem Falle der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung (des hyperbolischen Hyperbo- 
loids und des hyperbolischen Paraboloids), denen die folgende Glciehungs-Furm: 

w»P* + — p»R».— = 0, 

entspricht, liegen eile vier Ecken der Pol-Tetraeder ausserhalb, denn es reducirt rieh die vorstehend« 
Gleichung, welches ihrer vier Glieder auch aasfallen mag, immer anf die Gleichung eines reellen 
Kegels. Die vier Seiten-Ebenen der Pol-Tetraeder schneiden also auch die Fläche in reellen Curven. 
Von den seeha Kanten begegnen bloas zwei gegenüberliegende der Fliehe nicht, nlmlieh (P, Q). 
und (R, S), während die beiden andern Paare gegenüberiiegender Kanten, (P, R) und (Q, S), 
(P, S) und (0, R), dieselbe schneiden. 

4L Bevor wir weiter gehen, müssen wir die Bedeuinng der sechs willkUhrliehen Con- 
stsnten, welche die allgemeine Gleichnng: 

IS 
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,pi + »Q» + pRl+„S»=0, (1) 

einscMicssl, Biiber in s Auge fassen. 

Inden wir, wie in der 83. Nummer die Flächen zweiter Ordnung durch die allgemeine Glei- 
chung mit neun unbestimmten Coefficicnleo ; 

Ap« -f A'q’ + A"r* + A'"s» + 8B"pq -|- 8B'pr + 8Bqr -1- 8Cps + 8C'qs -|- 8C"rs = 0, (8) 

darsicllcn, können wir die vier, der Courdinaten-Bestimmung zu Grunde gelegten, Ebenen: 
p = 0, q = 0, r = 0, s = 0, ^ 

von Vorne herein willkürlich annehmen; denn, wie wir sie auch angenommen haben mOgen, wir 
können, bei gehöriger Bestimmung der nenn Constanten, immer jede Fläche der zweiten Ordnung 
durch die allgemeine Gleichung (8) ausdrückcn. Um von dieser ursprünglichen Coordinatcn-Bestim- 
mung zu deijenigen überzugehen, welche der Gleichung (1) zu Grunde liegt, haben wir nach der 
in der 1. Xiimmcr bezeichneten L'mformungsweisc zunächst 

s s S 

gesetzt, so dass also auch die Ebene (S) von Vorne herein immer noch durchaus willkürlich ange- 
nommen werden kann. Indem wir daun ferner in der ursprünglichen Gleichung r, q und p be- 
züglich mit 

r+yS, q-f-dS, p4-aS, 

vertauschen, drehen wir die drei beliebigen Ebenen (r), (q) und (p) um ihre Durchschnittslinie 
mit der beliebig angenommeneu Ebene (S) so lange, bis alle drei in dem Pole dieser Ebene sich 
schneiden. Die Ebene (r) in ihrer neuen Lage ist die Ebene (K). Diese Ebene ist aiso nur der 
Bedingung untenvorfen , dass sie durch den Pol der Ebene (S) geht und übrigens willkuhrlicb. 
Indem wir ferner das neue q und das neue p bezüglich mit 

q + P'Rt P + “'R, 

vertauschen, drehen wir die bezüglichen Ebenen um ihre Durchschnittslinie mit der Ebene (R) so 
lange, bis ihre eigene Durchschnittslinie die Polare der Kante (R, S) wird. Die Ebene (q) in der 
neuen Loge ist die Ebene (Q), und diese also bloss dadurch bestimmt, dass sic durch die Polar-Linie 
der Kante (R, S) geht, übrigens beliebig. Indem wir endlich das neue p mit 

p + o"0 

vertauschen, drehen wir die bezügliche Ebene um ihre Durchschnittslinie mit der Ebene (Q) so 
lange, bis sie die Polar. Ebene des Punctes (Q, R, S) wird, in weichem die drei Ebenen (0), (R) 
und (S) sich schneiden. Die Ebene (p) nach dieser letzten Drehung ist keine andere als die Ebene 
(P) und vollkommen durch die Fläche bestimmt, nachdem es die drei letztgenannten Ebenen sind. 

Von den sechs überzähligen Constanten finden sich hiernach drei wieder in der willkührlichen 
Annahme der Ebene (S), zwei in der willkührlichen Annahme dcr|Kante (R, S) in der Ebene (S) 
und eine endlich in der willkührlichen Anuabme des Punctes (Q, R, 8) auf dieser Kante (R, Sj. 

48 . Wenn wir, nach der zweiten in der 80. Nummer entwickelten Umformungsweise, statt 
p, durch die folgende Gleichung P einfiihren: 

p = P — a"q — a'r — as , 

so verrücken wir die ursprüngliche Coordinaten- Ebene (p) so, dass sie nach der Verrückung in 
die Polar-Ebene (P) des beliebig angenommenen Punctes (Q, R, S) lallt. Indem wir ferner, statt q, 
durch die nachstehende Gleichung Q einfQhren: 
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q = Q — Vr — b«, 

drehen wir die ursprüngliche Coordinslcn-Ebcne (q) um ihren gemeinschafUichen Durehschnittapuict 
■nie den Ebenen (r) und (s) so, dsss, nach der Drehung die DurchschnitUilinie (P, Q) die Polare 
der durch den Punct (Q, R, S) w'illkührlich gcleglcn geraden Linie (R, S) ist Indem wir endlich 
durch die folgende Gleichung: 

r = R — cs, 

R statt r einführen, drehen wir die ursprüngliche Ebene (r) um ihre Dnrchschnittslinie mit der 
Ebene s), bis sie eine solche Lage annimmi, dass ihr Durchschnittspunct (P, Q, R) mit der Kante 
(P, Q) der Pul einer willkührlich durch dir gerade Linie (R, S) gelegten Ebene (S) ist Letztlich 
ist (s) identisch mit ( 8 ). 

Hier linden sich von den sechs Uhmühligcn Constanten drei wieder in der willkührlichen 
Annahme des Punetes (Q, R, 8 ), zwei in der willkUhrlichen Annahme der durch diesen Punct ge- 
legten geraden Linie 8 ) und eine in der willkührlichen Annahme der durch diese gerade Linie 
gehenden Ebene ( 8 ). 

43. M'cnn wir durch die Kante (R, 8 ), die wir als eine willkührlich angenommene gerade 
Linie betrachten können, irgend eine Ebene legen, die wir, indem X. einen nnbestimmlen CoelTicienten 
bedeutet, durch die Gleichung: 

R4-X8 s r = 0, 

darstellen, so erhalten wir für die Gleichungen der Durchschnitts -Curve der Fläche (^ 1 ) mit 
dieser Ebene: 

r = 0 . »P« + + (pX» -i- 0 ) 8 » ( 2 ) 

Hiernach sehen wir aus der Theorie der Curven zweiter Ordnung *), dass in Beziehang anf die 
Durehschnitts-Curvo die gerade Linie ( 8 , r) — identisch mit der geraden Linie (R, 8 ) — den Dorrh- 
schnittt der beiden geraden Linien (P, r) und (0 , r) , also einen Punct der geraden Linie (P, Q) 
zum Pole bat Zanächst erhalten wir hier also den Satz, dass, wenn wir nm eine beliebige gerade 
Linie eine durch dieselbe gehende Ebene sich drehen lassen, der geometrische Ort I3r die Pole 
dieser geraden Linie, in Rcziehnng auf die verschiedenen in der sich drehenden Ebene liegenden 
Darehschnltts-Curvcn, eine gerade Linie ist, und zwar die ziigeordnete Polare der gegebenen goaden 
Linie in Beziehang auf die Fläche. 

Wenn wir insbesondere, was auf zweifache Art geschehen kann, X so bestimmen, dass 

XV-f o- = 0, 

so werden, während die schneidende Ebene in eine Tangential-Ebene übergeht, die Gleicbidigen der 
Durchschnitts-Curve 

r = 0 , wP» -f »Q* »= 0 . 

Die Bestimmung von X ist nur dann rrfll„wenn p imd o entgegengesetzte Zeichen haben, und In 
diesem Falle nur lassen sich durch die gegebene Kante (Q, R) reelle Tangential-Ebenen an die - 
Fläche legen, w-as nach derj 4U. .\ummcr darauf hinauskommt, dass die Kante (P, 8 ) die 
Fläche nicht schneidet. Je nachdem, in dieser Voraussetzung, w und x im Zeichea aberrinstimmen 
oder nicht, das heisst, je nachdem die Fläche eine nicht geradlinige oder eine geradlinige ist, gehl die 
Durchschnitts-Curve in der Tangential-Ebene in einen Punct über oder in ein Spatem von zwei 
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geraden Linien, worin also eine characteriatisclie Unterscheidung der beiden Hanptclasscn der 
reellen Flächen zweiter Ordnung liegt. M enn wir erwägen, dass das letetc Glied der zweiten Gleichung 
der Durhschnitts-Curvc (8) sein Zeichen ändert, wenn die schneidende Ebene durch die Lage der 
Tangcntial-Ebcnc hindurchgeht, so gewinnen wir ferner die folgende Anschauung. Wenn ciue Tan- 
gential-Ebene einer Fläche der zweiten Ordnung sich um eine in ihr liegende gerade Linie dreht, 
so bildet, wenn die Fläche eine nicht geradlinige ist, der Brriihningspunet in der ursprünglichen 
Lage der Ebene den Uebergang von reellen zu imaginären Durchschnitts-Curven , während, wenn 
die Fläche eine geradlinige ist, die Durchschnltts-Curvcn immer Hyperbeln bleiben, welche in der 
tirsprünglichen Lage der Ebene, durch zwei gerade Linien hindurebgehend, auf die andere Seite der 
Asjrmptoten hinübertreten. 

Diejenigen beiden Werthe von X, die den beiden Tangential-Ebenen entsprechen, wollen wir 
durch ± X' bezeichnen. Dann ist aus den nachstehenden Gleichungen: 

R = 0, S = 0, n-i-X'S = 0, R— X'S = 0, 

ersichtlich, dass die bezüglichen Ebenen, nemlich zwei Seilen-Ebenen des Pol-Tetraeders und die 
beiden Tangential-Ebenen der Fläche, welche durch die Durchschnitts -Kante jener beiden Ebenen 
gehen, in einer solchen Beziehung an einander stehen, die man eine harmonische genannt hat, 
wonach man, wenn drei der vier Ebenen gegeben sind, die vierte auf lineare W'cise bestimmen kann. 
.Auf diese W'cise ergibt sich eine dritte Constniclion der Pol-Tetraeder einer gegebenen Fläche der 
aweiten Ordnung. Wir nehmen ncmlich eine Kante desselben (R, S) willkührlich an, wodurch die 
gegenüberliegende (P, Qj als reciproke Polare bestimmt ist; wir legen ferner durch jede dieser 
beiden gegenüberliegenden Kanten eine beliebige Ebene (R), (P) und bestimmen zu jeder dieser 
beiden Ebenen und den durch die bezügliche Kante gehenden beiden Tangential-Ebenen die vierte 
haraonisebe, (S), (Q). Der wiilkührlicben Annahme einer der beiden Kanten entsprechen vier 
überzählige Constanten and jeder der beiden durch diese Kante willkührlich gelegten Ebenen ent- 
spricht eine Conatante. 

Nach dem Principe der Redprocität künnen wir, statt die durch die beiden Kanten gehenden 
Seiten-Ebenen des Tetraeders zu bestimmen, die auf diesen Kanten liegenden Ecken desselben con- 
strniren; denn anf jeder Kante bilden die bezüglichen beiden Eckpiincle und die Durcbschniltspuncte 
mit der Fläche vier harmonische Theilungspunctc. 

44. Endlich wird es uns nach den vorstehenden Erürtcrungen leicht, diejenigen Fälle zu über- 
sehen, wo in der ursprünglichen Coordinatea-Aniiahme der Grund davon liegt, dass die Verwandlung 
der allgemeinen Gleichung in eine Gleichung von derjenigen Form, mit der wir uns in diesem Para- 
graphen bcschäiUgrn, [unmöglich wird (15). Die neue Coordinaten-Bestimmung wird nemlich unzu- 
reichend, wenn die vier Ebenen (P), (Q), (R) und (S) in demselben Puncle sich schneiden, weil 
dann jede der vier entsprechenden Veränderlichen eine lineare homogene Function der drei übrigen 
.ist; wonach homogene Gleichungen zwischen vier Veränderlichen sich auf humogene Gleichungen 
zwischen drei derselben reducireu. 

Wenn wir uns zinüchst an die Betrachtungsweise der 4L Nummer halten, so ist ersichtlich, 
das« die vier fraglkben Ebenen (P), (0), (A) and (S) dann durch denselben Punct gehen, wenn 

erstens die Ebene (8), welche keine andere ist als die ursprüngliche Coordinalen -Ebene (s), 
die dargestellte Fläche berührt, weil dann die gegenüberliegende Ecke des Pol-Tetraeders io dem 
BerOhrungspnncle auf dieser Fläche liegt; 



'4 



Digitized by Google 




S. 4 . Gleiohungs-Form rf* + *Qi + pRi + wS* = 0. 



93 



zweitens: wenn die Ebene (S) die Fläche scbaeidet, aber die willkübriich in ihr anzunehniende 
Kante (R, S) die Fläche berührt. Dann wird die Ebene (R), welche zugleich durch den Pul der 

Ebene (S) geht, eine Tangential-Ebene der Fläche. Die Kante (R, S) ist aber in Folge der Ver- 

wandlungs-Formeln der 1. Nummer keine andere als die gerade Linie (r, s); 

drittens: w^ die Kante (R, S) die Fläche schneidet, aber der willkübriich anzunehniende 
Punct (0, R, S) auf der Fläche liegt, weil dann die Polar-Ebene desselben (P) eine Tangential- 

Ebene der Fläche ist. Der Punct ( 0 . K> S) ist aber, in Gemässheit der eben angezugenen Verwand- 

lungs-Formeln, kein anderer als der Punct (q, r, s). 

45. Da die Ebene (s) oder, was dasselbe ist,(S}, durchaus willkübriich bestimmt werden kann, 
so kiinnen wir insbesondere auch annehmen, dass sie unendlich weit gerückt sei und demnach die 
entsprechende lineare Function auf eine Cunstantc sich reducirt habe. Alsdann ist der gemcinsrhart- 
lichc Durchschnitt der drei Ebenen (P), (Ü) und (R) , als Pol einer unendlich weit entfernten 
Ebene, ein ausgezeichneter Punct in Reziehnng auf die Flache: er heisst Mittclpunct. Mir über- 
haupt jede durch den Mittelpunct gehende Ebene Diametral-Ebene und Jede durch denselben 
gehende gerade Linie Diameter oder Durchmesser heisst, so heissen insbesondere die drei 
Ebenen (P), (U) und (R) drei zngeordnctc Diametral-Ebenen und die drei geraden Linien 
(P, Q), (P, R) und (Q, R), in welchen diese Ebenen, paarweise genommen, sich schneiden, drei 
zugeordnete Durchmesser oder Diameter der Fläche. 

Indem wir hier wiederum von den ursprünglichen Veränderlichen p, q, r und der Gleichung: 
Ap« -f A'q’ + A"r* -f 2B"pq + 8B'pr + SBqr + 2Cp -f 2C'q + 2C"r-f D =0, (1) 

ausgehen, und die Betrachtungsweise der 41. Nummer hier übertragen, so verwandelt sich die 
Drehung der diesen Veränderlichen entsprechenden Ebenen (p), (q) und CO um ihre DurcbschnitU- 
linie mit der 0>tn unendlich weit gerückten} Ebene (s} in eine parallele Verschiebung derselben, 
bis sie durch den Mittelpunct der Fläche gehen. Es sind also 




die M'erthc der ursprünglichen Veränderlichen, welche den Mittelpunct der Fläche bestimmen. Auf 
diesen Mittelpunct als Anfangspunct der Courdinaten bezogen, wird hiernach die Gleichung der Fläche; 

Ap' + A'q» + A"r» + 2B"pq + 2B'pr + 2Bqr + '^r = Q, + ^ = «- (*) 

Da Dj eine homogene Function des zweiten Grades von p, q, r ist, so erhält sic denselbea 
M'crth, wenn wir einmal Tür diese drei Veränderlichen irgend drei M erthe willkührlich annchmen und 
dann die Zeichen dieser drei M' erthe gleichzeitig ändern. Hieraus folgt, dass jede durch den Mittcl- 
punct gehende und von der Fläche begränzte gerade Linie im Mittelpuncte halbirt wird. 

Die beiden Paraboloidc lassen sich desshalb nicht durch eine Gleichung von der Form (2) aus- 
drücken, weil ihr Mittelpunct unendlich weit liegt. 

46. Die der neuen Coordinaten- Annahme entsprechende Gleichungs-Form: 

ÄP»-h«Q*-l-pRi-l-o = 0, (3) 

enthält nur noch drei überzählige Constanten. Von diesen kommen, nach der 4L Nummer, zwei 
darauf, dass die Ebene (R) jede beliebige sein kann, die durch den Pol der Fläche (S), also durch 
den Mittelpunct gebt, und eine dtranf, dass wir in dieser Ebene einen Diameter beliebig annrhinni 
und dann durch denselben die Ebene (Q) legen können. A i die Stelle des Pol-Tetraeders ist hier 
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also eins dreiseitige kSrperliche Ecke getreten, deren Seiten-Fläehen drei sngeordnele Diametral- 
Ebenen and deren Kanten drei zngeordnete Diameter sind. Einen dieser drei Dorclinesser and eine 
der beiden durch denselben gehenden Diametral - Ebenen können wir von Vomc herein beliebig 
anncbmen. 

Nehmen «ir eine der drei Veründerliehen, etwa R, gleich Null, so stellt das Sjstem der beiden 
Qleicbungen: 

-I- xU» -H <r = 0, R = 0, 

die in der Ebene (R) lirg-cnde Durchschnitts-Curvc der Fläche dar, welche, w ie diese, von der zweiten 
Ordnung ist. Nach der Theorie dieser Gurren sind die Durchschnitlslinien der Ebene (R) mit 
den beiden Ebenen (U) »nd (P) zwei zugcordnele Diameter der Durchschnitts- Curve. Die drei 
sugeordneten Diameter einer Fläche sind also, paarweise genommen, auch zugeordnete Diameter der- 
jenigen Gurren zweiter Ordnung, in welchen die Fläche von Ebenen geschnitten wird, die die bezüg- 
lichen Paare von Diameter enthalten. 

F.S ergibt sich aus dem V'orstehenden, dass, wenn irgend drei zugeordnete Diameter einer 
Fläche der zweiten Ordnung gegeben sind, wir auch dann, wenn zwei derselben mit irgend zwei 
andern vertauscht werden, welche, wie die ursprünglichen, zugeordnete Diameter derselben Durch- 
schnilts-Gurve sind, ein Srstem dreier zugeordneter Diameter der Fläche behalten. Hiernach kOnnen 
wir uns dea Ausdrucks bedienen, dass ein Diameter einer gegebenen Diametral-Ebene 
und umgekehrt, eine Diametral-Ebene einem gegebenen Diameter zugeordnet sei. 

47. In dem Falle des Ellipsoids, dem die folgende Gleichungs-Form entspricht: 

w'*PJ-f-x’0*-i-p’R* — w« = 0, 

begegnet jeder Diameter der Fläche und jede Diametral-Ebene schneidet die Fläche in einer in sich 
geschlossenen Gurre, einer Ellipse. 

In dem Falle des zwei schaligen H rperboloids, dem die folgende Gleichungs-Form 
entspricht : 

= 0 , 

begegnet von irgend drei zugeordneten Durchmessern nur einer der Fläche, nemlich (0, R), die 
beiden andern begegnen ihr nicht, in zweien von drei zugeordneten Diametral-Ebenen, (Q) und (R), 
ist die Diuxhachnitts-Gorre eine Hrperbel, in der drillen (P) ist die Durchschnitts-Gurve imaginär. 

In dem Falle des einschaligen H/perboloids, dem die folgende Gleichungs - Form 
entspricht: 

wipt-4-x’Q* — ptRt— o» = 0, 

begegnen von irgend drei ziigeordneten Durchmessern zwei der Fläche, nämlich (P, R) und (Q, R), 
der dritte (P, Q) begegnet ihr nicht. Von irgend drei zugeordneten Diametral - Ebenen schneidet 
eine, nämlich (R), die Fläche in einer Ellipse, die beiden andern, (P) und (0), schneiden dieselbe 
in Hyperbeln. 

48. Die vier Ecken eines Pol-Tetraeders der Fläche sind die Spitzen von vier kegeln, welche 
der Fläche umschrieben sind und dieselbe in solchen Gurren berühren, die in den gegenüberliegen- 
den Seilen- Ebenen des Tetraeders liegen (39). Der neuen Coordinalen-Bcsiimmuag entsprechend, 
lUlt die Spitze eines dieser Kegel, für welchen die Berührungs-Gurve nrspriingUch in der Ebene (S) 
Ug, wenn diese Ebene anendlich weit rückt, mit dem Mitlelpuncte der Fläche zusammen. Dieser, 
ToUkommen bestimmte, Kegel, der von solchen Ebenen umhüllt wird, welche die Fläche in unend- 
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lieber EatiemuDg berühren, heUst As;mp toten-K egel. Seine Gleichong ist, indem wir die 
Gleicbungen (S) und (3) zu Grunde iegen, die folgende: 

a, = :tPi + *Q’ + pR’ = 0, 

nnd aiso für den Faii der beiden Hyperboloide reell, während er für den Fall des Ellipsoids aut 
einen Punct eich reducirt, und auch iUr imaginäre Flächen ein reeller Poiict bleibt. 

Die drei fibrigen Kegel, deren Spitzen in diejenigen drei Ecken des Pol-Tetraeders fielen, 
welche, der neuen Coordinaten-Bestimmung entsprechend , nun unendlich weil gerückt sind , gehen 
in Cylinder über, deren Gleichungen 

:tPt + -)-<7 = 0, :tP‘ + pR» -f o = 0, *Q2-f pRi + o = 0 

sind. Jeder dieser drei Cylinder berührt die Fläche jn einer Curre, welche in einer der drei zugcordnelen 
Diametral • Ebenen liegt, während die Seiten desselben dem dieser Ebene zugcordnelen Diameter 
parallel sind. 

49. Die drei Paare gegenüberliegender Kanten eines Pol-Tetraeders sind drei Paare zugeord- 
neter Polaren (37). Von jo zwei Kanten eines sulchen Paares ist , der neuen Coordinaten-Bestim- 
mung entsprechend, eine, etwa (P, Q), in einen Durchmesser übergangen, wahrend die andere (R,S) 
in der Ebene (R), das heisst, in der jenem Diameter zugeordneten Diametral-Ebene, unendlich weit 
gerückt ist. Es folgt hieraus, dass die Polar-Ebenen aller Puncte, die auf einem beliebigen Durch- 
messer der Fläche liegen, der diesem Durchmesser zugcordnelen Diametral-Ebene parallel sind, und, 
umgekehrt, dass die Pole aller Ebenen ron paralleler Richtung in gerader Linie nnd zwar auf dem- 
jenigen Durchmesser der Fläche liegen, dessen zugeordnete Diametral-Ebene in die Reihe jener 
parallelen Ebenen gebürt. Im Allgemeinen gehüren zu diesen Ebenen auch zwei Tangential-Ebenen 
der Fläche, nnd somit ergibt sich insbesondere, dass diejenige gerade Linie, welche die Berührungs- 
punele auf zwei parallelen Tangential-Ebenen verbindet, ein Durchmesser der Fläche ist, und zwar 
derjenige, welche der mit den Tangential-Ebenen parallelen Diametral-Ebene zugeordnet ist. 

30. Wenn wir endlich noch eine gegebene Fläche der zweiten Ordnung durch eine Ebene, die 
irgend einer Diametral-Ebene, etwa (R), parallel ist, schneiden, so erhalten wir, wenn X einen unbe_ 
stimmten CoeflTicienten bezeichnet, für die Durchschnitts-Curvc in einer solchen Ebene: 

R = X, 7cPi-f-xQJ-J-pX»-f-<r = 0. 

Wir sehen hieraus, dass alle Durchschnitts-Curven ähnliche und ähnlich liegende sind, und dass der 
Durchmesser (P, Q) der geometrische Ort für die Mittelpiincte derselben ist. Es ist also bewiesen, 
dass, wenn wir, nach gegebener Richtung, eine Fläche zweiter Ordnung durch parallele Ebenen 
schneiden, die Mittelpuncte der Durchschnitts-Curven dieser Ebenen in gerader Linie liegen und 
zwar auf demjenigen Durchmesser der Fläche, dessen zugeordnete Diametral-Ebene die gegebene 
Richtung hat. 7m jenen Mittclpuncten gehören insbesondere auch die Berührungspunete auf zwei 
Tangential-Ebenen. Wenn die gegebene Richtung sich ändert, so dreht sich der Durchmesser um 
den Mittelpunct der Fläche, und dieser ist also durch zwei Paare paralleler Schnitt-Ebenen voll- 
kommmi bestimmt. 

31. M ir sind in der 43. Nummer von dem allgemeinen Falle sogleich zu demjenigen Falle 
libergegangen, wo eine Seiten -Ebene des Pol -Tetraeders unendlch weit gerückt ist. Dann liegen 
gleichzeitig drei Ecken desselben unendlich weit. Diesen Uebergang kUnnen wir stufenweise machen, 
indem wir diese drei Ecken snccessive unendlich weit rücken lassen. 

Wenn bloss ein Punct des Pol-Tetraeders nach gegebener Richtung immer weiter sich entfernt 
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80 nähert sich dir grgcDÜberlif^nde Seiten •Ebene immer mehr derjenigen Dinmetral- Ebene, deren 
eugeurdneter Durchmesser die gegebene Richtung hat. Drei Kanten des Tetraeders haben eben dieM 
Richtung, «ährend die drei übrigen in der Diametral - Ebene drei zugeordnete Polaren in BezialKing 
auf die Durchschnitts- Curve sind. L'ni von der ursprünglichen Gleichung zwischen p, q, r und g 
unmittelbar zu der entsprechenden Gleichungs-Form zu gelangen, müssen wir, in GemSssheit der 4*. 
Nummer, die Veränderliche s so particularisiren, dass 

8 = q-fXr-i-ti; 

dann finden wir, io Folge der Vcrwandlungs • Formeln der 1. Nummer, für Q und R ähnliche Aus- 
drücke, wonach auch 

S = Q4->;R + S. 

Es ergibt sich hiernach die folgende Gleichungs - Form : 

:rP ' -f xQ2 -f- ,.R' -f o(y -f- ^R -t-ö) > = 0 , 

mit fünf überzähligen Conatanten. Die den linearen Functionen q, r, s (= S), R, Q ent- 
sprechenden Ebenen sind alle der gegebenen Richtung parallel. Die Ebene (P) ist die in Bede 
stehende Diametral - Ebene. 

Wenn zugleich mit (<J, R, S) noch eine zweite Ecke (P, R, S) des Pol-Tetraeders, also in 
der Diametral - Ebene (P) einer der drei zugeordnelen Pule, nach gegebener Richtung unendlich 
weit rücken soll, so müssen die beiden übrigen Pole, (P, Q, R) und (P, Q, S), auf einem Durch- 
messer (P, 0) der Fläche der Durchschnitts - Curve liegen und zwar so, dass sie, nach bekanntem 
Satze, mit den Scheiteln des Durchmessers vier harmonische Theilungspunete bilden. Dieser Durch- 
messer ist also eine Kante des Pol -Tetraeders, die ihr gegenüberliegende (R, S) ist unendlich weit 
gerückt und somit sind die beiden Ebenen (R) und (S) parallel, während die beiden übrigen in 
einem Durchmesser der Fläche sich schneiden. Die Kanten (P,*R) und (P, S) sind parallel, ebenso 
die Kanten (Q, R) und (0, S). Diesem allem entspricht: 

S = R-f-d, 

wonach sich die nachstehende Gleichungs-Form mit bloss vier überzähligen Constanten ergibt: 

,pz + ,y I + pR» + a(R + 0* = 0. 

Lm zu dieser Form aus der ursprünglichen Gleichung unmittelbar zu gelangen, müssen wir in 
Folge der Verwandlungs-Formeln der 1. Nummer 

r = R-|-yS = (/-H)S-ri 

setzen, wonach auch die Ebenen (r) und (s) parallel sind. 

Wenn endlich auch noch eine dritte Ecke des Pol-Tetraeders (P, Q, S) immer weiter sieh ent- 
fernt, so gelangen wir zu dem bereits ausflikrlich discutirten Falle, dass 8 (= s) auf eine Con- 
stante sich reducirt. 

5t. Die allgemeine Gleichung: 

:tPi-fx<}i-f pRJ-f-o = 0, ID 

stellt, wenn insbesondere a verschwindet, wodurch sie in die folgende übergeht: 

wP»-hxO»-f pR«=0, (8) 

einen Kegel dar. So wie vor dem Verschwinden von <r, bei jedem beliebigen W'erthe dieser Con- 
stanlen, die drei Ebenen (P), (Q), (R) drei zugeordnete Diametral- Ebenen, and die Durchschnitts- 
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linicn dies«r drei Kbenen (P, Q), (P, R), (Q, R) drei mgeordaete Dorehmesser der jedesmaligen 
Fläche sind, Ü behalten jene Kbenen und diese geraden Linien denselben Nomen auch fTr den Fall 
des Kegels bei. Zunächst tritt uns hier die Bcmerknug entgegen, dass irgend drei zngeordnete 
Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung mit drei zugeordneten Durchmessern des Asvm|>loten- 
Kegels Zusammenfällen C'^)- 

Setzen wir gleichzeitig; 

;tPi+*(JJ + pR5=0, S = 0, 

wobei S eine durchhiis beliebige lineare Function bedeutet, so stellt dos System dieser l>eidcn Gleichun- 
gen die Durchschnitts- Gurre des Kegels mit der Ebene (S3 dar. Die Ourchschnittslinien dieser 
Ebene mit den drei Diamentral- Ebenen (P), (Q) und (R) bilden ein Pol-Dreieck in Beziehung auf 
die Durchschnitls-CurTe, das heisst, ein solches Dreieck, in welchem die Winkelpuncte die Pole der 
gegenüberliegenden Seited sind, und dessen Seiten drei zngeordnete Polaren, dessen Win- 
kelpuncte drei zu geordnete Pole genannt werden. Es schneiden also irgend drei zngeordnete 
Diametral • Ebenen eines Kegels jede Schnitt - Fibcne in drei zugeordneten Polaren der Dnrchschnilts- 
Curve i^escr Ebenen und irgend drei zugeordnetc Durchmesser des Kegels schneiden dieselbe Ebene in 
drei zugeordneten Polen der Curve. 

Um also zugeordnetc Durchmesser und zugeordnetc Diametral-Ebenen eines Kegels zu conslruiren, 
brauchen wir bloss in irgend einer beliebigen Schnitt -Ebene irgend ein Polar -Dreieck der Durch- 
schnitts - Curve zu conslruiren; diejenigen geraden Linien, welche die Spitze des Kegels mit den 
W inkelpunctcii dieses Dreiecks verbinden, sind drei zugeordnete Durchmesser und diejenigen Ebenen, 
welche durch jene Spitze und die drei Seiten des Dreiecks gehen, drei zugeordnete Diametral-Ebenen 
des Kegels. Wenn wir ferner in einer gegebenen Ebene Tür irgend eine gegebene gerade Einic 
' den P« in Beziehung auf die Durchschnitts-Curve bestimmen, so ist die gerade Linie, welche die 
Spitze des Kegels mit diesem Pole verbindet, der zugeordnetc Durchmesser derjenigen Ebene, 
welche zugleich die Spitze des Kegels und die gegebene gerade Linie enthält. Wenn insbesondere 
eine der zugeordiiclcn Polaren einer Durchschnilts-Cnrvc unendlich weit liegt und die beiden andern 
also zugeordnetc Durchmesser derselben werden, so geht einer der drei entsprechenden zugeordneten 
Durchmesser des Kegels durch den Miltelpunct der Durchschnitts-Curve, während die beiden andern 
den zugeordneten Durchmessern die.scr Curve parallel sind. 

Es tritt uns aus dem Vorstehenden die Bemerkung entgegen, dass die Beziehung der Pole und Pola- 
ren eines Kegelschnittes, so w ic der zugeordneten Durchmesser projccliver .Art sind, das heisst, auch 
dann bestehen, wenn der Kegelschnitt in eine andere Ebene pcrspcclivisch projicirt wird. 

Nach einer frühem Bemerkung, dass irgend drei zugeordnetc Durchmesser eines Kegels auch 
zugeordnetc Durchmesser einer hclichigen Flüche zweiter Ordnung sind, die diesen Kegel zum A^mp- 
totcn-Kegcl hat, erhalten wir neue Constructionen solcher Durchmesser. Begegnet zum Rcispiol eine 
Diametral - Ebene eines Hyperboloids dem Asymptoten -Kegel desselben in zwei geraden Linien, so 
schneiden sich die Berührungs-Ebenen des Kegels in dcmjenigcji Durchmesser der Fläche, welcher 
der Diametral-Ebene zugeordnet ist: 

53. Wenn der Kegel durch das Verschwinden von p in ein System von zwei Ebenen: 

wP»-f-*Q» = 0, 

ausartet, su fällt eine der drei zugeurdneten Diametral-Ebcnca fort, die beiden übrigbleibenden : 

P = 0, Q = 0 

stehen alsdann mit den beiden gegebenen, deren Qleichnng wir folgendergeetalt a^Ssen künnea: 

• . is 
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P + XQs=0, P— iÖ = 0, * ^ ■■ 

in harmonischer Beziehung. Dass eine beliebige 3chnitt-Ebene das System ilrr vier Ebenen in 
Tier harmonischen geraden Linien schneidet, ist sogleich ersichtlich, wenn wir mit den vorstehenden 
vier Qleichangen die Gleichnng der Schnitt-Ebene zusammcnstellen, Wenn wir gleichzeitig damit 
noch die Gleichung einer zweiten beliebigen Schnitt-Ebene zosammenstellen , so drucken dieselben 
vier Gleichungen aus, dass jede beliebige gerade Linie das Svstem der vier Ebenen in vier harmo- 
nischen Theilungspuncten schneidet. *) 

54. In dem Falle eines Cvlinders, wo 0 und ©j gleichzeitig verschwinden und ^ = o-, 

©j Äj 

verschwinden Uberdiess auch A„,, A,,, Aj„ wonach die Mittelpuncts- Coordinaten a, ß, f unter 
unbestimmter Form erscheinen und der Mittelpunct beliebig auf einer festen geraden Linie, der 
Axe des Cj^linders, angenommen werden kann. Der Cvlinder wird, bei jeder andern Annahme 
des Mittelpunctes, immer durch dieselbe Gleichung (2) der 45. Nummer dargestellt werden, welche 
sich auf die Form: 

AP^-^=i.Q*-l-|^ =0, * 

A —I 

bringen Usst (17, 26). ln dieser Gleichung entsprechen den linearen Functionen P und Q zwei 
zugeordnete Diametral - Ebenen des C^iinders , welche jede Ebene in zwei solchen geraden Linien 
schneiden, die zugeordnete Durchmesser der jedesmaligen Durchschnitts-Curve sind. 

Betrachten wir endlich noch den C>lindcr als einen Kegel, dessen Mittelpunct unendlich weit 
liegt, und stellen ihn, diesem entsprechend, in der Voraussetzung, dass ‘ 

BsXP-f (iQ-f-v, • 

durch die Gleichung: 

»Pä-f xQi-f pR» = 0, 

dar, so sind die drei zugeordneten Durchmesser des Kegels in ein System von drei zugeordneten 
parallelen geraden Linien des Cvlinders, und die drei zugeordneten Diametral -Ebenen in drei 
zugeordnete, ln jenen parallelen geraden Linien sich schneidende Ebenen tibergegangen. Jede belie- 
bige Ebene schneidet die drei zugeordneten in einem Pol-Dreieck der Durchschnitts-Curve. 

Ein System zweier parallelen Ebenen, das durch die Gleichung 

pi + x = 0 

dargestclit wird, hat (P) zur Diametral-Ebene, welche zugleich der geometrische Ort für die Mittel- 
punete ist. Ein solches System kOnnen wir auch, io der Voraussetzung, dass 

QsXP-f^, 









Wir livDecii acisUcb; iodem wir die Gleichungen der beiden Schnitt-Ebenen durch 

8 = 0, r = 0, 

deratellen, P und Q eU Funclionea von a und r und einer beliebl^n drillen linearen Fuiiciion betrachten. 
In VerbinduBf mit a rs 0 reduciren aich aladann P und Q auf Functionen bloaa aweier Veränderlichen, 
wonach die vier Gleichan|teii dea Teztec nun die vier DurcAschnilfalinien in der Ebene S unmiitelbar dar» 
atellen. Weun a und r gleichieitig verachwinden, reduciren aich P und Q auf Fuacliunen einer einaigen 
Vrränderlicben, und können aladann für unaeni Geskhtspunct aU Abatäude der Durchachnitlspuncte der 
iCbene P und'(^ mit der Linie *) von einem featen Puncte dieacr Linie conalruirC werden. 
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doreh die Oleidmng 

= 0 

darstcUen , und dann stehen die beiden Ebenen (P) and (Q), weiche mit den gegebenen parallel 
sind, mit diesen in harmonischer Beziebnag, so dass die vier Fjbenen von einer beliebigen gmaden 
Linie in vier harmonischen Theilungspuneten geschnitten werden. * 

55. Nach dem Principe der Reciprocitht sind wir hier aller analjtischen Entwicklnngen in dem 
S/stem der Plan - Coordinaten, die nichts Neues darbielen würden, Uberboben. In der allgemeinen 
Gleichungs-Form : 

7.P’ +»Q‘ + pR»-f <tS* = 0, (1) 

stellen die vier Gleichungen 

p = 0, Q = 0, R = 0, 8=0, 

die vier Eckpunete eines Pol -Tetraeders der Fläche dar. Unmittelbar l^nen wir durch die Coordi- 
naten- Annahme in Evidenz bringen, dass einer, zwei oder drei dieser Pnncte nach gegebener Rich- 
tung unendlich weit gerückt sind. Dem letztem Falle entspricht die Gleichung 

-I- xT* -J- (.l > -f- oV> = 0, * (8) 

wobei die drei .Axen T, U und V drei zugeordnete Durchmesser der Fläche sind. Wenn die Fläche 
in eine ebene Curve übergeht, so erhallen wir, statt des Pol-Tetraeders ein blosses Pol-Dreieck, und 
indem zwei der drei Eckpunete desselben unendlich weil rücken, zwei zugeordnete Durchmesser der 
Curve. Artet diese Curve endlich in ein System von zwei Puncten ans, so reducirl sich das Pol- 
'Dreieck auf zwei Puncte, die mit jenen beiden vier harmonische sind. Von diesen zwei Puncten 
kann einer unendlich weit rücken; dann erhalten wir für den dritten die Mitte der beiden gegebenen. 

In der allgemeinen Plan- Coordinaten- Annahme kann die Form (1), ganz ähnlich wie früher 
in der VorausseUung von Punct-Coordinaten, durch eine solche nrsprüngUche Funaions-Bestimmung, 
in deren Folge ein Punct des Pol-Tetraeders (s), identisch mit (8), auf der Fläche selbst liegt oder 
eine Kante desselben (s, r), identisch mit (8, R), die Fläche berührt, iilnsorisch werden. Bei der 
zuletzt erwähnten besondera Coordinaten - Annahme partieuUairt sich diese Bestimmung dahin, dass 
die Form (8) dann illusorisch wird, wenn die Axe v, die mit der Axe V zusammenlallt (33) eine 
8eite des Asymptoten -Kegels ist und demnach der Punet (v) auf der Fläche unendlich weil liegt, 
oder auch, wenn die Ebene der beiden Axen v und u, welche zugleich auch die beiden Axen V und 
C enthält (33), den Asyroptoten-Kegel und hiernach auch die Fläche selbst in unendlicher Entfernung 
berührt. (35) , 



Dl8enMl«ii der Qlelcliaiics-Ferm 

tu = ^vw 

1b der zwelfBCheD C— rdlnatCB-BegtlMHing. 

56. Die Gleichung 

tu = (IVW 

ist, sowohl in dem Systeme der Punct-Coordinaten als auch in dem Systems Plan -Coordinaten, die 
allgemeine Gleichung der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung (83, 30). W ir wollen, weil in ihr das 

ts* 
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CharacttriMiseh« dieMr FUehen sich aasdrUckt, der DIiCDaaion dieser Gleichungs - Forai einen be- 
sondern Paragraphen widmen. Indem wir den nnbestimmtea Coeflicienten u in Evidenz bringen, {i.i 

klingt jede der vier in dieser Gleicbang vorkommenden linearen Funeltonen nur noch von drei Gon- V-‘ 
atanlcn ab. Die Gleichung enthalt also4.3+l = 13 Conslante und unter diesen vier überzählige. 

Zur Unterscheidung wollen wir, wenn die drei linearen Functionen in der obigen Gleichung 
Plan-Coordinalen bedeuten sollen, uns der Cursiv-Buchstaben t, u, r, in bedienen, die gewöhnliche 
Schrift aber beibehallen, wenn wir den linearen Functionen die Bedeutung von Punel-Coordinalen geben. 

57. 'Wenn wir hiernach, io der 'Voraussetzung von Punct-Coordinaten, ^ 

tu = flVW (I) ' & 

für die allgemeine Gleichung der geradlinigen Flächen nehmen, so bestimmen wir eine solche Fläche j 
durch die vier, den vier linearen Functionen entsprechenden Ebenen: 

*= 0, n = 0, V = 0, w = 0, 

nnd überdiess durch den constanlen Coefficienten fi. Wir wollen suvördcrst die Beziehung jener ^ 
vier Ebenen sur Flache betrachten, eine Beziehung, die keine ausschliessliche sein kann, weil die 
Bestimmung der vier Ebenen vier willkahriiche Constanle cinschlicsst. 

Die Gleichung der Fläche wird befriedigt, wenn die beiden Gleichungen einer beliebigen der 
folgenden vier Zusammenstellungen gleichacilig bestehen: 



1=0, V = 0, 

1=0, w = 0, 

n = 0, V = 0, 

n = 0, w = 0-, 

also liegen die vier geraden Linien (t, vj, (t, w), (u, v} und (u, w), in welch» die beiden Ebenen 
O) und (o) von den beiden Ebenen (v) und (w) geschnitten werden, itf ihrer ganzen Erstreckung 
auf der durch die Gleichung (1) dargestellten Fläche. £a bilden aber überhaupt viw Ebenen ein 
Tetraeder und die fraglichen vier Durehschnittslinien zweier derselben (!) und C») mit den beiden 
andern (v) und (w) zwei Paar# gegenüberliegender Kanten desselben. Als drittes Kanten-Paar er- 
halten wir alsdann die Durrhschnittsiinie (t, u) der beiden ersten und die Durchschnittslinie fv, w) 
der beiden andern Ebenen. Die Beziehung dieses dritten Kanten-Paares zur Fläche ergibt sich so- 
gleich, wenn wir uns erinnern, dass die vorstehnnde Gleichungs-Form ans der folgenden 

•t pi - _ u(R' — y^S) = 0, . . 

hervorgegangen ist , indem wrir 

P-|-XQ = t, P — XQ = u, 

R-i-/S = v, R— )S =w, 

gesetzt haben (7j, wonach die Darcbachnittslinie der beiden Ebenen (0 und (u), und die Durch- 
schniltslinie der beiden Ebenen (v) und bezüglich mit den Durehschnittslinien der beiden Ebenen 
(P) und (Qj und der beiden Ebenen (R) und (S) zasaramenlallt. Es sind aber die beiden Dureb- 
achnittslinien (P, Q) und (R, S) zwei ziigeordnete Polar-I.inien in Beziehung auf die Fläche (37). 

Da wir überdiess noch keine Rücksicht auf den unbestimmten CociTicienten u genommen haben, und 
dieser jeder beliebige sein kann, so ergibt sich der nachstehende Salz : 

Durch zwei Paare gegenüberliegender Kanten eines gegebenen Tetraeders 
lassen sich unendlich viele Flächen der zweiten Ordnung legen: die beiden 



a 



e 
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Kanten des dritten Paares sind angeordnets Polaren in Beziehung auf jede dieser 
Fischen. 

58. Da irgend zwei Paare gegenüberliegender Kanten eines Tetraeders ein rSnmlidies Viereck * 
bilden , dessen beide Diagonalen das jedesmalige dritte Paar gegenüberliegender Kanten sind , so 
kSnnen wir den vorstehenden Salz auch anf folgende Weise ausdrucken: 

Durch die vier Seiten eines gegeheneit räumlichen Vierecks lassen sich 
unendlich viele Flächen der zweiten Ordnung legen: die beiden Diagonalen des 
Vierecks sind zugeordnete Polaren in Beziehung auf jede dieser Flächen. 

In dieser neuen Aussage knüpft sich der Salz unmittelbar an die Bestimmung der Fläche durch 
eine Qleichung zwischen Plan-Coordinatcn. Diese Gleichung sei: 

tu = (irr. (i) 

Dann stellen die vier Gleichungen 

1 = 0, u = 0, p = 0, (0 = 0, 

vier Puncte dar. Da die Gleichung (9^, ähnlich wie früher die Gleichung (1), befriedigt wird, 
wenn gleichzeitig 

1 = 0, p = 0, 

p = 0, « = 0, 

« — 0, ip = 0, 

w = 0, f = 0, 

BO folgt dass die geraden Linien (_t, p), (p, u), Cu, m) und (ip, f) — Verbindongs -Linien der 
Puncte (0 und (u) mit den Puncten (p) und (ip) — , welche ein räumliches Viereck bilden, ganz auf 
der Fläche (2) liegen. Wie oben, so ergibt sich auch hier, dass die Verbindungs-Linien der Puncte (t) 
und (u), so wie der Puncte (v) und (w), Diagonalen jenes Vierecks, in Beziehung anf die Fläche 
zngeordnete Polaren sind. 

Um dieselbe Gruppe von unendlich vielen Flächen zweiter Ordnong durch die beiden Gleichungen 
(1) und (9) auszodrücken, brauchen wir bloss, indem wir unbestimmt lassen, die S^rmbole f, u, 
p, tp so zu bestimmen, dass sie bezüglich denjenigen vier Puncten entsprechen, welche nach dem, 
der Beweisführung der 57. Kummer za Grunde liegenden, Algurithuuis , durch die Symbole (t, v, w), 
(u, V, w), (V, t, u), (w, t, u) bezeichnet werden. Die vier Seiten des Vierecks werden alsdann in 
den beiden CoorJinaten • Bestimmungen übereinstimmend durch (f, p) und (t, v), (p, u) und (v, u), 
(u, ip) und (u, w), (tP, O und (w, t), die beiden Diagonalen desselben durch (t, u) und (t, u), 
(p, tP) und (V, w) bezeichnet. 

Durch ein und dieselbe analytische Beweisführung in den beiden Systemen der Punct- und Plan- 
Coordinaten gelangen wir, im Allgemeinen, zu zwei verschiedenen Sätzen, die durch das Princip der 
Reciprocität miteinander verknüpft sind. Daraus, dass hier derselben Beweisführung auch derselbe 
Satz entspricht, ziehen wir den Schluss, dass auch das Princip der Reciprocität von dem obigen 
Satze zu demselben Satze wieder zurückführC Ueber den Grund hiervon wird uns das Folgende 
nähern Aufschluss geben. 

39. Die vier Ebenen (t), (n), (v), (w) sind Tangential - Ebenen der durch die Gleichung (1) 
dargestellten Fläche und die Winkelpuncte (0, (u), (P) , (ip) des bezüglichen räumlichen Vierecks 
die BerUhruiigspuncte auf denselben. Die Ebene (t) zum Beispiel wird von den beiden Ebenen (v) 
und (w) in solchen zwei geraden Linien geschnitten, (t, v) und (t, w), welche in ihrer ganzen Aus- 
dehnung auf der Fläche liegen, woraus folgt, dass (t) eine Tangential-Ebene der Fläche ist und dass 
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d«r BtrBImugspiuict in du OnrcliKluiiU der beiden Linien (t, vy und (t, w), du beiut, in den Piinct 
(t, T, w) oder nach der andern Bereicbnung CS6) in den Pnnct (/) (UUt. 

Jede auf der FUehe liegande gerade Linie iit Um eigene zugeordnete Polare in Beziebung 
anf die FiBcbc. Um überhaupt nenUich die zogeordnete Poiarc einer gegebuen geraden Linie 
zu bestimmen, braucben wir nur die Durehacbnittalinien der Polar- Ebenen irgend zweier Puncte 
derselben zu eonstruiren, also, wenn die gegebene gerade Linie ganz auf der Flüche liegt, nur 
die Durchschoittslinie der Tangential -Ebenen in irgend zwei ihrer Puncte. Die gerade Linie 
(I, V) zum Beispiel geht durch die beiden Puncte (t, v, w] und (t, v, u). Durch den erstem i< 
dieser beiden Puncte geht auch die Linie (t, w) und durch den zweiten die Linie (u, >), welche 
beide ebenfallii ganz auf der Flüche liegen. Die Tangential -Ebenen in diesen beiden Puncten sind 
also diejenigen beiden Ebenen, welche einerseits durch (t, v) und (t, w), andrerseits durch 
und (u, V) gehen und also in der gegebenen geraden Linie (I, v) sich schneiden. 

60. Es milchte angemessen sein, die bisherigen Resultate, in so weit sie die Theorie der Pole 
und Polaren betrelfen, auf anah'tiscbem Wege abzuleiten. Setzen wir, indem wir hier die Punct- 
Coordinaten- Bestimmung, bloss weil sie die gewöhnlichere ist, zu Grunde legen: 

tu — pvw ~S1, 

und bezeichnen wir die Wertbe deijenigen vier Veränderlichen, welche sich auf irgend einen gege- 
benen Punct beziehen, durch t', iP, v' und w', so ist die Gleichung der Polar-Ebene dieses Puncles: 




da 



da 



da 



‘'•dT+“'dir+''^+"' 



da 

' dw 



= 0 , 



oder, wenn wir entwickeln, 

t'u -f- n't = f« I v'w w'v [ . C8) 

Wenn insbesondere der gegrbene Punet auf der Fläche liegt, so ist diese Gleichung die Gleichung 
der Tangential - Ebene in diesem Puncte. 

Wenn der gegebene Pnnct auf der geraden Linie (t, n) liegt, so reducirt sich die vorstehende 
Gleichung, durch das Verschwinden von t' und u' auf: 

V'W w'v = 0. 

Diese Gleichang stellt eine solche Ebene dar, welche durch die gerade Linie t.v,w) geht und 
um diese Linie sich dreht, wenn v' und w' dadurch andere Verthe erhalten, dass der gegebene 
Punct auf der gegebenen geraden Linie fortrückt. Die beiden geraden Linien (t, u) und (v, w) sind 
zugeordnete Polaren (57). 

Liegt der gegebene Punct auf der Fläche und zwar in dem DurchschniUspnncte der drei Ebenen 
(0, (V), (w), so reducirt sich die Gleichung (3) durch das Verschwinden von l', v' und w' auf 

t = 0. 

« 

Die Ebene (t) ist also eine Tangcntial-Ebene und der Punct (l',v',w') der Berührungspunct auf ihr. 

Wenn der gegebene Punct irgendwo auf der geraden Linie <t, v) liegt, so reducirt sich die 
Gleichung (3) durch das V'erschwinden von t' und v' ,vuf 

u't = uw'v, 

also auf die Gleichung einer Ebene, welche durch diejenige gerade fJnie (t, v) geht, auf welcher 
der gegebene Punct angenommen wurde, und um diese gerade Linie sich ganz hernmdrebt, während 
dieser Punct dieselbe in ihrer ganzen Erstreckung durehläuft. Die gerade IJnic fl, v) ist also ihre 
eigene Polare. Da der gegebene Punct auf der Fläche selbst liegt, so stellt die letzte Gleichung eine 
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5. G|^ichaDgs-Forln tu = ut«. 

TingtiitUI- Ebene der FMebe dar. )dde Ebene also, welche durch eine gegebene, auf einer Fläche 
j_^fweHer Ordnung liegende gerade Unie geht, ist eine Tangential-Ebene der Fläche, welche dieselbe 
* noch in einer zweiten geraden Linie schneidet. Auf der gegebenen geraden Linie liegt der Beruh-' 
mngspunct. 

61. Wir kiinnen nach dem Vorstehenden uns Rechenschaft Ober die vier willkührlichcn Con- 
stanten geben, welche die allgemeinen Gleichungen (1) und (fj enthalten und die unbestimmte Auf- 
gabe Iflsen, eine gegebene geradlinige Fläche in der zwiefachen Coordinaten- Bestimmung, durch 
eine Gleichung ron der fraglichen Form auszudrdeken. In dem Falle der Gleichung (1) handelt cs- 
sich zunächst darum, diejenigen vier Ebenen zu bestimmen, welche den vier linearen Functionen t, ■ 
u, V und w entsprechen, in dem Falle der Gleichung (i) di^enigen vier Puncte, auf welche die 
vier linearen Functionen t, u, v und te sich beziehen. 

7,a diesem Ende nehmen wir eine , die Fläche in irgend zwei Pnnctrn (t) und (u) schneidende 
gerade Linie beliebig an. Eine solche gerade Linie hängt von vier willkührlichcn Constanten ab. 
Dana ist dnreh die Fläche die zugeordnete Polare derselben vollkommen bestimmt und diese schnei- 
det die Fläche nothwendig in zwei reellen Pnncten (40). Die vier Durchscbnittspnncte entsprechen 
^ alsdann den vier linearen Fnnctionen der Qleicfanng (S), und die vier Ebenen, welche dnreh je drei 
dieser vier Puncte sich legen lassen und welche Tangential-Ebenen der Fläche sind, den vier linearen 
Functionen der Gleicbnng (1). 

Zugleich erg^t eich hier als theil weise Umkehrung des Satzes der 57. Nummer der folgende Satz. 

Wenn wir die beiden Durchschnitte einer gegebenen geraden Linie und einer 
geradlinigen Fläche zweiter Ordnung mit den beiden Durchschnitten ihrer znge- 
ordneten Polare und der Fläche durch vier gerade Linien verbinden, so erhalten 
wir ein solches Viereck, dessen Seiten ganz auf der Fläche liegen. Wenn wir in 
den beiden Paaren von Durchschnittspuncten Tangential-Ebenen an die Fläche le- 
gen, so erhalten wir ein Tetraeder, von dem wir sagen kiinnen, dass es der Fläche 
sogleich ein- und umgescirrieben ist. 

6F. Der Coeflcient u in den ailgemeinen Gleichungen (1) und (2) kann erst bestimmt werden^ 
nachdem die bezaglieben vier linearen Functionen vollkommen bestimmt worden sind. Wir wollen, 
nnd zwar in der zwiefachen Coordinaten -Bestimmung diesen Functionen die Bedeutung kürzester 
Abstände geben (Einl. (6 — 7). Schreiben wir in dieser Voraussetzung die allgemeinen Gleichungen 
nntcr der folgenden Form: 

VW pm 



tu’ 



tu’ 



so ergeben sich unmittelbar die nachstehenden geometrischen Deutungen. 

Wenn man von irgend einem Puncte einer gegebenen geradlinigen Fläche zweiter Ordnung auf 
die vier Seiten - Ebenen eines ihr ein- und umgeschriebenen Tetraeders Perpendikel fällt, so atehl 
das Produkt zweier dieser Perpendikel, die auf zwei, nicht auf der Fläche sieh schneidenden Selten- 
Ebenen gefällt werden, zu dem Producte der beiden übrigen in constantem Verhältnisse^ 

Wenn man von den vier W'inkelpuncten eines auf einer Fläche zweiter Ordnung liegenden Vier- 
^ccks auf eine beliebige Tangential -Ebene Perpendikel fällt, so steht das Product solcher zwei dieser 
Perpendikel, die durch zwei gegenüberliegende Winkelpunctc des Vierecks gehen, zu dem 'Producta 
der beiden übrigen in constantem Verhältnisse, 

Durch Umkehning erhalten wir hieraus die folgenden Orts- Bestimmungen: • 
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Flächen zweiter Ordnung und, zweiter Cla.si>e. 

• w enn ein Tetraeder gegeben iat, ao ist der geo'iSetrische Ort solcher Puncle, 

für welche das Product der Abstünde von zwei der vier Seiten-Ebeneii zu dem Pro- 
ducto der Abstünde von den beiden übrigen in constantem VerhSltnisse steht, eine' 
Fläche zweiter Ordnung, welche durch die vier Durchsehnittslinien der beiden 
ersten Selten-Ebenen mit.den beiden übrigen geht. Aä'enn vier Puncte im Raume 
gegeben sind, so umhüllen diejenigen Ebenen, für welche das Product der Ab- 
stände von zwei dieser Puncte zu dem Producte der Abstände von den beiden 
übrigen in constantem Verhältnisse steht, eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
durch diejenigen vier geraden Linien gebt, die die beiden ersten Puncte mit den 
beiden andern verbinden. 

63. ln dem Falle der Oleichung (1) ist irgend ein Punct der Fläche, in dem Falle der Glei- 
chung C2) irgend eine Tangential-Ebene derselben zur linearen Bestimmung von hinreichend, 
weil dadurch sowohl in dem einen Falle, als in dem andern, die vier linearen Functionen, bezüglich 
aut l’uDct und Ebene bezogen, solche vollkommen bestimmte Vüerthe erhalten, welche die Gleichung 
der F'läche befriedigen. Eine geradlinige Fläche der zweiten Ordnung ist also auf einzige Weise 
bestimmt, wenn* ein auf ihr liegendes Viereck und ausserdem entweder ein Punct oder eine Tangen- 
tial -El)ene derselben gegeben ist. 

Es kommen hierbei von den neun linearen Constanten , von denen überhaupt eine Fläche der 
zweiten Ordnung und der zweiten Classe abhängt, acht auf die Bedingung, dass eine solche Fläche 
durch die vier Seiten eines gegebenen Vierecks geht. Es ist nämlich die Bedingung, dass eine Fläche 
der zweiten Ordnung eine gegebene gerade Linie in ihrer ganzen Ausdehnung enthalte, damit als 
identisch zu betrachten, dass sie durch drei gegebene, auf dieser geraden Linie liegende Puncte gehe, 
weil eine gerade Linie, welche mehr als zwei Puncte mit einer Fläche dieser Ordnung gemein bat, 
nothwendig ganz auf derselben liegen muss. Hiernach geht eine solche Fläche durch die vier Seiten 
eines gegebenen räumlichen Vierecks, wenn sic durch vier Winkclpuncle desselben und ausserdem 
noch durch einen dritten Punct auf jeder Seile oder deren Verlängerung gebt. Wenn also die Fläche 
zugleich noch durch einen gegebenen Punct gehen soll, so ist diess damit gleichbedeutend, dass sie 
durch neun gegebene Puncte gebe, von welchen acht zu drei auf vier sidi schneidenden geraden 
Linien liegen. 

Die Bedingung, dass eine Fläche zweiter Classe (und Ordnung) durch eine gegebene gerade 
I.inie gehe, kßanen wir auch dadurch umschreiben, dass wir sagen, sie berühre irgend drei in die- 
ser geraden Linie sich schneidende Ebenen, weil, wenn durch eine gerade Linie mehr als zwei 
Tangential -Ebenen der Fläche gehen, diese Linie ganz auf derselben liegt. Die Fläche geht hier- 
nach durch die vier Seiten eines gegebenen Vierecks, wenn sie die vier Seiten -Ebenen des dem 
Vierecke entsprechenden Tetraeders und ausserdem noch eine beliebige durch jede Seite des Vierecks 
gehende F.bene berührt, \\cnn also eine Fläche der zweiten Classe durch die vier Seiten cincg 
räumlichen Vierecks gehen und überdiess eine gegebene Ebene berühren soll, ao ist diess damit 
gleichbedeutend, dass sie neun Ebenen berühre, von denen acht zu drei durch vier sich schneideade 
gerade Linien gehen. 

64. Die Gleichung der Fläche in dem Systeme der Punct- Coordinaten : ^ 

tu = uvw , (1) 

wird zwiefach befriedigt, wenn wir bei beliebiger Annahme von x und X, einmal gleichzeitig: 
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t S XV , 
XU , 


(4) 


das andere Mal gleichzeitig 


( = Xw , 


(5) 


setzen. 


Xu = fiv , 



Die beiden Gleichungen (4) stellen zwei Ebenen dar, welche durch zwei gegenüberliegende 
Seiten (t, v) und (u, w) eines auf der Fläche liegenden |Vierccks gehen und sich in einer ge- 
raden Linie schneiden, welche ebenfalls ganz auf der Fläche (I) liegt und, wenn x seinen Werth 
continiiirlich ändert, durch eine continnirlichc Bewegung die Fläche beschreibt. 

Auf gleiche Weise stellen die beiden Gleichungen (5) zwei Ebenen dar, welche durch die beiden 
ändern gegenüberliegenden Seiten (t, w) und (n, v) desselben Vierecks gehen und die sich eben- 
falls in einer geraden Linie schneiden, welche ganz auf der Fläche liegt und diese Fläche, wenn 
X seinen Werth coutinuirlich ändert, durch eine continuirlichc Bewegung beschreibt. Wir erhalten 
also eine zweifache Erzeugung derselben Fläche durch eine gerade Linie. Bei 
der ersten Erzeugung schneidet die gerade Linie in allen ihren Lagen die gegenüberliegenden 
Seiten (t, t) und (ii, w) und Tällt in zwei besondern Lagen (x = 0 und x = OO entsprechend) 
mit den beiden andern gegenüberliegenden Seiten (t, w) und (u, v) zusammen. Bei der zweiten 
„Erzeugung schneidet die gerade Linie in allen ihren Lagen die beiden gegenüberliegenden Seiten 
(t, w) und (u, v) und Tällt in zwei besondern Lagen (X = 0 und X = oo entsprechend) mit 
(t, t) und (u, w) zusammen. Je zwei Linien der ersten Erzeugung bilden also mit je zwei 
Linien der zweiten Erzeugung ein Viereck, welches, wie das ursprüngliche, ganz auf der Fläche 
liegt. Jede Linie einer Erzeugung schneidet jede Linie der andern , aber zwei Linien derselben Er- 
zeugung schneiden sich nicht. 

Diese letzte doppelte Behauptung ergibt sich unmittelbar. Sollten nemlich zwei Linien derselben ' 
Erzeugung, etwa der ersten, sich schneiden, so müssten vier Gleichungen von folgender Form: 

t = XV, t = x'v, 

XU = (IW, x'u = (IW, 

gleichzeitig bestehen können, was auf den ersten Blick sich als unstatthaft darstellt. Dagegen aber 
bestehen die vier Gleichungen (4) und (5), in Folge der Gleichung (I), gleichzeitig bei jeder An- 
nahme von X und X. 

Da die Bedingung, dass eine Fläche der zweiten Ordnung durch eine gegebene gerade Linie 
geht, von drei linearen Constanten abhängt, so ist eine solche Fläche auf lineare Weise bestimmt, 
wenn sie der Bedingung unterworfen wird, dass sie gleichzeitig durch d^ei gegebene gerade Linien 
geht. Nur dürfen, damit die Bestimmung nicht unvollständig sei, diese Linien sich nicht schneiden, 
oder mit andern Worten, sie müssen derselben Erzeugung angehören. Die geraden Linien der andern 
Erzeugung schneiden alsdann die drei gegebenen nnd sind dadurch bestimmt. Also : 

Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dass sie, in allen ihren Lagen, drei 
gegebenen sich nicht schneidenden geraden Linien begegnet, so beschreibt sie eine 
geradlinige Fläche der zweiten Ordnung. Dieselbe Fläche wird auf anderem, ganz analogem 
Wege erzeugt, wenn wir, statt der drei ursprünglich gegebenen geraden Linien, irgend drei solche 
nehmen, mit welchen, bei der ersten Erzeugung, die beschreibende gerade Linie während ihrer Be- 
wegung zusammengefalien ist. Bm dieser zweiten Erzeugung bezeichnen die drei ursprünglich gege- 
benen geraden Linien besondere Lagen der die Fläche beschreibenden geraden Linie, di* wir beliebig 

14 
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mit Md«m Lagen vertauacben können, ohne dasa die erste Erzeugung dadurch irgendwie sieb. ^dert 
Es ist nur eine andere Ausdrueksweise , wenn wir eine gerade Linie, die drei gegebene scbM&t, 
als eine solche bezeichnen, die mit diesen in denselben drei Ebenen liegt. k» 

Durch jeden gegebenen Punct einer der drei gegebenen geraden Linien lOsst sich eine einzige 
Linie legen, welche auch den beiden andern begegnet. Um diese zu construiren, brauchen wir 
bloss durch den gegebenen Punct und eine dieser beiden letztgenannten Linien eine Ebene zu legen, 
und den einzigen Punct, in welche diese Ebene die andere dieser beiden Linien schneidet, mit dem 
gegebenen Puncte durch eine gerade Linie zu verbinden. 

Zugleich ist ersichtlich, dass es im .\llgcmcineu zwei gerade Linien gibt, welche vier gegebene 
gleichzeitig schneiden, weil eine Flüche zweiter Ordnung durch irgend drei der gegebenen vollständig 
bestimmt ist und dann von der vierten in zwei Puncten gcsclinitlen w ird, durch welche die beiden zu 
construirenden Linien auf einzige AVeise sich legen lassen. 

65. .An die vorige Nummer knüpft sich auch die Losung der folgenden Aufgabe: 

Wenn drei Linien derselben Erzeugung eines einschaligen Hyperboloids ge- 
geben sind, den Mittelpunct desselben zu finden. 

Wenn drei Linien einer Erzeugung gegeben sind, so können wir diejenigen drei Linien der 
andern Erzeugung, welche denselben bezüglich parallel sind, unmittelbar construiren. Legen wir 
nemlicb durch die zweite der drei gegebenen geraden Linien eine Ebene parallel mit der ersten, so.'^. 
schneidet diese Ebene die dritte in einem einzigen Puncte. Legen wir durch diesen Punct eine 
gerade Linie parallel mit der ersten gegebenen, so gehört dieselbe der andern Erzeugung an. Denn«' 
diese Construction ist bloss eine Modification der Constroction derjenigen geraden Linie, welche 
durch einen gegebenen Punct der ersten gegebenen geraden Linie geht und die zweite und drille 
gegebene schneidet (64); eine .Modification, die dadurch bedingt wird, dass der gegebene Punct auf 
der ersten gegebenen geraden Linie unendlich weit rückt. Auf gleiche M eise erhalten wir die beiden 
andern gesuchten geraden Linien, und somit ein der Fläche aufgeschriebenes Sechseck, dessen je 
awei auf einander folgende Seiten verschiedener Erzeugung augehOren nnd dessen gegenüberliegende 
Seiten parallel sind. Durch die drei Paare gegenüberliegender Seiten lassen sich drei Ebenen legen 
und diese drei Ebenen schneiden sich in dem zu construirenden Alittelpunclc. 

Um diese Construction zu rechtfertigen, brauchen wir bloss zu erwägen , dass überhaupt der 
Darchschnittspuncl zweier Linien verschiedener Erzeugung eines Hvperboloids , in Dezichung auf 
dieses, der Pol (Berübrnngspunct} der durch dieselben beiden Linien gelegten (BcrUhrungs-)Ebene 
ist. Der Durcbschniltspunct der drei Ebenen, welche sich durch die drei Paare gegenüberliegender Seiten 
irgend eines der Fläche aufgeschricbenen Sechsecks legen lassen, ist also der Pol derjenigen Ebene, 
welche ^ie drei Durchscbnittspuncle der drei Paare gegenüberliegender Seiten enthält, insbesondere also 
der Mitlelpunel der Fläche, wenn diese Ebene, wie im vorliegenden Falle, unendlich weit gerückt ist. 

Der Mitteipnuct der Fläche liegt ofieobar auch zugleich auf denjenigen drei geraden Linien, 
welche in der Milte zwischen je zwei parallelen Seiten hindurchgehen, und kann als der Durchschnitt 
je zweier derselben construirt werden. Diese drei geraden Linien sind zugleich Seilen des Asvmpto- 
ten-KegcIs des Hyperboloids. 

66. Um auf analvtischem M'ege direct darzulegen, dass eine gerade Linie, welche in allen 
ihren Lagen drei gegebene gerade Linien schneidet, eine Fläche der zweiten Ordnung beschreibt, 
ist es hinreichend, nachzoweisen, dass diese drei geraden Linien sieh immer durch drei Gleichungcn- 
Paare von folgender Form darstellen lassen; 



Digitized by Google 




S. Ä. Gleichnngs-Fonn ta = f»vw. 



19T 



t = 0, T = 0, 

u = 0, «- = 0, 

t = Xw, Xn = fiv. •) 

Denn aUdonn kOanea wir den Gleichuogren derjenigen geraden Linie, welche die drei gegebenen 
schneidet, die folgende Form geben: 

i = XV, XU = uw. 

Es bedeutet hierbei x einen unbestimmten Coellicientcn; durch Elimination desselben zwischen den 
vorstehenden Gleichungen ergibt sich für die Gleichung der durch die Bewegung dieser geraden Linie 
erzeugten Fläche: 

tu = ;ivw. 

67. Wir wollen uns nochmals zu der Constrnction der Fläche durch den Durchschnitt der 
beiden Ebenen (4) der 64. Nummer zuriiekwenden. Die eine dieser beiden Ebenen, etwa die erste 
derselben, geht, weil der unbestimmte CoefTicient x ganz willkührlich angenommen werden kann, 
nach beliebiger Richtung durch die Vicrecks-Seite (t, v) und schneidet immer die Fläche in einer 
zweiten geraden Linie, welche auch mit der gegenüberliegenden Vierecks-Seite (u, w) io derselben 
^benc, ncmlich in der zweiten der beiden Ebenen (4), liegt. Ist also irgend ein Punct der Fläche 
gegeben, so kSnnen wir diese Ebenen beide durch diesen Punct legen und erhalten alsdann als 
Durchschnittslinie derselben eine ganz auf der Fläche liegende, durch den gegebenen Punct 
gebende gerade IJnie. Diese gerade Linie gehört, weil sie mit jeder der beiden Vierecks-Seiten 

(t, v) und (u, w) in derselben Ebene liegt und diese Seiten also schneidet, mit den beiden andern 

gegenüberliegenden Seiten des Vierecks, mit (t, w) und (u, v), der ersten Erzeugung der Fläche 
an. Eine zweite durch den gegebenen Punct gehende, mit (t, v) und (u, w) der zweiten Erzeug- 
ung angehOrige gerade Linie erhalten wir, wenn wir in den vorstehenden Erörterungen an die ' 

Stelle der beiden Ebenen (4) die beiden Ebenen (3) setzen. 

• 

*) Ks isl kUr, dass wir, bei gehöriger FuncUonen-BeAlinmuDg) irgend drei gerade Linien durch die folgen- « 

den drei Paare von Gleichungen: 

t-H«v = 0, v-f-?t = 0, 

n = 0, V = 0, 

(t + cv)-f «(v-f?t)-f?w = 0, y(t-t-cv)-t-(v + «t)-i-Jn = 0, 

darstellen kSnaen, wobei ( und { awei witlkührlich nnaunehaiende Conetante bedeuten. Belacn wir 
tnbejoiidere: 

£ = — a, 5 = — y, 

90 gehen die Gleichungen der dritten geraden Linie in die folgenden über: 

(1 — ay)t-t-^w = 0, du-|-(l — ay)v = 0, 

und wenn uberdien: 

^ 

in die folgenden: » 

t = Xw Xa ^ fxr. 

Die durch daa erste Gleichungen -Paar dargeatellte gerade Linie bleibt uaverindert dieselbe , wetebt 
Werihe c und § aoeh erhalten mögen. Indem wir in densrlbsn beide unbestimmte Csefficieoten glmeh s 

Null setaeny erballen wir die Gleichangen des Textes. 

I4‘ 
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Wenn ein aut einer Flüche der zweiten Ordnung liegendes Viereck und irgend ein Punct der 
Flüche gegeben sind, so erhalten wir also onmittclbar zwei neue gerade Linien, die auf der Fläche 
liegen und in dem gegebenen Punete sich schneiden. Hiernach sind drei gerade Linien der einen 
und drei gerade Linien der andern Erzeugung bekannt, so dass wir, nach der &4. Nummer, die 
Fläche auf zweifache \Yeise durch die Bewegung einer geraden Linie beschreiben können. ! 

68 . Diejenige Ebene, welche zwei gerade Linien, die auf einer Fläche der zweiten Ordnung 
liegen und in einem gegebenen Punete derselben sich schneiden, enthält, ist die Berührungs-Ebene in 
diesem Punete, Hieran knüpft sich unmittelbar die Lösung der nachstehenden Aufgabe: 

Wenn ein räumliches Viereck, dessen Seiten ganz auf einer Fläche der 
zweiten Ordnung liegen, und ausserdem ein Punct derselben gegeben sind, in 
diesem Puncto die Tangential-Ebene der Fläche zu construiren. 

Man lege durch den gegebenen Punct und zwei gegenüberliegende Seiten des Vierecks zwei 
Ebenen, die sich in einer ersten, und durch denselben Punct und die beiden andern gegenüberliegen- 
den Seiten ebenfalls zwei Ebenen, die sich in einer zweiten, durch den gegebenen Punct gehenden, 
geraden Linie schneiden. Diejenige Ebene, welche dic.se beiden geraden Linien enthält, ist alsdann 
' die verlangte Tangential-Ebene. 

Die beiden geraden Linien sind, wenn, umgekehrt, die Tangential-Ebene gegeben ist, dadurchf 
bestimmt, dass sic bezüglich die beiden Paare gegenüberliegender Seilen des Vierecks schneiden, und 
somit erhalten wir die Ixisung der neuen Aufgabe: 

Wenn ein räumliches Viereck, dessen Seiten ganz auf einer Fläche der zwei- 
ten Ordnung liegen, und ausserdem eine Tangential-Ebene derselben gegeben 
ist, den Berührungspunct auf dieser Tangential-Ebene zu bestimmen. 

Die gegebene Tangential -Ebene schneidet Jedes Paar gegenüberliegender Seiten des Vierecks in 
zwei Puncten,' die wir durch eine gerade Linie verbinden können. Die beiden hiernach sich ergeben- 
den geraden Linien liegen ganz auf def Fläche und schneiden si(h io dem verlangten BerUhrungspuncte. 

Zugleich können wir, wie in dem Falle der vorigen Nummer, die Fläche durch eine gerade 
I.inie auf zweifachem Wege beschreiben. 

69. Wir brauchen, wie oben gezeigt ^worden ist, nur zwei gegenüberliegende Seilen des Vier- 
ecks, das heisst, zwei ganz auf der Fläche liegende und sich nicht schneidende Linien zu kennen, 
um sogleich durch Jeden gegebenen Punct der Fläche eine neue ganz auf derselben liegende gerade 
Linie, welche Jene beiden schneidet, legen zu können (67). Ebenso können wir, wenn statt des 
Puncles eine Tangential-Ebene der Fläche gegeben ist, in dieser Ebene eine gerade Linie bestimmen, 
welche die beiden gegebenen schneidet (fiS). Hieran knüpft sich unmittelbar eine Lösung der 
nachstehenden vier Aufgaben. 

Eine Fläche zweiter Ordnung durch die Bewegung einer geraden Linie zu 
beschreiben, wenn, ein für alle Mal, zwei sich nicht schneidende gerade Linien 
gegeben sind, welche ganz auf der Fläche liegen sollen, und Uberdiess 
erstens: drei Punete der Fläche, 

zweitens; zwei Punete und eine Tangential-Ebene, 
drittens: ein Punct und zwei Tangen tial - Ebenen,' 
viertens; vier Tangential-Ebenen der Fläche. 

, In allen Fällen erhallen wir nemlich, den gegebenen Puncten und Tangential -Ebenen ent- 

sprechend, drei gerade Linien, welche ganz auf der Fläche liegen und die beiden gegebenen geraden 
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Lioim ichDciden, und also dcrtclbea Erzeugung angehörcn. Ferner erhalten wir in jedem gegebenen 
Puncte eine Tangential Ebene , auf jeder gegebenen Tan^ntial-Ebcne den Bcnibrungapunct. 

Zugleich begegnen wir, bei der Betraebtungsweise der gegenwdrtigen Nummer, der Bemerkung, 
dass alle Flächen der zweiten Ordnung, welche zwei gegebene gerade Linien in ihrer ganzen Aus- 
dehnung enthalten und Uberdiess entweder durch einen gegebenen Punct gehen oder eine gegebene 
Ebene berDhren, sich ausser in den beiden gegebenen geraden Linien noch in einer dritten, diesen 
begegnenden geraden Linie schneiden. Wenn alle Flächen überdiess noch durch zwei gegebene 
Puncte gehen, oder zwei gegebene Ebenen berühren, so geben sie noch durch zwei feste gerade 
Linien, welche den gegebenen begegnen, also durch die Seiten ein und desselben räumlichen Vierecks. 

Endlich ist ersichtlich, dass irgend zwei Flächen der zweiten Ordnung, welche durch zwei 
gegebene sich nicht schneidende gerade Linien gehen, auch ausserdem noch zwei andere sich nicht 
scKneidende gerade Linien enthalten, so dass die Durchschnitts -Curve der beiden Flächen in ein 
räumliches Viereck ausniict. 

70. Da w ir , wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien , die ganz auf einer Fläche der • 
zweiten Ordnung liegen, gegeben sind, durch jeden Punct der Fläche eine gerade Linie legen kOnnen, 
die ebenfalls ganz in dieselbe Tälll, so ist klar, dass, wenn dieser Punct auf der Fläche eine Curre 
beschreibt, \on der geraden Linie, welche durch denselben geht, die Fläche selbst beschrieben wird. 
Artet jene von dem Puncte beschriebene Curre in eine gegebene, auf der Fläche liegende dritte 
gerade Linie aus, welche die beiden ersten nicht schneidet, so erhalten wir den Satz der 64. Nummer. 
Wir kilnnen insbesondere für jene Curve auch denjenigen Kegelschnitt nehmen', in welchem eine 
beliebige Ebene die Fläche schneidet nnd der hiernach nothwendig auch durch die beiden gegebenen 
geraden Linien gebt. Ein solcher Kegelschnitt ist insbesondere dann bestimmt, wenn ausser diesen 
beiden geraden Linien irgend drei Puncte der Fläche gegeben sind. Ebüin legen wir durch diese 
drei Puncte eine Ebene, so wird diese die beiden geraden Linien in zwei Puncten schneiden, wo- 
nach wir lunf Puncte und somit einen vollkommen bestimmten Kegelschnitt erhalten, durch welchen 
die fragliche Fläche geht. 

Wenn man um zwei gegebene, sich nicht schneidende, gerade Linien zwei 
Ebenen sich so drehen lässt, dass ihre Durchschnittslin ie einem gegebenen Kegel- 
schnitte, welcher durch jene beiden geraden Linien |j|^[^ >n allen ihren Lagen 
begegnet, so beschreibt diese Durchschnittslinie eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Die beschreibende gerade Linie ist, mit andern \ä'urten, der Bedingung unterworfen, dass sie 
die gegebenen geraden Linien und den Kegelschnitt fortwährend schneidet. 

Analoge Resultate, die mit den vorstehenden durch das Princip der Reciprocität verknüpft sind, 
ergeben sich , wenn ausser den beiden ganz in die Fläche fallenden geraden Linien , irgend eine 
AbwickelungsRäche, die durch eine die Fläche fortwährend berührende Ebene umhüllt wird, gegeben 
ist. Die umhüllende Ebene enthält alsdann, in allen ihren Lagen, eine der Fläche angehörige gerade 
Linie, welche die beiden gegebenen schneidet und dabei nicht aufliürt, die Abwickelungs-Fläche zu be- 
rühren. Für diese künnen wir eine gerade Linie nehmen, und kommen dann auf den Satz der 64. 
Nummer wieder zurück, oder auch einen der Fläche umschriebenen Kegel. Wenn ausser den beiden 
gegebenen geraden Linien noch drei Tangential-Ebenen auf der Fläche gegeben sind, so ist dadurch 
auf lineare Weise ein der E'läche umschriebener Kegel der zweiten Ordnung bestimmt, dessen Mittel- 
pnnct der gemeinsame Durchschnitt der drei gegebenen Tangential-Ebenen ist und welcher ausserdem 
diejenigen beiden Ebenen berührt, die durch diesen Mittelpunct und durch die beiden gegebenen gera- 
den Linien gelegt werden künnen. 
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Eine gerade Linie, « eiche aich so be«eg't, dass sie zwei gegebenen, sieh nicht 
schneidenden geraden Linien fortwährend begegnet und Oberdiess einen geg'ebe- 
nen Kegel zweiter Ordnung, welcher Ton jenen beiden geraden Linien berührt 
wird, ebenfalls berührt, erzeugt, in ihrer Bewegung, eine Fläche der zweiten 
Ordnung. 

71. Beror wir die bisherigen ErOrtemngen unter einem aiigemeinen anai^tischen Gcsichtspnnct 
zusammenfassen und dadurch erst den einzelnen Resultaten in dem grOssern Ganzen ihre richtige 
Steile anweisen, wollen wir zuvor noch in dieser Nummer des Weg andenten, auf dem wir zu den- 
selben Constrnctionen und Sätzen mit derselben Leichtigkeit auch dann gelangen können, wenn wir 
die allgemeine Gleichung in Plan-Coordinaten: 

tu = urtp Qt) 

zu Grunde legen. Aehnlich wie in der 64. Nummer, können wir diese Gleichung auf doppelte W>ise 
befriedigen, indem wir, bei beliebiger Bestimmung von x und X, gleichzeitig, einmal 



, t = xc, 

XU = iiec, 

das andere Mol 

/ = Xtf , 
Xu = ut. 



(«) 

( 7 ) 



setzen. Die beiden Gleichungen (6) Itellen zwei Puncte dar, welche auf den beiden gegenUber- 
liegcndcu Vierecks- Seiten (f, c) und (u, u?) liegen. Diejenige gerade Linie, welche diese beiden 
Puncte verbindet, beschreibt, wenn x sich continuirlich ändert, die Fläche (t). Die zweite Erzeug- 
ung dej- Fläche ist durcl^ die Gleichungen (7} bezeichnet, welche auf ganz analoge Weise zwei 
Puncte darstellen, die auf den beiden andern gegenüberliegenden Vierecks-Seiten (f, u?) und (u, v) 
liegen und durch welche, in ihren verschiedenen durch x bezeichnelen Lagen, die erzeugende gerade 
Linie geht. 



Die vier Puncte: 



/ = 0, r = 0, f = xt, t = — xp, 

die auf der Vierecks-Seite (f, r} liegen, sind vier diarmoniache Theilungspuncle. Die vier durch 
diese Puncte gehenden Linien der andern Erzeugung schneiden die gegenüberliegende V'ierecks-Seile 
(u, ir) in den vier Puncten: 

IT = 0, U = 0, XU = fl», XU = — II», 



und diese sind wiederum vier harmonische Theilungspuncle. 

Wenn vier Linien der ersten Erzeugung einer geradlinigen Fläche zweiter 
Classe (und Ordnung) eine Linie der zweiten Erzeugung in vier harmonischen 
Puncten schneiden, so wird jede Linie dieser Erzeugung von ihnen harmonisch 
geschnitten. 

Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar, dass sechs fJnien der ersten Erzeugung alle Linien 
der zweiten Erzeugung in den Puncten einer Involution schneiden, wenn dieses fdr eine dieser 
Linien stattilndet. (Vergl. System, Erster Abschnitt ^ 1, 31 — 33) Wenn wir statt der Gleichung 
(S) die Gleichung der Fläche in Pnnct-Coordinaten (1) zu Grunde gelegt hätten, so wären wir auf 
gleichem Wege zu dem nachstehenden Satze gelangt, der mit dem obigen durch das Princip der 
ReciprocitSt verknüpft ist. 



I 
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Gleichungs-Form 



.f 



Vier harmonische Ebenen, welche beliebig durch eine Linie der ersten Erzeu- 
gung gelegt werden, schneiden die Fläche in solchen vier geraden Linien, die mit 
jeder andern Linie der ersten Erzeugung ebenfallN in vier harmonischen Ebenen 
liegen. •) * 

72. Tta« Characteristische der beiden Gleichungs-Formen (4) der C4. Kumr r besteht, 
allgemein aufgeCisst, darin, dass, wenn wir durcii die erste dieser beiden Gleichungen eine belie- 
bige, durch die gegebene gerade Linie (t, r) gehende Ebene darstellcn, die zweite Gleichung eine 
solche Ebene darstellt, welche durch die gegebene gerade Linie (u, w) gebt und durch die erste 
Ebene auf lineare Weise bestimmt ist. L'nd, umgekehrt, wenn zwei Systeme durch zwei 
gegebene, sich nicht schneidende gerade Linien (t> ‘‘"‘1 (a, w) gehender Ebenen sich linear ent- 

sprechen, so kfinnen wir sie, indejn wir x als unbestimmten CocITicientcn betrachten, durch die beiden 
Qleichungen (4) ausdrUcken. Die Durchschniltslinie irgend zweier sich entsprechender Ebenen liegt 
auf einer Fläche der zweiten Ordnung. 

^ Dieselben Gleichungs-Formen rühren, wenn wir den Veränderlichen die Bedeutung von Plan- 
Coordinaten geben, zu dem Resultate, dass die Gleichungen (6) der vorigen Xomnicr, wenn x einen 
unbestimmten Coefllcientcn bedeutet, irgend zwei Systeme von solchen Puncten, die auf den gegebenen 
beiden geraden Linien (t, v) und (u, w) liegen und sich linear entsprechen, darstellcn. 
Verbinden wir je zwei sich entsprechende Puncte durch gerade Linien, so liegen diese auf einer 
Fläche zweiter Classc (und zweiter Ordnung). Hiernach ergeben sich die folgenden beiden, durch 
das Band der Reciprocität mit einander verknüpften allgemeinen Sätze. 

Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien gegeben sind, um 
weiche man, als um feste Axen, zwei Ebenen sich so drehen lässt, dass injeder 
Lago eine der beiden Ebenen durch die andere auf lineare Weise bestimmt ist, 
so beschreibt die Durchschnittslinie derselben eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien gegeben sind, auf welchen 
zwei Puncte sich so bewegen, dass für jede Lage des einen Punctes die Lage des 
andern auf lineare Weise bestimmt ist, so beschreibt die Verbindungslinie der 
beiden Pnncte eine Fläche der zweiten Classe. 

Diese beiden allgemeinen Sätze lOsen sich in eben so viele besondere auf, als es besondere 
Arten des linearen Enispreehens von Ebene und Ebene, von Piinct und Piinct gibt. 

M enn namentlich die beiden Ebenen dadurch bestimmt werden, dass sie durch einen gegebenen 
Punct gehen, und dieser Punet auf einer gegebenen dritten geraden Linie, oder auf einem gegebenen, 
die beiden ersten gegebenen geraden Linien schneidenden Kegelschnitt furtrückt, so sind dadurch die 
beiden Ebenen (4) auf lineare Weise durch einander bestimmt, und somit gibt die Partieularisirung 
des ersten der beiden vorstehenden Sätze, sogleich den Satz der 64. Nummer und den ersten Salz 
der 70. Nummer. Auf analoge Weise gibt die Particularisation des zweiten der beiden vorstehenden 
Sätze den eben angezogenen Satz der 64. und den zweiten Satz der 70. Nummer. Geben wir nament- 
lich dem erstgenannten dieser beiden Sätze die folgende .\ussage: 



Als vier barmoaiseb« Ebenen werden boIcIm beseiebaet^ die in derselben gcrttleu l.inie sich schneiden 
und durch Gleichiui|^enp in beliebigen Paact*C’oordin«(enj von der Form: 

p = 0, 9 = 0, p = *9, p = — *9i 

darfestellt werden. 8i« sind als die cnlUneare lingestalUinn^ von solchen vier Ebenen naaissebenp van 
welchen swei diejcntfcn Winkel halbiren, welche von den beMeii aadem gebildet werden 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter 



Wenn zwei einander nicht schneidende gerade Linien und ausserdem noch eine dritte solche 
gerade Linie gegeben sind, und man dreht um die dritte gerade Linie eine durch dimelbe gelegte 
Ebene, su schneidet diese Ebene in ailen ihren Lagen jede der beiden ersten geraden Linien. Bie- 
jenige gerade Linie, welche zwei entsprechende Durchschnittspuncte verbindet, beschreibt eine Fliehe 
der zweiten Classe; 

so sehen wir sogleich, wie er in dem zweiten der vorstehenden aligemeinen Sitze enthalten ist. 

Wir können leicht noch neue Beispiele hinzurdgen. * 

Zwei solche Ebenen, welche durch zwei gegebene gerade Linien gehen und überdiess auf ein- 
ander senkrecht stehen, sind gegenseitig auf lineare Weise durch einander bestimmt, wonach der 
folgende Satz sich ergibt. 

\\ enn man durch zwei gegebene, sich nicht schneidende gerade Linien zwei 
Ebenen so sich drehen lässt, dass sic fortwährend auf einander senkrecht stehen, 
so beschreibt ihre Durchschnittslinie eine Fläche der zweiten Ordnung. *) 

In eine nähere Discussion der beschriebenen Fläche können wir hier nicht eingehen, sehen aber, 
dass dieselbe besondem Beschränkungen untenrorfen sein muss, weil sie nur von acht Constanten, 
die den beiden gegebenen geraden Linien entsprechen, abhängt. ^ 

73. Wenn wir die allgemeinen Gleichungen (I) und (S) folgendergeslalt schreiben: 

‘ O) 4 = (*) 



V u ’ 



so können wir sic als daraus bervorgegangen betrachten, dass wir den unbestimmten Coefficienten x 
bezüglich aus den beiden Gleichungen (4) und (6) nehmen und einander gleich setzen. Dann 



Wenn Zweifel darüber obwallen^ ob diOp tu der geometrisclien Antclituuiig eolDonmenea, Bedia^piikgen 
wirklich ein Unetres Enttpreelicn eimchlieasen p so gibt die tntlylitcbe Entwicklung die «icbertte Aua- 
kunft. Im rorliegenden FtUe wollen wir den AnftagtpuneC rechtwinkliger Coordiaaten in der >1ilte dca 
kärxeaten Abstandes (— 3a) der beiden gegebenen Linien nebracti und diejenige gerade Linie p in welche 
dieser Abstand fallt und welche die gegebenen rechtwinklig schneidet , xiir Axe Y wählen, wahrend wir 
den Axen Z und X eine solche Richtung geben, dass die von den Projecliotien der beiden gegebenen ge> 
raden Linien auf die Ebene ZX gebildeten Winkel durch diese Axen balbirl werden. Alsdann crhalteo 
wir für die beiden gegebenen geraden lJuien Gleichungen von naebslehender Form: 

p — a =0,/ y + a =0,1 

z — mx=0,\ z-)-mz=0. ^ 

Irgend awei Ebenen, welche durch diese beiden geraden Linien gehen, werden, indem fr und U' zwei 
»nbeslimmle Coefficienten bedeuten, durch nachstehende Gleichungen dargestellt; 

z — mz = (lO — •). 
s + mx = fi'(y-i-a). 

Sollen die Ebenen auf einander senkrecht stehen, so kommt: 

1 — m* -l-fiu' = 0, 

und wenn wir U' eliminiren, 

(z — mxj = (lO — •) 
fi(z -f mx) = (ra* — 1) O + a) 

fir die Gleichungen irgend ssreier durch die gegebene« geraden l«iaien gehenden und auf einander senk- 
recfclen Ebenen. Diese Gleiclnmgea babea die Form der Glekfaimgen (4). , 
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diM^ diese Gleichungen ein lineares Enisprechen bezüglich zweier durch (t, v) und (w, u) gehen- 
dw iSepen und zweier auf Qt, r) und (ir, u) liegender Puncte ans. 

? ''Bettachten wir aus diesem Gesichtspuncte znvOrderst die Gleichung (1), indem wir, wie früher, 
den vier linearen Functionen die Redeutnng kürzester Abstände geben, so ist — das Verlulttniss d» 
Sinus derjenigen Winkel , welche die erste der beiden Ebenen (4) mit den gegebenen Ebe- 
nen (0 und (v) und ebenso ^ das V'^erhältniss der Sinus deijenigen Winkel, welche die zweite der 

Ebenen (4) mit den gegebenen Ebenen (w) und (u) bildet, \\ eiin insbesondere die gegebenen 

t w 

^Ignen (t) und (t), so wie (w) und (u) auf einander senkrecht stehen, so bedeuten — und — die 



trigonumelrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche die beiden Ebenen (4) bezüglich mit den 
beiden fcsterf Ebenen (t) und (w) bilden. Ist in dieser letzten Voraussetzung insbesondere u = ±.l, 
so bilden die fragliehen Ebenen (4} in allen ihren Lagen gleiche Winkel mit den beiden letztge- 
nannten. Hiernach ergeben sich die nachstehenden Constructionen. 

Wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien (I, v} und fw, u) gegeben sind, so beschreibt 
die Durcbschnittslinie zweier Ebenen, welche durch diese beiden geraden Linien gehen und um die- 
'selben sich drehen, in den folgenden Fällen eine Fläche der zweiten Ordnung: 

erstens, wenn die eine Ebene mit zwei gegebenen, ebenfalls durch (t, v) geiegten Ebenen (t) 
'* und (v) Winkel bildet, deren Sinus-Verhältniss ein gegebenes Vielfache des Sinus-Verhältnisses der- 
jenigen >^inkel ist, welche die andere Ebene mit zwei gegebenen, durch (w, u') gehenden Ebenen 
Cw) und (u) bildet; 

zweitens, wenn das Verbältniss der trigonometrischen Tangenten derjenigen M’inkel, welche 
die beiden Ebenen mit zwei gegebenen, durch die beiden Umdrehungs-Axen gehenden Ebenen bilden, 
gegeben ist; , 

drittens, wenn die beiden Ebenen von beliebigen ursprünglichen Lagen mit derselben Geschwin- 
digkeit, in dem einen oder andern Sinne, um die beiden gegebenen geraden Linien sich drehen. 

Betrachten wir ferner die Gleichung C2), so kOnnen wir auf eine beliebige Ebene bezogen, als 



das Verbältniss der Abstände des Durchschnittspunctes der Ebene mit der geraden Linie (1, t') 

IV 

von den beiden Puncten (0 und (r) constmiren, und dann auch — in einer analogen Bedeutung neh- 



men. Wir erhalten also den folgenden Satz: 

Wenn zwei sich nicht schneidende gerade Linien (/, e) und (■<, m), und auf jeder derselben 
zwei feste Puncte (0 und (r), (u) und (m) gegeben sind, so beschreibt eine gerade Linie, welche 
in allen ihren Lagen die beiden gegebenen geraden Linien in zwei Puncten .M und N so schneidet, dass 



M(0 N(m) 

M(c) “ ^ \(«) ’ 

eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Wenn p insbesondere gleich Eins ist, so geht die vorstehende Bedingiings-Oleichong, wenn wir 
berücksichtigen, dass 

M(0 = M(e) + 0 ) (e), N(io) = N(n) + (io)(«), 

und Oberdiess, der Kürze wegen, 

15 



5 



Digitized by Google 



114 



Flächen zweiter Ordnung und zweiter Clause. 



seueo, ia die folgenden Uber; 



(«<)0e) _ 

( 0 («) “ 

N(«) = J.M(r). 









Dann kdaaen wir also die saccessieen Lagen der beschreibenden geraden Linie Mit dadurch einfacher 
beslimmen, dass wir die beiden Pnncte M und N als sulche bclrachtcn, die beide, mit gegebener Qe- 
schwindigkeit, onf den beiden gegebenen geraden Linien sich fortbewegen. Wir sehen indess sogleich, 
dass die erzeugte Fläche hier inshesondere ein hvperbolisches Paraboloid ist, weil, der Voranssetzang 
gemäss, die beschreibende gerade Linie einer festen Ebene parallel bleibt (27), oder auch daraus 
schon, dass sie in einer Lage anendlich weit liegt. 

74. Die beiden allgemeinen Sätze der 72. Nummer können wir auch, nach rein analytisch 
Methode, aus der allgemeinen Qleichungs-t'orm, die wir in diesem Paragraphe zu Grunde gele^ 
haben, ableiten. Indem wir die vierte der linearen Functionen t, u, v und w als liu^re Function 
der drei ersten betrachten und demnach setzen ; 

w == u + av + fit + /, (8) 



geht diese Gleichungs-Form in folgende über: 

tu = (i(n-(-OT-f.^t + r)T, 

und wenn 



u ov = s 



genommen wird, in die folgende: 

t(s — ov) =s (i(s-f ^t-fy)». • 

Diese Gleichung wird befriedigt, wenn gleichzeitig: 

8 = 0 und V = 0, 

T = 0 „ t = 0, 

t = 0 „ s-Hr = 0, 

s — av=0 „ s-f-ft-l-y = 0i 

wir erhalten somit ein räumliches Viereck, welches ganz auf der Fläche liegt. 
Nehmen wir: 



• ( 9 ) 

( 10 ) 

(») 

( 12 ) 

(13) 



(W) 



so können wir, vorausgesetzt dass diese Bedingungs-Gleichung erfüllt wird, a und ^ willkührlich 
annchmen, ohne dass die Gleichung (9) irgendwie sich ändert. Bei dieser Constanten- Aenderung 
bleiben die drei ersten Seiten des der Fläche aufgeschricbenen Vierecks, nemlich (s, v), (v, t) und 
(t, s -i- y), unverändert dieselben, während die vierte Seite, ihre Lage ändernd, die Fläche beschreibt. 
Indem wir diese vierte Seite durch die beiden Gleichungen (13) darstellen, ist sie als der Durch- 
schnitt zweier Ebenen bestimmt, welche bezüglich durch die erste und dritte Vierecks-Seite gehen, 
und, in Folge der Bedingungs-Gleichung (14)', sich linear entsprechen. Somit ist der erste allge- 
meine Satz der 72. Nummer bewiesen. 

Wenn wir a und in Debercinstimmung mit (14), beide unendlich gross nehmen, so lallt die 
vierte Vierecks-Seite mit der zweiten zusammen, wobei die Gleichungs-Form (9) illusorisch wird. 



Wenn insbesondere: 

a = 0, (id = d, 

so dass die aUgemeine Qlelchimg der Fläche, indem sie eine überzählige Conitante verliert, die fol- 
gende Form annimmt: 



« 



« 
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M = (15) 

«ird die vierte Vierecks-Seite, die wir nun durch folgende Gleichungen darstellen kSnnen : 

^ 8=^0, pt-f-y = 0 oder dt -f- (i)' = 0 , 

mit der dritten parallel. Eine Linie, welche In der Mitte zwischen diesen beiden parallelen Seilen 
hindurchgeht, ist ein Durchmesser der Fläche. Zur Bestimmung desselben erhalten wir die Gleichungen: 
s + 4r = 0i ^t-l-Jfijr = Oi 

Ebenso kSnnen wir 

^ = 0, o = d, 

setzen, dann wird die allgemeine Gleichung der Fläche 

t(s-dv) = „(s-t-y)v, (16) 

während die vierte \ ierecks-Scite , deren Gleichungen: 

* + r = 0. + r = <Ji 

der ersten Seite parallel wird, ln der Mille zwischen diesen beiden parallelen Seiten geht ein neuer 
Durchmesser der Fläche hindurch, dessen Gleichungen hiernach die folgenden sind: 

8 -f Jj- = 0, dv-l-Jy = 0. 

Die beiden vorstehend bestimmten Durchmesser schneiden sich in dem Miltelpunctc der Fläche, 
für welchen also: 



s = — ir. 



’ d ’ 



07) 



v=-iV 

L'nbcschadet der Allgemeinheit, können wir I, s, v als gewöhnliche schiefwinklige Parallei-Cuordi- 
naten x, y, z betrachten. Nehmen wir alsdann Fig- 

sin RP.\ _ mn^OZ 

“~sinQÖY’ 



OR = — 



!» = 



siuPRY ’ 

so ist POR() ein der Fläche anfgeschriebenes Viereck. Nehmen wir ferner 



OP' = — 



W 



RQ' = — 



3’ 



so -sind P'q und Q'p die beiden besondem Lagen der vierten die Fläche erzeugenden Vierecks-Seite, 
in welchen dieselbe bexäglich mit RQ und PO parallel ist, wonach wir den Mittelpunet der Fläche 
C unmittelbar cunstruiren können. 

Wenn w|g d = 0 setzen, so particularisirt sich dadurch die lineare Bedingungs-Gleichung 
(7) in die folgende: 

a-p,.(J = ü, ( 18 ) 

wonach die Gleichung der Fläche sich auf die folgenden Formen bringen lässt: 

ts = |i(s -f y)v, 
s(t— fcv) = fcrv. 

Die Fläche ist also in ein hj-perbolisches Perabeloid übergegangen, dessen Mitlelptmct (17) 
nach. derjenigen Richtung, welche durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt wird: 

8 = 0, t — fiv = 0, * 

unendlieb weit liegt. 

IJ« 
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Flächen zweiter Urdnuog und zweiter Classe. 

AndrerBcita künncn wir aber aach die Bedinguiiga-Gleichung (7) noch erweitern. Wenn wir 
swiscben dieser Bedingangs-Gleichung und ^ien beiden Gieicbongen der vierten Vierecks-Seite : 
s — av=0, 8 + (it -H r = 0, 

die beiden Constanten a und d eliminircn, so erhalten wir die Gleichung der Fläche. Die resulti- 
rende Gleichung bleibt aber auch dann vom zweiten Grade , wenn jedem Wcrthe einer der beiden 
Constanten nur ein einziger Werth der andern entspricht, was, allgemeiner als durch die lineare 
Gleichung (7}, ditrch eine Gleichung von folgender Form : 

aa + bd -|- cafi -i- d = 0, (19). 

in der die Coellicientcn a, b, c und d als gegeben zu betrachten sind, ausgedrUckt wird. Dieser 
allgemeinere Fall unterscheidet sich von dem zu Anfänge dieser Nummer betrachteten dadurch, dass, 
weil nun a und ß nicht mehr gleichzeitig unendlich werden, die zweite Seile (11) nicht .mehr auf 
der Fläche liegt. 

Ein hieher gehöriges Beispiel liefert der letzte Satz der 72. Nummer. Um ncmlich in dem 
fi^em schiefwinkligen Parallel-Coordinatcn-Systeme auszudrUcken, dass die beiden Ebenen 
y — oz = 0, y = 0, 

auf einander senkrecht stehen, erhalten wir (Magnus, Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen 
Geometrie des Raumes. S 33) die vorstehende Bedingungs-Gleichung, wenn wir 

a =5 — (cos XOY cos YOZ — cos YOZ) , b = cos YOZ cos XOZ — cos XOY , 

c = — (cos YOZ cos XOY — cos XOZ), d = sin* XOZ, 

setzen. Unbeschadet der Allgemeinheit, können wir die Axe Y senkrecht auf beiden gegebenen 
geraden Linien annehmen, wonach XOY und YOZ rechte Winkel werden. 

Nehmen wir statt der Gleichungen (13), indem wir die Plan-Coordinaten-Bestimmung der 3. 
Nummer der Einleitung zu Grunde legen, die folgenden: 

lo-i-af = 0, ic-l-(iii-|-yr = 0, 

so stellen dieselben nun zwei Puncte (x = o, y = z = 0) und (i = 0, y = ^, z = y) dar, 
die, wenn a und ß sich ändern, auf zwei geraden Linien, von welchen die erste in die Axe X ßllt 
und die andere, in der Ebene YZ, der Axe Y parallel ist, fortröcken. Entspricht jeder Lage jedes 
der beiden Puncte eine einzige I.agc des andern, was in allgemeinster Weise wiederum durch die 
Bedingungs-Gleichung (19) ausgedrückt wird, so ist der geometrische Ort für diejenige gerade Linie, 
welche die beiden gegebenen Puncte in jeder ihrer entsprechenden Lagen verbindet, eine Fläche 
zweiter Classe. ^ 

75. So lange die Gleichung 

tu = iivw (1) 

durch die wiltkUhrliche Bestimmung der vier linearen Functionen ihre .Allgemeinheit behält, stehen 
auch die vier Vierecks-Seiten (t, v), (v, u), (u, w), (t, w) in keiner ausschliesslichen Beziehung 
inr Fläche, und wir können, indem wir über die vier überzähligen Constanten beliebig disponiren, 
zugleich mit der vorstehenden Gleichung auch das Viereck particularisiren. 

Einer solchen Particularisation entspricht znm Beispiel die folgende Gleichungs-Form: 

tu = u(v-l-k) (v— X), . 5 

die nur noch zwei überzählige Constanten elnschliesst. Sie geht aus der frühem dadurch hervor, 

<• dass eine Diagonale des frühem Vierecks unendlich weit liegt und also die andere (t, n) ein Durdi- 

* 
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mesacr der Fliiciie geworden ist. Der Dnrckschnitt der drei Ebenen (t), (u) und (v) ist der Miltcl- 
punct der Fläche. Von den vier Seiten (t, v + X), (u, v+X), (i, v — X), (u, v — X) liegbn die 
beiden ersten und die beiden letzten bexiiglich in den beiden parallelen Tangential-Ebenen (v -f X) 
nnd (v — X), und schneiden sich in den beiden Scheiteln des in (t, u) fallenden Durchmessers, den 
Bcriihruugspuncten auf den beiden parallelen Tangential -Ebenen. Die erste nnd dritte Seile liegen 
io der Ebene (t) und sind einander parallel: diese Ebene ist also eine Tongential-Kbeoe , auf wel- 
cher der Berährungspunct unendlich weit liegt, nnd somit auch eine Tangential-Ebene des AsMnpto- 
ten-Kegels, der von ihr in deijenigen geraden Linie, welche die Milte zwischen jenen beiden paral- 
lelen Seiten bildet, berQhrl wird. Ebenso sind die beiden andern Seiten parallel und liegen in der 
Ebene (u), die die Fläche okcnfalls in unendlicher Entfernung berührt. 

An das Vorstehende knüpft sich zunächst die Bemerkung, dass es für jede I.age der geraden 
Linie in der einen Erzeugung eines gegebenen cinschaligcn Hvperboluids eine parallele Lage der 
geraden Linie in der andern Erzeugung gibt. 

Wenn man ferner dweh den Miltelpunct der Fläche gerade Linien legt, welche den Linien jeder 
der beiden Erzeugungen parallel sind, so ist der Ort dieser geraden Linie beidesmal ein und der- 
selbe Kegel zweiter Ordnung, und zwar der Asj mpt o tcn-K egcl der Fläche. Jede Ebene, 
welche den Asrmptoten-Kegel in einer geraden Linie berührt, schneidet die Fbächc in zwei geraden _ 

Linien, die unter sich und mit dieser Bcrührungslinie parallel sind und von derselben gleich weil : , 

absichen. ■ 

Durch neue Particularisationen künnen wir auch Uber die beiden letzten überzähligen Cunstanten , 

der vorstehenden Gleichungs-Form disponiren und zu diesem Ende etwa die V'orausselzung machen, 
dass der Durchmesser (I, u) auf den beiden parallelen Ebenen (v -f- X) und (v — X) senkrecht 
stehe. Dadurch sind dann alle überzähligen Constanlen ersehüpft. Ob diese Annahme allgemein ■ > 

statthaft ist (worauf näher cinzugehen hier der Ort noch nicht ist), hängt davon ab, ob es für jedes 
einscbalige Hyperboloid immer einen solchen Durchmesser gibt, der auf den Tangential-Ebenen in ' 
seinen beiden Scheiteln, also auch auf der zugeordneten Diametral-Ebene, senkrecht steht. 

76. Ansrdhrlicher wollen wir den besondem Fall behandeln, der bisher in den allgemeinen ' 

Untersuchungen noch eingcschlosscn war, dass die geradlinige Fläche ein hyperbolisches Para- ^ 

boloid ist. Dieser Fall ist leicht auch durch die Particularisation der allgemeinen Glcichungs- 

Form zu unterscheiden. 

Wenn wir in der allgemeinen Gleichung (1) die lineare Function v auf eine blosse Coiislonte 
reduciren, wonach sich die folgende Gleiohungs-Form ergibt: 

tu = uw, (80) 

- so ist die dargesiellte Fläche ein hyperbolisches Poraboloid. Die frühere Berührungs-Ebene v, welche i 

bisher die Fläche in den beiden geraden Linien (t, v) und (u, v) schnitt, ist nun, mit diesen beiden 
geraden Linien, unendlich weit geruckt, wodurch das bisherige ganz auf der Fläche liegende Vier- 
eck sich auf zwei einander schneidende gerade Linien (t, w) und (u, w) reducirt hat. Ohne irgend 
einer Schwierigkeit zu begegnen können wir hienuch diejenigen ModiOcationen verfolgen, welche die ' ' ■ 

früheren Entwickelungen , die sich gleichmässig auf das einscbalige Hyperboloid und das hyperbo- 
lische Paraboluid bezogen, dann erleiden, wenn sie sich nun lediglich auf die letztgenannte Fläche 
beziehen sollen. 

77. Während ein Paraboluid nnr von acht Constonten abhängl, ichliesst dieOleickang (80) deren 
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zehn ein. Von diesen kSnaen wir also zwei von Vorne herein willkfihrUeh anoebmen, was wir 
nach in der g^eomrtriachen Deotong best&tigt Inden. 

Wir können nemlich durch Einführung zweier neuen wilikährlkken Conttaoten, a nnd (i, die 
Torstebende Gleichung (SO) auch folgendergestalt Mhreiben: 

(t + «) (u -I- ji) = )iw + /it + ou + ad ; 

and wenn wir dann 

t+a = t', 
u + ^ = u', 

jiw -f- (it + au -|- a,d = fi'w', 

setzen, gelangen wir zu der Gleichung : % 

t'u' = }*'w^> 

also zu der ursprünglichen Gleichungs-Form zurück. Die beiden Ebenen (t) und (u) stehen also 
in keiner ausschliesslichen Beziehung zur Flüche; in gleicher Beziehung zu derselben stehen irgmid 
zwei andere (t') und (u'), die mit ihnen parallel sind: aber die Kichtang von solchen zwei Ebenen, 
und also auch dir Richtung ihrer Durchschnittslinie, bat eine ausschliessliche Beziehung zur Fläche, 
so dass mit dieser Flüche auch jene Richtung gegeben ist (die Richtung der Durchmesser des Para- 
boioids). Wenn wir irgend eine Lage der beiden Ebenen (t'j und (u') annehmen, so sind dadurch 
a und ;J bestimmt, und somit ist cs auch die Lage der Ebene w' und der CociTicient u'. Umgekehrt, 
können wir auch a und ß von Vorne herein auf lineare Weise dadurch bestimmen, dass wir der 
Ebene (w') eine beliebige Richtung geben, und können insbesondere auch die Annahme machen, dass 
diese Ebene auf der durch die Fläche bestimmten Richtung der geraden Linie (t', a'} oder (t, u) 
senkrecht steht — dann ist die gerade Linie (V, u') vollkommen bestimmt. 

Um also ein gegebenes hyperbolisches Paraboloid durch eine Gleichung von der fraglichen Form 
(SO) darzustellen, brauchen wir bloss irgend eine Tangential-Ebene (w^) der Fläche beliebig anzn- 
nehmen (in dieser beliebigen Annahme sind zwei willkUhrliche Constante ciiigeschlossen) , dann 
durch die beiden Durchschniitslinien dieser Tangential-Ebene mit der Fläche zwei Ebenen (t'), (u') 
zu legen, welche sich in einem (durch den BerUhrungspunct gehenden) Durchmesser (V, u') schnei- 
den. Durch die Annahme, dass die Tangential-Ebene auf der Durchinesser-Richlung senkrecht steht, 
verschwinden die beiden überzähligen Conslanten aus der Gleichung der Fläche, und dann ist die 
Darstellung derselben durch die Gleichungs-Form (20) eine einzige und vollkommen bc.stiiiimte , .so 
wie dann auch die Tangcnlial-Ebene und der durch den Berührungspunct gehende Durchmesser auf 
einzige Weise bestimmt sind. 

Wenn wir die allgemeine Gleichungs-Form (I) zu Grunde- legen, so sind (I), tut, (v) und (w) 
vier Tangential -Ebenen der Fläche. Wenn wir, um zur Gleichungs-Form (20) zu gelangen, v mit 
einer blossen Coiistanten vertauschen, so rückt die bezügliche Tongential-Elienc unendlich weit, und 
somit können wir als Definition hinstellcn, d.iss ein hyperbolisches Paraboloid eine solche gerad- 
linige Fläche zweiter Ordnung ist, alle eine unendlich weit liegende Ebene berührt- Die Ebene (w) 
oder überhaupt (w'> bleibt immer eine eigentliche Tangential-Ebene der Fläche, und ist nach dem 
Vorstehenden immer auf lineare Weise bestimmt, wenn sic der Richtung nach gegeben ist. Es ist 
dicss damit im Einklänge, dass eine Fläche zweiter Ordnung überhaupt von zwei Ebenen berührt 
wird, die einer gegebenen parallel sind, dass aber, wenn die Fläche eine unendlich weit liegende 
Ebene berührt, diese, weil sie als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten ist, immer eine jener 
swei Ebenen ist, wonach nur eine einzige und reelle eigentliche Tangential-Ebene übrig bleibt. Die 
Ebenen (t) und (n) und überhaupt (10 und (n') haben von den frühem Eigenschaften der Tangential- 
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Ebene, d«s übrig behalten, dass eie die Flüdie in zwei geraden Linien schneiden, von denen aber 
die eine mit der Ebene (v) unendlich weit gerückt ist, wonach also im eigentlichen Sinne jede der 
{raglichen Kbenen die Fläche nur in einer einzigen geraden Linie schneidet. Es foigt hieraus zugleich, 
dass die gerade Linie (t, uj , und jede andere mit ihr parallele gerade Linie, das Paraboloid nur in 
einem einzigen Puncte schneidet und demnach ein Durchmesser desselben ist. 

78. Wir können die Gleichung (20) auf zwiefache Weise befriedigen, indem wir einmal, bei 
willkOhrlicher Bestimmung von s, gleichzeitig 

‘ = (21) 

an = uw, 

das andere Mal, bei willkührlicher Bestimmung von gleichzeitig 

u = X, (22) 

Xt = (iw, 

setzen. Die erste der Gleichungen (21) stellt eine solche Ebene dar, die, bei beliebiger Annahme 
von a, in allen ihren Lagen mit sich selbst parallel bleibt, während die zweite dieser Gleichungen 
eine Ebene ausdriiekt, welche fortwährend durch die gerade Linie (u, w) gehl. Die Durchschnitts - 
Linie dieser Ebenen, in allen demselben M'erthe von x entsprechenden Lagen, beschreibt die bezüg- 
liche Fläche. 

Dieselbe Fläche kann auch, in Gemässheit der Gleichungen (22), durch die Durchschnittslinie 
zweier Ebenen beschrieben werden, von welchen die eine mit der Ebene (a) parallel bleibt, und die 
andere fortwährend durch die gerade Linie (t, w) geht. 

Wir erkalten hiernach den folgenden Satz, der dem Satze der 72. hinmmer entspricht. 

Wenn zwei Eben en, von welchen die eine um eine in ihr liegendegeradeLinie 
sich dreht und die andere parallel mit einer gegebenen Ebene sich fortbewegt, 
in ihren gleichzeitigen Lagen einander auf lineare M'eise entsprechen, so be- 
schreibt ihre Durchschnittslinie ein hyperbolisches Paraboloid. 

Bleiben wir bei den Gleichungen (21) stehen, so ist ein solches lineares Entsprechen dadurch 
geometrisch bestimmt, dass die Durchschnittslinie der beiden Ebenen (21) ausser der gegebenen 
geraden Linie (u, w) fortwährend auch noch eine zweite gegebene gerade Linie schneidet. Eine 
geometrische Umschreibung des Satzes der folgenden Nuniincr ist hiernach in der folgenden .Aussage 
enthalten. 

Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dass sic in allen ihren Lagen zwei 
gegebenen, einander nicht schneidenden geraden Linien b egegnet, und überdies 
immer einer gegebenen Ebene parallel bleibt, so beschreibt sie ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

Es ist nur eine andere Anffassongsweise desselben Satzes, wenn wir sagen, das fragliche Para- 
boloid werde beschrieben, erstens durch die Durchschnittslinie zweier Ebenen, die sich um zwei 
gegebene, einander nicht schneidende gerade Linien so drehen, dass diese Durcb.schnitlsUnie in allen 
ihren Lagen mit einer gegebenen Ebene parallel bleibt, zweitens durch die Verbindungslinie der- 
jenigen beiden Puncte, in welchen zwei gegebene, einander nicht schneidende gerade Linien von einer 
parallel mit sich seihst fortrückenden Ebene in den verschiedenen Lagen derselben geschnitten werden. 

Wir können uns auch das Paraboloid durch eine gerade Linie besehrieben denken, die in allen 
ihren Logen drei gegebene gerade Linien fortwäbnnd schneidet; nur sind diese drei Liniesi, nach 
dem Vorstehenden, der Bedingung unterworfen, dass sie einer und derselben Ebene parallel sein 
müssen. 
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79. t'm den allgenieinen Salz der vorigen Nummer zu rerifieiren, wollen wir wiederum za den 
Gleiehangen (13) der 74. Nummer: 

9—rjLV — O, s + = 0 , (13) 

turUcligehcn , nan aber a und y veränderlich nehmen und so beslimnirn, dass sie die folgende lie- 
dingungs • Gleichung : 

a« 4 - bj 4 - CM) 4 - d = 0 , (33) 

befriedigen. NVenn wir alsdann zwischen den vorstehenden drei Gleichungen a und 7 eliminiren, so 
erhalten wir die Gleichung: eines hyperbolischen Paraboloids, als des geometri.schen Ortes für die 
gerade Linie (13). Oie vorstehende Redingunga -Gleichung ist aber die allgemeinste, um anszudrücken, 
dass die beiden Ebenen (13), von welchen die erste um die gerade Linie (s, v) als Axe, bei ver- 
inderlichem Werihe von a , sich dreht , und die zweite , bei verändcrlirhem At'erthe von 7 , parallel 
mit sich selbst fortrUckt, auf einzige Weise einander entsprechen, 

80. ln Folge der Gleichung (30) bestehen gleichzeitig die vier Gleichungen (21) und (22); dem 
entsprechend schneiden alle Linien der ersten Eneugung alle Linien der zweiten. Zwei Linien der 
ersten und zwei Linien der zweiten Erzeugung bilden ein ganz auf der Fläche liegendes Viereck, 
worin wir zanäch.st den Grund erblicken, warum auch ein Paraboloid durch die allgemeine Gleichung 
( 1 ) dorgestellt werden kann. Irgend ein Punct oder irgend eine Tangential-Ebene braucht nur noch 
zugleich mit jenem Viereck gegeben zu sein, um die Fläche durch die allgemeine Gleichungs-F'orm 
(I) anszudrücken. Ein solcher Punct oder eine solche Ebene kann aber nicht mehr, wie in dem 
Falle des Hyperboloids, wUlkUhrlich angenommen werden; denn eine solche Ebene ist Tür den vor- 
liegenden Fall in der Tangential- Ebene, die unendlich weit liegt, schon als gegeben anznschen, 
and dadurch die Fläche durch das gegebene Viereck allein auf lineare Weise schon bestimmt. 

Wirklich erhalten wir, wenn irgend zwei Linien der ersten Erzeugung, die einer zwiefachen 
willkUhrlichen Annahme des CoefTicienten x in den Gleichungen (21) entsprechen, gegeben sind, 
sogleich die Richtung der Ebene (t), wenn wir durch die Richtungen jener beiden geraden l.inien 
eine Ebene legen, und somit die Fläche selbst, wenn wir ausserdem zwei gerade Linien der zweiten 
Erzeugung kennen, l’nd andrerseits ist die Richtung der Ebene ( 11 ) durch irgend zwei Linien der 
zweiten Erzeugung, und hiernach die Fläche selbst gegeben, wenn wir ausserdem noch zwei Linien 
der ersten Erzeugung kennen. Hieraus erhält man die l.Osung der Aufgabe: 

Ein hyperbolishes Paraboloid durch die vier Seiten eines räumlichen gegebe- 
nen Vierecks zu legen. 

Durch die Richtung je zweier gegenüberliegender Seiten des gegebenen Vierecks ist eine Ebene, 
der Richtung nach, bestimmt; bewegen wir eine gerade Linie parallel mit dieser Ebene so, dass sie 
fortwährend die jedesmaligen beiden andern gegenüberliegenden Seilen des gegebenen Vierecks 
schneidet, so beschreibt dieselbe das geforderte Paraboloid. W4r erhallen hiermit sogleich eine 
zweifache Beschreibung dieser Fläche. 

Die Richtung der Durchmesser des hyperbolischen Paraboloids ist hierbei durch die, der Rich- 
tung nach, gegebenen Ebenen (l) und (n) nnmittclbar gegeben. (77). 

81 . Ein hyperbolisches Paraboloid su beschreiben, das zwei gegebene, einander 
nicht schneidende, gerade Linien in ihrer ganzen Ausdehnung ent.bält und fiber- 
diess eine von folgenden drei Bedingungen erfüllt: 

erstens, dnreh zwei gegebene Pnncte geht, 
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■ ‘ sweitena, durch einen gegebenen Punet geht und eine gegebene Ebene berührt, 
drittens, zwei gegebene Ebenen berührt. 

'Wie in der 68. Nummer erhalten wir, wenn zwei auf der Fläche liegende gerade Linien gegeben 
sind, für jeden ausserdem noch gegebenen Punet der Fläche eine neue solche durch diesen Punet 
gehende gerade Linie, und für jede ausserdem noch gegebene Tangential-Ebene der Fläche eine neue 
solche in der Tangential • Ebene liegende gerade Linie. Die neuen geraden Unien schneiden die 
beiden gegebenen, so dass wir, nach dem Vorstehenden, ein auf der zu construirenden Fläche lie- 
gendes \'iercck erhalten. Die vorstehende dreifache .\ufgabe ist also auf die Aufgabe der vorigen 
Nummer zurückgelOhrt. — • 

8C. Wir wollen in den nächstfolgenden Nummern die allgemeine Gleichung 

tu = utw, (2) 

in der Voraussetzung von Plan - Coordinaten , dadurch panicolarisiren, dass wir Pnncte des auf der 
Fläche liegenden Vierecks unendlich weit rücken lassen. 

bl der Punet (c) nach gegebener Richtung unendlich weit gerückt, so künnen wir, indem wir 
der Gleichung (2) folgende Form geben: 

tu a 

”” a 11 s I 

0 Ü ' V 

tu w 

unbeschadet der Allgemeinheit, den Quotienten die Bedeutung von Segmenten geben, 

welche auf drei, durch die festen Puncte (/), («) und (in) gehenden, parallelen geraden Linien (f,e), 
(u, v) und (m, r) zwischen diesen drei Pimeten und der bezüglichen Tangential- Ebene der Fläche 
fiegen. Das Product der beiden ersten solcher drei Segmente, gelbeilt durch das dritte, ist also 
constant Es knüpft sich hieran eine Bestimmung der Fläche durch ihre Tangential- Ebenen, die wir 
hier nicht weiter verfolgen wollen. 

83. Wenn zwei der vier Winkeipnncle des Vierecks unendlich well rücken sollen, so müssen 
wir einen doppelten Fall unterscheiden. Entweder sind diese beiden Winkeipnncte zwei gegenüber- 
liegende oder zwei auf einander folgende. Dem ersten Falle entspricht, dass etwa die beiden Puncto 
(f) und (u) nach zwei gegebenen Richtungen unendlich weit sich entfernen. Dann ist, ähnlich 
wie in der 77. Nummer, weii die gerade Linie (t, w) unendlich weit liegt, (r, tu) ein Durchmesser der 
Fläche. Die vier Seiten des Vierecks gehen durch die Endpuncte dieses Durchmessers und sind paar- 
weise, (t>, 0 und (», f), (e, H) und (v, u), parallel. Schreiben wir die Gleichung (2) unter 
folg^der Form : 

V m 1 

l'H ~~ 7 ’ 

V ’w 

so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit,-^ ond — als Segmente conatruiren, die auf den beiden 

nicht parallelen, durch die Endpuncte des Durchmessers (o, so) gehenden geraden Linien (n, f) und 
(sp, n) durch die bezügliche Ebene abgeschnilten und von diesen Endpnnclen an gerechnet werden. 
Wir können die obige Gleichung auch folgendergestail schreiben: 

wo 1 

* f ■ « ~ f» V 

denn treten, bei der geomstrUeben Deutung, die beiden geraden Linien (je, t) ond (c, n) , welche 

16 
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dureb ili« Endponcic dendben Diirdim«Maa gehen, u die Stelle der frBhem (v, f) und (v, «). 

Sie sind diese frühem Linien selbst mit Tertansehter Richtung, and gehSren wie diese derselben 
Enengong an. 

UicnMch können wir, wenn irgend zwei gerade Linien, auf jeder derselben ein Pnnet und über- 
diess noch eine Constante gegeben sind (dem Gegebenen entsprechen xusammen eilf, also zwei 
Oberzlhlige, L'onstanlen) ein geradliniges Hrperboloid beschreiben, das die beiden gegebenen 
geraden Linien enthhlt und diejenige gerade Linie, welche die beiden gegebenen Punete verbindet, 
zu einem Durchmesser bat. Durch jeden Punct einer der beiden gegebenen geraden I.inien lassen 
sich nämlich unendjich viele Tangential- Ebenen der Fläche legen, die alie die zweite dieser geraden 
Linien in einem bestimmten Punete schneiden, und also auch eine gerade Linie, welche durch eben 
diesen Punct gehl und in ihrer ganzen Ausdehnung auf der Fläche liegt. Zugleich begegnen wir 
hierbei dem nachstehenden Satze. 

Wenn zwei Linien der einen Erzeugung eines einschaligen Hyperboloids 
und ein dieselben schneidender Durchmesser desselben gegebensind, soschneidet 
jede Linie der andern Erzeugung die beiden gegebenen so, das das Product der 
auf dieser zwischen dem Durchmesser und der Linie der andern Erzeugung liegen- 
den Segmente constant ist. 

Wenn wir auf einem gegebenen einschaligen Hsperboloid irgend zwei gerade Linien derselben 
Erzeugung beliebig annebmen, so gibt es immer einen einzigen vollkommen bestimmten Durchmesser 
der Fläche, der diesen geraden Linien beiden zugleich begegnet. Um dies zu zeigen und zugleich 
den fraglichen Durchmesser zu constmiren, brauchen wir bloss eine Ebene durch den Miltclpunct der 
Häche und eine der beiden Erzeugenden zu legen. Diese Ebene schneidet die andere Erzeugende in 
einem einzigen Punete, und diejenige gerade Linie, weiche diesen Punct mit dem Mittelpuncte ver- 
bindet, ist der zu construirende Durchmesser der Fläche. Es ist hiernach augcnschciolicb, dass er 
der einzige ist, welcher beiden Erzeugenden begegnet. 

Wenn ein einschaliges Hyperboloid so bestimmt ist, dass es durch die Bewegung einer geraden 
Linie beschrieben werden kann, so kOnnen wir, nach dem Vorstehenden, den Mittelpunct desselben 1 

finden. Es seien zum Beispiel zwei Linien derselben Erzeugung und drei Tangential -Ebenen der 
Fläche gegeben. Diese drei Tangential -Ebenen schneiden die erste der beiden gegebenen Linien in 
drei Puncten, die wir A, A' und A", und die zweite in drei Punclen, die wir B, B' und B" nennen 
wollen. .AB, A'B' und A"B" sind alsdann Linien der andern Erzeugung (67). Ferner schneide 
derjenige Durchmesser, der beiden Linien begegnet, die erste in M und die zweite in N. Alsdann 
besteht nach dem vorstehenden Satze, die folgende Doppel -Gleichung: 

MA.NB = MA'.NB' = M.A".NB". * 

Setzen wir MA = — AM = — z, NB = — BN = — y, 

AA' = a', AA" = a", BB' = V, BB" = b", 
so erhallen wir, statt der obigen, die nachstehende Doppel- Gleichung: 

xj = (a'— x) (b'— y) = (a"— x) tb"— j), 
welche in die folgenden beiden sich auflitset: 

a'y-f-h'i = a'b', (44) 

= a"b". 

Durch diejenigen Werthe von x und y, welche doreh diese Gleichungen auf lineare Weise he- 
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(tInBt werden, eind die Pniiet« M und N gegeben and auch Mäht geometriach n eonatniirea 
Bringen wir in diesem Ende die beidoi g^benen geraden Linien irgendwie in eine aoicbe gegen- 
aellige Lage, dass die beiden Pnnete A und B msammeDfallen, nnd betmcbten sie dann al« dieAxen 
eines gewSbnllcben Parallel -Coordinaten-Sjeieme (x, 7 ), so elellen die beiden letxten (Aricbnngen, 
wenn wir in denselben x nnd j als verlnderlieb betrachten, xwei solche gerade Linien dar ,n welche 
in der Ebene der beiden Axen liegen and dieselbe beaSgUcb in den Ponden A' and B', A" and B" schnei- 
den. Die Coordinaten des Dorehschnitta dieser beiden geraden Linien sind alsdann die za con- 

y b" 

slmirenden Werthe von x und 7 , die nur dann nnendlich werden, wenn ^ demnach die 

ielilgenannlen geraden Linien parallel sind: ein Fall, in welchem, nach der 74. Nnmmer, dasH/per- 
boloid in ein hjperbolisches Paraboloid übergeht. 

M'enn noch eine vierte Linie der zweiten Erzeagnng gegeben wäre, so müsste diese, etwa an 
die Stelle von A“B" gesetzt, denselben Werth für x and j geben , and also müsste aach , in dar 
eben bezeichneten Umformnng, die zweite der beiden geraden Linien (24) durch eine sulche ver- 
treten werden , die durch den Durchschnitt der beiden bisherigen geht. Wir können hiernach durch 
eine höchst einfache Construction, nach dem ohigen Satze dieser Nummer, das einschalige Hjrper- 
boloid dadurch bestimmen, dass wir beliebig viele Linien der zweiten Erzeagnng constmirca. 
Zugleich gewinnen wir die folgende Anschauung Ober die Entstehung eines einsehaligen Hvperboloids 
and über die Umgestaltung einer solchen Fläche in eine andere. 

Wenn in einer Ebene zwei gerade Linien und ein Panel, durch welchen nach 
allen Richtungen gerade Linien gehen, gegeben aind, so können die beiden gege- 
benen Linien in irgend eine andere gegenseitige Lage gebracht werden, ohne dass 
auf ihnen die Puncte, in welchen sie von den übrigen Linien geschnitten werden, 
eine andere Lage erhalten: alsdann verwandelt sich, wenn die beiden gegebenen 
geraden Linien nicht mehr in derselben Ebene liegen, diese Ebene in ein ein- 
schaliges Hyperboloid, und jene beiden geraden Linien gehören der einen, die 
übrigen der andern Erzeugung dieser Fläche an. Wenn diese Linien der andern 
Erzeugung ursprünglich unter einander parallel waren, so entsteht statt des 
einsehaligen Hyperboloids ein hyperbolisches Paraboloid. Dasselbe findet 
Statt, wenn die beiden gegebenen geraden Linien ursprünglich parallel waren. 

Legen wir, in dem Falle des Hyperboloids, durch den gegebenen Punct zwei gerade Linien 
parailel mit den beiden gegebenen, so erhalten wir auf diesen letztgenannten Linien zwei Durch- 
schniltspancte, die wir als unverrückbar auf denselben assehen können. Nach der Lagen-Aenderung 
ist die Mille zwischen diesen beiden Pnacten der Mittelpunet der Fläche. In dem Falle des 
Paraboloids, sei es nun, dass die beiden gegebenen geraden Linien oder die Linien der andern Er- 
xeagung ursprünglich parallel waren, ist die Richtung der ursprünglichen Parallelen zugleich die 
Richtung der Durchmesser der Fläche. 

Wenn man die beiden gegebenen gmaden Linien so fortrückt, dass sie einander fortwährend 
sdineiden, wobei insbesondere auch diese Linien bloss ihrer Länge nach verschoben werden können, 
so amhüllen die ursprünglich durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linien, nach der Lagen- 
‘ Aenderung, einen Kegelschnitt, der von den beiden gegebenen Linien berührt wird, und der 
insbesondere in eine Parabel übergeht, wenn tnlweder die beiden gegebenen, oder auch alle durch 
dra gegebenen Punct gebenden geraden Linien unter einander parallel sind. Wie vorher der .Miltel- 
punct der Fläche, "so bestimmt sich hier der Mittelpunet des Kegelschnittes j die Dorchmesser-Richlung 

. t*. u» 
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des frUbern Paraboloids wird hier die Dordunesser-Richlang der Parabet. Der KegelaehniU artet in 
ein System Ton zwei Puocten aas, wenn die beiden gegebenen geraden Linien bloas am ihren 
nrsprüngüebcn Durcbsehniltspunct sich drehen oder überhaupt in den Darchschnittspunct nach der 
Lagen-Aeiiderung zwei solche Pancte dieser beiden Linien zasammcnfallen , in welchen dieselben 
nrsprüqglich von einer beliebigen, durch den gegebenen Punct gehenden, geraden Linie geschnitten 
wurden. Einer der beiden Functe des Systems ist derjenige Punct, in weicbeni nach der Logen- 
Acndcrnng die beiden gegebenen geraden Linien sich schneiden. * 

Wenn wir von einer gegebenen geradlinigen Fläche ausgelicn, so gelangen wir zu der folgenden 
mudificirten Aussage desselben Salzes. 

Wenn man auf einem einsehaligen Hyperboloid oder einem hyperbolischen 
Paraboloid zwei Linien der einen Erzeugung beliebig annimmt, und sich dieselben 
— der uneigentliche Ausdruck sei uns hier gestattet — von den Linien der andern 
Erzeugung so durchbohrt denkt, dass diese letalem Linien in den Durchbohrungen 
zwar festgehalten werden, aber durch dieselben frei fortgleiten können: so ver- 
wandelt sich die Fläche, bei jeder beliebigen Lagen-Aenderung der beiden auf ihr 
angenommenen Linien in eine andere Fläche derselben Art. Wenn insbesondere 
nach der beliebigen Lagen-Aenderang diese beiden Linien sich schneiden, so 
umhüllen die Linien der zwe iten Erzeugung einen Kegelachnittj diese Linien 
gehen alle durch denselben Punct, wenn insbesondere die einer beliebigen dieser 
Linien entsprechenden benden Durchbohrungen nach der Lagen-Aenderung in 
den Durchschnitt zusammenfallen. 

&4. Die in der vorigen Nummer abgeleitete Beschreibungsweise der geradlinigen Flächen zweiter 
Ordnung ist durch die allgemeine Auffassung der 74. Nummer begründet, nach welcher eine, die 
Fläche erzeugende, gerade Linie dadurch bestimmt wird, dass sie zwei solche Puncte verbindet, die 
auf zwei gegebenen geraden Linien liegen und sich auf einzige ^^ eise entsprechen. Und so ergeben 
sich denn auch analoge Constmclioncn , die wir in der gegenwärtigen Nummer einschallen wollen, 
wobei die erzeugende gerade Linie als durch zwei sich entsprechende Ebenen bestimmt ange- 
sehen wird. 

Wenn zwei gerade Linien .4 und A' gegeben sind, die durch einen gegebenen 
Punct C gehen, so können wir darch diese beiden geraden Linien unendlich viele 
Systeme zweier Ebenen legen, deren Durchsch nittsli nie F in eine durch den Punct 
C gehende gegebene Ebene B fällt und auch selbst durch C geht. Bringen wir 
die beiden Linien A und A' in irgend eine andere gegenseitige Lage, während 
die durch jede derselben gehenden und mit ihr als fest verbunden betrachteten 
Ebenen sich gleichzeitig mit fortbewegen, so verwandelt sich der geometrische 
Ort für die Linie F, der ursprünglich die Ebene B war*), in eine geradlinige 
Fläche der zweiten Ordnung. Diese Fläche wird einerseits durch die Linie F er- 



Atitlylisch betrikcJilft mÜMpn wir für die«cii Ort dftt SviH«m der Ebene B und derjenigen Ebene nebnen^ 
welche die beiden Linien Ä nnd A* enthilty und dem enUprichly pieomeM^eh genommen, dmiit jede durch 
C gehende gerade Linie der leUtgcnannlen Ebene* ala der Onrcheehnftt sweier durch Ä und it' gehen*^ 
den, auaammenfallenden Ebenen betrachtet werden kaun. Eine gut« tnalogc Bearrkung gilt Mch 4n Be- 
siehuag auf die allgemeine Coaatruction der Tarigen NuoBBicr. * * ' * ** 
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$. 5. Gleichungs-Form tu = 

leagt, während die Linien A und A', in ihren neuen Lage, Linien der andern £r- 
seugang sind. « ^ 

ParticuUrisationen ergeben sich hier unmiltelbar. Bewegen si^h die beiden geraden Linien A 
und A' parallel mit sich selbst fort, so bleibt auch die Linie F parallel mit sich selbst und also 
auch in allen ihren Lagen parallel mit der £bene B. Die Fläche wird alsdann ein hyperboli- 
sches Paraboloid, Oie Durchmesser -Richtung dieses ParaboloiJs ist dadurch gegeben, dass sie 
einerseits der Ebene B und andrerseits derjenigen Ebene, welche die beiden Linien A und A' in 
ihrer ursprünglichen Lage enthält, parallel ist. 

Drehen sich die beiden geraden Linien A und A' mit den beiden Ebenen-Sy.stcmen um sich 
selbst, so ist, nach der Drehung, der geometrische Ort Tür die Linie F ein kegcl zweiter 
Ordnung, und bleibt immer ein solcher Kegel, wenn in der neuen Lage die Linien A und A' sich 
schneiden. Kur wenn in diesem Falle irgend zwei sich entsprechende Ebenen Zusammenfällen, artet 
' der Kegel in ein System von zwei Ebenen aus. 

Wenn die beiden geraden Linien A und A' parallel sind, so liegt der Punct C nach der Rich- 
tung derselben unendlich weit, und auch die Ebene B ist mit ihnen parallel. Im Allgemeiucn er- 
halten wir hier wiederum ein cinschaligcs Hyperboloid. V erschiebt man aber bloss die beiden 
geraden Linien A und A' parallel mit der Ebene B, so bleiben diejenigen beiden parallelen Ebenen, 
die sich ursprünglich durch A und A' legen lassen und auf der Ebene B in unendlicher Knlfemung 
sich schneiden, auch in der neuen Lage parallel; auf der entstandenen Fläche liegt in einer f.ago 
die Linie F auf der Ebene B unendlich weit: die Fläche i.«t daher ein hyperbolisches 1‘ara- 
boloid. Die Linien derjenigen Erzeugung der Fläche, welcher auch A und A' in der neuen Lage 
angehOren, sind der Ebene B parallel. Alle Linien F sind einer zweiten Ebene parallel, die sich 
• durch irgend zwei Lagen derselben sogleich bestimmt. Drehen sich die beiden parallelen geraden 
Linien um sich selbst, oder bleiben sic auch nur, nach der Lagen-.Venderung, parallel, so artet die 
, Fläche in einen Cylinder aus. Insbesondere kann auch die Ebene B der die beiden Linien A und 
A' enthaltenden Ebene parallel sein, und endlich auch unendlich weit rücken, ln diesem letztem 
Falle sind also je zwei durch A und A' gehende, sich entsprechende Ebenen parallel; die beiden 
Ebenen-Systeme sind, abgesehen von ihrer Lage, als identische anzusehen; es decken sich die ent- 
sprechenden Ebenen der beiden Systeme, wenn man diese so lange parallel mit sich selbst furt- 
sebiebt, bis die beiden Linien A und A' zusammenlallcn. Itei einer blossen Drehung der beiden 
Linien A und A' um sich selbst ist die erzeugte Fläche offenbar ein Cylinder, dessen Seiten 
diesen Linien parallel sind und der von der Ebene, die auf denselben senkrecht steht, in einem 
, Kreise geschnitten wird. Rücken die beiden Linien A und A', ohne dass sic sich um sich selbst 
drehen, parallel mit einer beliebigen Ebene, die auch ihre Richtung enthält, fort, so wird die Fläche 
wiederum ein hyperbolisches Paraboloid, was sich an einen früher betrachteten Full ankniipft, 
wenn wir erwägen, dass eine Ebene, die unendlich weit gerückt ist, als mit der gegebeneu Ebene 
parallel angesehen werden kann. 

Wenn wir von einer gegebenen geradlinigen Fläche zweiter Ordnung ausgehen, so kUunen wir 
diese in andere Flächen dieser .Art umformen, und dieselbe auch applaniren. 

Wenn man auf einer geradlinigen Fläche zwei Linien dcrsel ben Erzeugung 
undyd' beliebig annimmt, so lassen sich durch diese beiden geraden Linien Systeme 
jTon solchen Ebenen legen und mit ihnen als fest verbunden denken, welche sich 
^•ipaarweise in den Linien F der andern Erzeugung schneiden. Drehen und verrücken 
wir die beiden Linien A und A' mit ihren Systemen von Ebenen, so bilden die 
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Oarchaekniltslinien F eine neue geradlinige FUehe iweiter Ordnung. Oieee artet 
in einen Kegel aus, wenn, nach der Drehung und VerrScknng, die beiden Linien 
A und A' eich echneiden, und partieularieirt aich weiter in eine Ebene, wenn Hber- 
dieaa zwei aich uraprfingiich in einer beliebigen Linie F schneidende Ebenen beider 
Svsteme Zusammenfällen. 

Wir würden den Character der vorstehenden Erörterungen verwischen, wenn wir durch direete 
anal}rtische Entwickelungen die parlicolären Fülle disculiren und, gegen unsere Absicht, in speeiellere 
Bestimmungen eingehen wollten. 

'85. Wenn zwei auf einander folgende Winkelpunete des der Flüche aufgeschriebeuen Vier- 
ecks, etwa (0 und Ct), unendlich weit gerückt sind, so liegt die Vierecks-Seite (/, v) in ihrer ganzen 
Ausdehnung auf der Fläche unendlich weil. Dann ist diese Flüche ein hrperbolischea Paraboloid, 
das durch die drei geraden Linien (u, w), (o, t>) und (tr, f) geht. Wenn wir die Gleichung der- 
selben folgendergestalt schreiben : 




so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, — und -j in der Bedeutung von Segmenten nehmen, 

die durch die Tangential-Ebenen von zwei festen geraden Linien, welche bezüglich durch die Puncie 
(u) und (io) gehen und diejenige Richtung haben, nach welcher die beiden Puacte (f) und (■) unend- 
lich weit gerückt sind, abgeschnilten und von den Puncten (u) und (to) aus gerechnet werden. Dann 
drückt die vorstehende Gleichung unmittelbar diejenige Eigenschaft eines geradlinigen Paraboloids 
aus, an welche schon in der 74. Nummer die Beschreibung dieser Flüche geknüpft worden ist. 

Dem entsprechend, dass durch die vorstehende Gleichnngs- Form die Tangential-Ebenen der 
Flücbe bloss in so weit bestimmt werden, als sie zwei feste gerade Linien in bestimmten Puncten 
schneiden, oder, mit andern Worten, als sie durch diejenigen geraden Linien geben, welche die 
jedesmaligen beiden Durchschnitlspuncte verbindet — wird die Flüche durch eine gerade Linie, die 
wir uns als sich bewegend vorstellen, construirt. Aehnllch verhüll sich's, wenn wir von der fol- 
genden Form: 

t 0 

— = u. — , 

C ' B 

unter der wir dieselbe Gleichung schreiben können, ansgeben. Die beschreibende gerade Linie gebt 

w 

hier durch den, einem beliebigen Werthe von — entsprechenden, Punct der geraden Linie (w, b), ' 

während ihre Richtung in einer Ebene, welche durch diesen Punct geht und die Richtungen enthüll, 
nach welchen die beiden Puncte (0 und (o) unendlich weit liegen, durch den sugehOrigen Werth von 

^ bestimmt ist Nach den bisher Öfter angewandten Betraebiungsweisen ergibt sich hiernach der 

folgende Satz: 

M’enn eine Ebene, parallel mit sich selbst, fortrückt, während ein Punct der- 
selben eine gerade Linie durchläuft und eine in i hr liegende, durch diesen Pnnet 
gehende gerade Linie um denselben sich so dreht, dass ihre verschiedenen Lagen 
den verschiedenen Lagen des Punetes linear entsprechen; so beschreibt diesa-< 
letzte gerade Linie ein hvperbolisebes Paraboloid. 
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S. 5. Gleichungs-Form to = firw. 

Das einfachste lineare Entsprechen von Pnncten und geraden Linien ist dasjenige, \ro jeder 
PuDct anf der zogehOrigen geraden Linie liegt und Qberdiess alle Puncte auf einer gegebenen geraden 
Linie liegen nnd alle geraden Linien durch einen gegebenen Punct gehen. Hiernach ergibt sich die 
folgende geometrische Umschreibung des vorstehenden Satzes: 

Wenn in einer gegebenen Ebene ein System von geraden durch denselben Pnnct gehenden 
Linien von einer gegebenen geraden Linie geschnitten wird, so können wir die gegebene gerade Linie 
in irgend eine andere Lage bringen nnd dabei die uraprQnglich durch denselben Pnnct gehenden 
Linien, parallel mit sich selbst , so fortrDcken lassen , dass ihre Dnrchschnittspnncte mit der gege- 
benen Linie auf dieser nnverriiekt ihre ursprüngliche Lage behalten ; alsdann biegt sich die gegebene 
Ebene au einem hjrperbolischen Paraboloid. Die eine gegebene gerade Linie gehört nach der Lagen- 
Aenderung der einen, die ursprünglich durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linien gehören 
der andern Erseogung desselben an. Die Durchmesser des Paraboloids sind der gegebenen geraden 
Linie in ihrer ursprünglichen laige parallel. *) 

Wenn die gegebene gerade Linie auch in ihrer neuen Lage in der gegebenen Ebene geblieben 
ist, so umhüllen die ursprünglich durch denselben Punct gehenden geraden Linien eine Parabel. Die 
gegebene gerade I.inie ist in ihrer ursprünglichen Lage ein Durchmesser, in der neuen Lage eine 
Tangente dieser Parabel. 

An die letzte Gleichungs-Form knüpft sich noch der folgende Satz: 

Solche vier Linien der einen Erzeugung eines geradlinigen Paraboloids, welche 
eine Linie der andern Erzeugung harmonisch theilen, haben die Richtung von vier 
Harmonicalen. 

Denn die Erzeugende (n, to) wird in den vier durch folgende Gleichungen dargesteUten Puncten; 
t< = 0, m = 0, let = XU, te = — xu, 

harmonisch getheilt und die Richtungen der durch diese Puncte gehenden Linien der andern Er- 
zeugung sind durch die folgenden Gleichungen bestimmt; 

V = 0, f = 0, f = fjxv, t = — f“>t», 
und also die Richtungen von vier Harmonicalen. 

86. Wenn endlich die Puncte CD, (u), (r) des auf der Hächc liegenden Vierecks, nach gege- 
bener Richtung, unendlich weit gerückt sind, so liegt die HerUhrungs- Ebene (l, u, e) unendlich 
weit. Durch den auf der Flüche liegenden Punct 0^) gehen die beiden ebenfalls auf ihr liegenden 
8eite,n (m t) nnd (m, «), nnd (f, u>, u) ist die Tangential -Ebene in diesem Puncte. Die gerade 
Linie (m, v) ist der durch den Punct (w) gehende Durchmesser des Paraboloids; denn in dem 
allgemeinen Falle der Gleichung (t) sind die beiden geraden Linien CA u) und (ic, r) zugeordnete 



*) Eiae Linie der einen Erzeugung wird ven allen Linien der andern gtecknillen, und es ut orenber, daee 
diejenige unter den lelzigenannlen Linien, tür welche der DurckscbnilC aut jener unendlich weil rückt, 
Indeni eie seihet unendlich weil eich enirerni, die Hicbtnng der Durebnieeaer der erzeugleu Fliehe aa- 
niaiait. Diese nichlüng ist aber in der uhigen Cunatrucliun die Richtung der gegebenen geraden Linie im 
ihrer ureprüngliehen Lage. 

Wir erkennen in den Heeultaten des Textes angleicb eine MedUicalion der allgenieinen Censlruclian 
der 83. Nuaimee, dew entesreebend, dass eiie der heidcu daaelbet als gegeben kelracbleleu geraden 
Liaiea nacndlkb weit gerückt int. 
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Polaren, und hier also, wo die erste dieser Linien unendlich weit liegt, ist die andere nothwendig 
ein Durchmesser der Fläche. 

Die nunmehrige Coordinaten-Bestimmung ist keine andere, als die in der 7. Nummer der ein- 
leitenden Betrachtungen beieichnete, wo durch den gegebenen Punct (w) nach den Richtungen (0, 

(u) und (r) drei Axen geaogen worden, und — , — und — die auf diesen Axen durch die bexag- 

lichc Ebene abgesehniuenen Segmente bedeuten. Die Gleichung der Fläche gibt hiernach, wenn wir 
sie aut die nachstehende Weise schreiben: 

u) tu 1 tu 

f ' n (* " ® ’ 

unmittelbar den folgenden Satz: 

Wenn drei durch denselben Punct gehende gerade Linien gegeben sind, so be- 
rühren alle Ebenen, welche diese Linien so schneiden, dass das Product der auf 
zwei derselben abgeschnittenen Segmente, getheilt durch das auf der dritten ab- 
geschnittene Segment, constant ist, ein hyperbolisches Paraboloid. 

Die beiden erstgenannten geraden Linien sind irgend zwei nicht derselben Erzeugung ange- 
hörende und die dritte der durch ihren Durchschnittspunct gehende Durchmesser der Fläche. Dieser 
Durchschnittspunct kann jeder beliebige Punct der Fläche sein und darum muss die allgemeine 
Gleichung noch zwei überzählige Constanten einschliessen. Diese Constanten fallen aus, wenn wir 
von Vorne herein annehmen, dass die Richtung (e) auf den Richtungen (O und (u) senkrecht stehe. 
Wenn die Richtungen (0 und («) zusammenfallen , wonach 

= firm, 

so artet die Fläche in eine Parabel aus. 

87. Nachdem wir in den letzten Nummern die verschiedenen Particularisirnngen der allgemeinen 
Gleichungen (1) und (2) discutirt haben, wenden wir uns jeUt nochmals zu diesen zurück. Wir 
wollen die erste derselben, indem wir die vier linearen Functionen in ihrer ganzen Allgemeinheit 
nehmen, folgendergestalt schreiben: • 

tu = TW, 

und befriedigen, indem wir gleichzeitig einmal: 

t = T, 

n = w, 

das andere Mat: 

t=w. ■ 

U = T, « 

setzen. Dies« beiden Gleiehungen-Psare stellen, wie früher, zwei gerade Linien dar, welche ganz 
auf der Fläche liegen, und di« wir, der Kürze halber, C3) und (6) nennen wollen. Diese beiden 
geraden Linien bilden mit den Wer andern (t, w), (t, t), (u, w), (u, y), welch« ebenfalU auf der 
Fläche liegen und di« wir bezüglich durch (I), C<)> (4) und (5) bezeichnen wollen, irgend ein 
System tou sechs geraden Linien, Ton welchen drei (li, (3), (5) der einen und di« drei übrigen 
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(2), (4) (fi) il«r andprn Krzeugung angchSren. •) Ordnen wir diese sechs geraden Linien nach der 
Ordnung der Srnihole, so kOnnen wir durch je zwei auf einander fulgende eine Kbene legen, und 
erhalten dann einen sechsflächigen KOrper, welcher der Fläche xweilcr Ordnung gleichzeitig n m- und 
eingeschrieben ist. Die sechs auf einander folgenden Seiten -Ebenen, die wir nach den geraden 
Linien, welche sie enthalten, durch (18), (83>, (34), (45), (56) und (61) bezeichnen wollen, wer- 
den durch die folgenden Gleichungen dargestellt: 

t = 0, (12) 1 = T, (83) n = w, (34) 

u = 0, (45) u = V, (56) I = w. (61) 

Je zwei unter einander stehende Gleichungen geben, von einander abgezogen, übereinstimmend 
die folgende: 

t = u. 

Somit ergibt sich, dem Pascal'schen Satze entsprechend, hier der folgende. 

Die gegenüberliegenden Seiten-Ebenen eines beliebigen, einer geradlinigen 
Fläche der zweiten Ordnung gleichzeitig um- und eingeschriebenen sechsflächigen 
Kürpers schneiden sich paarweise in solchen drei geraden Linien, die in derselben 
Ebene liegen. 

Indem wir die sechs attf der Fluche liegenden geraden Linien in verschiedener Aufeinanderfolge 
nehmen, zugleich aber berücksichtigen, dass nur durch solche zwei dieser (.inien, die einem geraden 
und einem ungeraden Zahlen-Svnibole entsprechen, eine Ebene sich legen lä.sst, ergeben sich sechs ver- 
schiedene solcher sechsflächigen , zugleich um- und eingeschriebenen Körper, die den folgenden 
sechs Zusammenstellungen von Symbolen entsprechen, und sich zu drei in zwei symmetrischen Gruppen 
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zusammenordnen : 



183456 I 
163254 I I. 
143658 



143856 i 



'/ . 

•?/' 









*' ♦ 



163452 ( 11 . 

183654 I 

Jedem dieser sechs Körper entspricht eine Ebene, welche die drei Durchschnittslinien der gegenüber- 
liegenden Seiten-Ebenen desselben enthält, und die wir durch dasselbe Symbol bezeichnen können. 

8Ö. Das Princip der Reciprocität gibt, neben dem Satze der vorigen Kummer, sogleich den 
folgenden, welcher dem Satze vonRrianchon über das einem Kegelschnitte umgeschriebene Sechseck 
analog ist. 






"ff ^ , 






. ^'*** frübrrn cimilftntcn Coffficicnlni s uoil X In den nächsten Knlnickclung^en niQtsi^ durcli- 

^ hibcn wir die einfachere Bexeichnunur dei Textes gewäbll, und awar ist dieas imheschadet der 

:■ • ' Allgemeinheil geschehen. Denn wir brauchen nur in den Gleicliungep der A4. Xuaimer: 

lU = pvw, 

i = t =: Xw , 

atU = fiw, Xu = ftV, 

die nachstehenden Subalituliooen xti machen: 




fiU = w' 










.V = V', 



um au den üleichunga-Kormen dea Textet au gelangen. 
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t Wenn man aaf einer Flüche der zweiten Ordnang aus drei Linien der einen 

und drei Linien der andern Erzeugung irgend ein Sechseck bildet, so schneiden 
sich die drei Diagonalen desselben in ein und demselben Puncte. 

Je zwei Sütze, die das Princip der Reciprocität mit einander verknüpft, sind solche, welche 
durch dieselbe analytische Bewelsruhrung, wenn wir einmal Puiict- das andere Mal Plan-CoordU 
. naten zu Grunde legen , gegeben sind. Eben so direct, als den Satz der vorigen, und genau durch 
dieselbe analytische Symbol- Verbindung kSnnen wir auch den Satz dieser Kummer als bewiesen 
ansehen, wenn wir den dort gebrauchten Buchstaben-Symbolen die Bedeutung linearer Plan-Coordi- 
naten beilegen. Jeder der beiden Sätze hat denselben Anspruch, der ursprüngliche zu sein, und keine 
der beiden Coordinaten -Bestimmnngen verdient hier den Vorzug. Wir wollen indess, weil es uns 
eine erwünschte Gelegenheit darbictet, unsere Methode darzulegen, den Beweis derjenigen Gruppe 
von Sülzen, die uns in dieser und den nächsten Nummern beschäftigen, vollständig in der einen « 
Coordinaten-Bestimmung durchführen, ohne auf das Princip der Reciprocität Rücksicht zu nehmen, 
und wählen zu diesem Ende diejenige Coordinaten-Bestimmung, mit der ich die grSssere Vertraut- 
heit voraussetzen muss. Durch diese Beweisführung ist eine ganz gleiche in der andern Coordina- 
ten-Bestimmung unmittelbar gegeben: einer solchen Wiederholung, welche in analytischer Hinsicht 
nichts Neues darbictet, kiinnen wir uns hier überheben. 

89. Zwei auf einander folgende Seilen des in Rede stehenden Sechsecks bestimmen einen Eck- 
punct desselben, so wie sic früher eine Seilen -Ebene des sechsflächigen Kitrpers bestimmt haben. 
Hiermit ist eine, der frühem analoge, Bezeichnung gegeben, gemäss welcher wir zum Beispiel durch 
das Symbol (/2) (zur Unterscheidung wählen wir hier die Cursivschrift) nun den Durchschnitt der 
Linien (1) und (2) bezeichnen wollen. Dem entsprechend stelle ferner il234Sff) das von den 
Seiten (i), (2), (3), (4), (5) und (6), ihrer Reihenfolge nach, gebildete Sechseck dar, und es soll 
‘ bewiesen werden, dass die drei geraden Linien 

02,45), i23,5e), (34,61) 

welche die drei Paare gegenüberliegender Winkelpuncte dieses Sechsecks, 02) und (J5), (33) und 
(5ff), (34) und (64) verbinden, in demselben Puncte sich schneiden. 

Es ist augenfällig, dass die nachstehenden sechs Symbolen-Paare: 

(61, 12, 23) = (J5), (12, 23, 34) = (25), (23, 34, 45) = (5<), 

(34, 45, 56) = (4S), (45, 56, 61) = (36);, (56, 61, 12) = (61), 

gleichbedeutend sind, weil in dem Puncto (72) zum Beispiel die drei Ebenen (61), (12) und (23) 
sich schneiden. Dadurch ist die folgende Coordinalen-Bcslimmung für die Winkelpuncte des Sechs- 
ecks unmittelbar gegeben: 

t = w = V = 0, (13) u = w = V = 0, (4S) 

I = V = 0, u = w, (33) n = V = 0, t == w, (56) 
u = w = 0, V = t, (34) t = w = 0, u = V. (61) •) 



*) Oie drei Sechiecks- Seiten «chneiden sich auBjerdeiQ noch in den drei Puncten 



\ 


welche eich die neclutebende CoordineteB-BesUnmung : 






t = U = W = 0, 


(14) 




t = u = V =0, 


(25) 




t = U 1= T = W, 


(36) 
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Fär die drei geraden Linien, velchc diejenigen Poncte, deren Symbole neben einander Stehen, ver- 
binden, erhallen wir, aus dem blossen Anblick der Coordinaten-Werihe dieser Puncle, sogleich die 
nachstehenden drei Qleichnngcn-Paare : 

w = 0, T = 0, 02, 45) 

V = 0, u = I, (,23, 5ff) 

w = 0, u = t. (34, «) 

Diese drei Gleichiingcn-Paarc bestehen gleichzeitig; die drei bezüglichen geraden Linien gehen also, 
was XU beweisen war, durch denselben Punct and für diesen ist: 

V = w = 0, a = t. 

Jeder andern möglichen Aufeinanderrolge derselben sechs Seiten entspricht ein anderes Sechs- 
eck, alir welches der eben bewiesene Salz seine Anwendung iindcl. Auf diese Weise ergeben sich 
sechs Sechsecke und für jedes ein Punct, in welchem die drei Diagoualen desselben sich schneiden. 

Jene sechs Sechsecke und diese sechs Puncte können wir gleichzeitig durch die folgenden Srmbole 
bezeichnen: 

1234S6 1 143256 j 

163254 ( UI. 163452 IV. 

143652 I 123654 I 

90. Derselben Aufeinanderfolge der sechs geraden Linien, die wir durch (1), (2), C3), Cd), (5) 
und C6) bezeichnet haben, entspricht einerseits ein sechsllSchiger, der Flüche zugleich um- und ein- 
geschriebener Körper und andrerseits ein aut derselben liegendes von jenen geraden Linien gebildetes ‘ 
Sechseck, in der Art, dass die Seiten - Ebenen des Körpers die Fläche in den Winkelpunclen des 
Sechsecks berühren. Es finden also die Sülze der letzten Nummern in ihrer sechsfachen .\nwendung 
gleichzeitig Statt, wobei sie sich verschiedenartig durchkreuzen und in mannigfaltige Aussagen 
einkleiden lassen. Bei der grössem .Anzahl der zn combinirenden Elemente ist die unmittelbare 
geometrische Anschanung schwer. An die Stelle von dieser und als diese vollständig vertretend, 
können wir die Anschauung unserer Symbole und die Verbindung derselben zu Gleichungen setzen. 
Diese Anschauung ist leicht und enthält in sich die Lösung der combinatorischen Schwierigkeiten, 
welche bei der geometrischen Anschauung ebenfalls fortfallen würden, wenn wir mit dem Auge der 
bildlichen Darstellung folgen konnten. 

Wenn wir, der Symmetrie wegen, 

V — n = p, (56) w — u s q, (31) m 

V — t = r, (23) w — t = s, (61) 

setzen, so ergibt sich die identische Doppel-Gleichung: 

t- u = p — r = q — 8, 

deren Deutung den Satz der 87. Nummer enthält. Denn die gegenüberliegenden Seiten - Ebenen des 
dort betrachteten Körpers (123156) sind (t) und (u), (p) und (r), (q) und (s). 

Die vorstehende identische Doppel-Gleichung erlaubt uns die folgenden drei linearen Gleichungen 
unter der nachbezeichneten doppelten Form zu schreiben: 

aogUich ergibt, wenn wir erwägen , des« die fraglichen Fnncte beadglich als die DarchschniUspiincle 
der drei Kbenen (18), («), (61), der drei Ebenen (18), (4S), (iS) und der drei Ebenen (8S), (.14), 

(iS) angeaehen werden hinnen. 

1»* 
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‘ Flächen zweiter Ordnung und zweiter Claase. • 



q — p = 8 — r = 0, 1 

q — t = 8 — n = 0, I n. a. 

p — t = r— u = 0. I 

Von di(5cn drei Gleichungen ist jede eine algebraische Folge ans den beiden übrigen; es schneiden 
sich also die bezüglichen drei Ebenen in einer und derselben geraden Linie. Die doppelte Form 
dieser drei Gleichungen gibt nicht nur die Tollständige geometrische Bestimmung der bezüglichen 
drei Ebenen, sondern auch ihrer gcmeinsehaHtlichen Durchschnittslinie. 

Die erste der drei Ebenen geht nümlicb, einerseits, durch die Durchschnittslinie der Ebenen 
(p3 und (q), das heisst, der Ebenen C43) und C56} und, andrerseits, durch die Durchschnittslinie 
der Ebenen (s) und (r) oder (S3) und (61), woraus wir ersehen, dass sie keine andere als die 
Ebene (143256) ist. Die zweite Ebene geht durch die Durchschnittslinie von (34) und (^1) und 
von (16) und (45) und i.st mithin die Ebene (163452). Die dritte Ebene endlich ist (123654). Es 
schneiden sich also die drei Ebenen II, welche durch die vorstehenden Gleichungen dargestellt wer- 
den, in ein und derselben geraden Linie, die wir ebenfalls durch II bezeichnen wollen. 

Ebenso schneiden sich, was aus der sjrmmetrischen Bezeichnung unmittelbar hervorgeht, die drei 
Ebenen I in derselben geraden Linie, die wir wiederum durch I bezeichnen wollen. Wir können 
hiernach den Salz der 87. Nummer, dass jedem der sechs am Ende dieser Nummer unterschiedenen 
sechsflächigen Körper eine Ebene entspricht, welche die drei Durcbschnittslinien der gegenüberliegen- 
den Seiten-Fläehen dieses Körpers enthält, nun dahin erweitern, dass die sechs Ebenen, welche 
sich auf diese Weise ergeben, zu drei und drei in denselben beiden geraden Linien 
sich schneiden. 

Wenn wir die Seiten (2) und (4) mit einander vertauschen, so geht das S)rstem der Ebenen II 
in das Svsicm der Ebenen I über. Dieser Vertauschung aber entspricht eine gleichzeitige Ver- 
tauschung von t und w und von u und v. Hiernach ergeben sich zum Beispiel, statt der in der 87. 
Nummer zusammengestelltcn sechs Ebenen, die folgenden: 

w = 0, (14) w — usq=0, (43) v — t = r=0, (32) 

V = ü, (25) v — u ~ p = 0 , (56) w — t = s = 0, (61) •) 

und hieraus die identische Doppel-Gleichung: 



*} Ira Ganzen lassen sich neun verschiedene Ebenen durch zwei der Sechsecks*Seiten (2^, (3)^ (4)p 
(3) und (0) Ic^eiL Die Gleichung einer dieser Ebenen, derjenigen »cmlich, wetche durch (3) und 
Cd) geht, ist noch nicht bestimmt norden. Weil die bezügliche Ebene einerseits durch die Linie (3> 
gebt, ist diese Gleicbuug eine algebraieche Folge aut den Gleichangen (23) und (34) und bat hiemeeb 
die folgende Fora: 

t — T == d (U — w) ; 

weil die bezügliche Ebene andrerseila die Linie (6) cnlbill, in welcher die beiden Ebenen (3fi) and (01} 
sich schneiden, ao muss dieselbe Gleichung zugleich auch die folgeude Fora haben: 

t — W = — v), 

Pie vorstehenden beiden Formen werden identisch, wenn wir die beiden unbestimmten Coefficieoten 3 und 
3' beide der Einheit gleich nehmen und gehen dann in die folgende über: 

t — u = T — w. (36) 
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w — y = q — p s s — r*), 

■US welcher endlich die folgenden Gleichungen unter doppelter Form sich ergeben; 

q — s = p — r = 0,1 ^ 

V + 8 Si w + r = 0, J I, s. 

T-l-q = w + p = 0,| 

welche die drei Ebenen 1 darstellen. 

Entwickeln wir die vorstehenden Gleichungen I,a., so wie auch die Gleichungen II, a., so kommt; 
u = t 1 V = w J 

t = V + w ( 1, h. w = u + t ( 11, b. 

U=V-f-wl T=U-)-t\ 



91. Wir keinnen sogleich auf jeder der beiden geraden Linien 1 und II drei Punetc bestimmen, 
wobei wir nur die Coordinaten-\\ erthe derselben so auszuwählen brauchen, dass zwei, und also auch 
die dritte, der bezüglichen Gleichungen 1, b. und II, b. durch dieselben befriedigt werden. Indem wir 
diese Coordinalen-M erthe zur Unterscheidung accentuiren, erhallen wir die nachstehende Deslimmung 
zweier Gruppen solcher drei Puncle, die bezüglich auf I und II liegen; 



u' = t' = 0, v' = — w' 

w ' = 0 , t' = u' =s v' 

v' = 0, p = n' = w' 



IV, a. 



= w' = 0, u' z= — i' I 
t' = ü, w' = v' = n' ; III, a. 

n' = 0 , w' — T> = t' \ 



Wir wollen nach einander die Coordinateii-Wcrthe jedes dieser sechs Punetc in die folgende 
* Gleichung: 



u't 4- t'u = v'w + w'v, 

welche die Polar-Ebene des jedesmaligen Punctes in Beziehung auf die gegebene Fläche der zweiten 
Ordnung darstellt (6U), cinaetzen. Alsdann ergeben sich, den drei auf der geraden Linie 1 liegenden 
Puneten IV, a. entsprechend. In gleicher .Aufeinanderfolge genommen, die Gleichungen der drei 
Ebenen II, and den drei auf der geraden Linie II liegenden Puneten 111, a. entsprechend, die Gleichun- 
gen der drei Ebenen 1. Es folgt hieraus, dass die beiden geraden Linien I und II zuge- 
ordnele Polaren sind. 

Wenn wir andrerseits dasjenige aufgeschriebene A'iereck betrachten, das derselben Aufeinander- 
folge der Seilen entspricht, als ein beliebiger der zugleich um- und eingeschriebenen sechsflächigen 
KSrper, so ist der Durchschnillspunct der drei Diagonalen jenes Sechsecks der Pol derjenigen Ebene, 
welche die Durchschnittslinien der drei Paare gegenüberliegender Seilen -Ebenen dieses KSqiers ent- 
hält. Die Pole der drei Ebenen I, oder die drei Puncle 111, a., sind also, in derselben Ordnung 
genommen, keine andern als die Puncle 111 der 89. Nummer, und ebenso sind die Pole der drei 
Ebenen 11, oder die drei Puncte IV, a., keine andern als die Puncle IV. Die Puncle III, so wie die 
Puncle IV, liegen also auf zwei geraden Linien, die bezüglich mit 1 und II, so wie also auch unter 
sich, zugeordnele Polaren sind. Die beiden geraden Linien I und IV sind hiernach beide zugeurdnele 



•J Die den unter einaader ideiitbchen liaearen Kuoctionen (w — v), Cq— p), (■ — r) efiteprechendc Kbrae 






ist <li« rrvtf der Ebenen II, eo wie die den identischen linrnren Functionen (p — r)^ ent- 

sprechende Kbeoo du erste der Ebenen I Ut. 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter Classe. 



Polaren von II und fallen folglich znsammcn. Ebenso fallen II und DI zusammen, weil 
beide zugeordnete Polaren von I sind. 

92. Indem wir das Vorstehende zusammenfassen, gelangen wir zu folgenden Resultaten. 

Seehs gerade Linien, welche zu drei und drei derselben Erzeugung einer gege- 
benen geradlinigen fläche der zweiten Ordnung angehüren, bestimmen 

sechs der Fläche zugleich ein und um- sechs der Fläche aufgeschrieb ene S echs- 

geschriebene Kärper; ecke; . 

die drei Paare gegenüberliegender Seiten- die drei 0 iagonalen jedes dieser Scchs- 

Ebrncn jedes dieser KOrper schneiden ecke schneiden sich in demselben Puncte; 

sich in drei geraden Linien, welche in solcher Puncte (a) erhalt en wir also sechs; 

derselben Ebene liegen; solcher Ebenen 

(A) erhalten wir also sechs; 

diese sechs Ebenen schneiden sich zu drei diese sechs Puncte liegen zu drei auf 
in denselben beiden geraden Linien (B); denselben beiden geraden Linien (b); 

die sechs Puncte (a) sind, in Beziehung auf die gegebene Fläche, die Pole der sechs 
Ebenen (A); ^ 

die beiden geraden Linien (b) fallen mit den beiden geraden Linien fH) zusam- 
men und sind, wie diese, zwei zugeordnete Polaren. 

93. W ir wollen noch einige Bemerkungen Uber die geometrische Constniction und die geome- 
trischen Beziehungen der beiden zugeordneten Polaren hinzurUgen. 

Im Ganzen können wir durch die sechs gegebenen geraden Linien (1), I2), (3), (4), (5) und 
(6), paarweise genommen, neun Ebenen legen und diese auf nachstehende zwiefache Weise in drei 
Gruppen von drei zusammenstellen : 



14 36 54 
1* ä« Ul, b. 
23 45 61 I 



12 54 36 
14 32 56 
43 25 61 



IV, b. 



Bei jedem der sechs sechsflächigen Körper, die durch die gegebenen sechs geraden Linien be- 
stimmt werden, können wir, nach ihrer Aufeinanderfolge, drei der Seiten -Ebenen als die ungeraden, 
und die drei übrigen als die geraden bezeichnen und dann drittens noch durch die drei Paare gegen- 
überliegender Seiten drei Ebenen legen. Diese drei Gruppen von Ebenen sind für die drei KOrper I 
dieselben und zwar die drei Gruppen III, b; für die verschiedenen einzelnen Körper vertauschen sich 
bloss die drei Gruppen unter einander. Jedem der drei Körper 11 entsprechend, erhallen wir die drei 
Gruppen IV, b. Der Durchschnitt der drei Ebenen jeder Gruppe bestimmt einen Punct, so dass wir 
zwei Gruppen von drei Punclen III, b. und IV, b. erhallen. Die Coordinalen • Werlhe dieser Puncte 
können w ir nach dem Vorstehenden unmittelbar hinschreiben und linden alsdann, dass sie, in derselben 
Ordnung genommen, mit den Coordinaten- Werthen der zweimal drei Puncte IIL a., und IV, a. über- 
einstimmen. Die fraglichen Puncte sind also, die Durchschnittspuncte der drei Diagonalen in den 
sechs Sechsecken III und IV. 

Auf analoge Weise können wir die neun Durchschnittspuncte derselben sechs auf der Fläche 
liegenden geraden Linien auf zw iefache Weise in drei Gruppen zu drei zusammenstellen. 
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$. 6. Vollständige Bestimmung der Flächen z^vciter Ordnung. 

12 51 3ß] 

14 32 56 l II, e. 

43 25 61 \ 

Durch jedes der sechs Sechsecke 111 und IV sind drei Ebenen bestimmt, von welchen eine durch die 
drei ungeraden, eine zweite durch die drei ^raden Winkelpuncte geht und die dritte die drei Durch- 
schnitlspuncte der drei gegenüberliegenden Seiten enthüll. Für die drei Sechsecke 111 sind diese drei 
Ebenen (nur in verschiedener .\ufeinanderrulge) dieselben, nemlich die drei Ebenen 1, c.; Tür die drei 
Sechsecke IV sind diese Ebenen die drei Ebenen II, c. Die Ebenen I, c. und II, c. sind aber bezüg- 
lich keine andern als die Ebenen I und II. Um dieses geradezu zu beweisen, wollen wir Beispiels- 
weise die zweite der Ebenen I, c. nehmen, welche die drei l’uncte (811) 

)t = w = V = 0|, {12) In = w = 0, V = tl, {31) ju = v = 0, t = w|, {56) 
enthült und für deren Ulcichung wir hiernach die folgende erhallen: 

t = w-f-v, 

welche keine andere ist, als die zweite der Gleichungen 1, b. und folglich die zweite der Ebenen 1 
darstellt. 

Das Vorstehende können wir in folgende Aussage zusammenfassen. 

Wenn wir sechs auf einer geradlinigen Flüche zweiter Ordnung liegende gerade 
Linien in irgend einer bestimmten der sechs in Rede stehenden möglichen .Vufein- 
anderfolgen nehmen: 

so liegen in dem bezüglichen sechsflücbi- so schneiden sich diejenigen Ebenen, 
gen KOrper die Durcbschnittspuncte welche 1*. durch die drei ungeraden 
1°. der drei ungeraden Sei ten -Ebenen, Eckpuncte des bezüglichen Sechsecks, 
20., der drei geraden Seiten-Ebenen, und 2'’. durch die drei geraden Eckpuncte, und 
3°. derjenigen drei Ebenen, welche durch 3”. durch die drei Durcbschnittspuncte 
die gegenüberliegenden Kanten-Paare ge- der gegenüberliegenden Seiten gehen, alle 
hen, alle drei auf derselben geraden Linie; drei in derselben geraden Linie; 

diese beiden geraden Linien sind zugeordnete Polaren. 



5 . 6 . 

Vollstftndliie Bestlmninng der Fliiclien Bwelter Ordniiug;. 
Rirhtuns und Grosse Ihrer Axen. Identische und ähnliche 

Flächen. 

94. Die Unterscheidung der Flächen, in so fern sie auf das Reelle und Imaginäre und darauf 
sich bezieht, ob dieselben durch die Bewegung einer geraden Linie beschrieben werden kilnnen oder 
nicht, eine Unterscheidung, die wir eine collineare genannt haben, verlangt durchaus keine Parti- 
cularisalion in der Bestimmung der linearen Punct- oder Plan-Coordinaten. Alte allgemeinen 
Eigenschaften der Fläche, namentlich solche, welche sich auf eine Beschreibung derselben durch eine 
gerade Linie beziehen, lassen sich aus der allgemeinen homogenen Gleichung des zweiten Grades 
zwischen vier linearen und ganzen Functionen ubieiten. Sobald aber bei der Unterscheidung der 




azA-Jc . . 



14 36 54 I 
12 34 56 I I, c. 
23 45 61 \ 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter Clasae. 



Flächen und der Discussion ihrer Kigenschaften das Unendliche maassg'cbcnd hervortriti, 
wird dadurch eine nähere Coordinaten* Bestimmung nolhwendig und in der homogenen Gleichung 
zwischen den vier linearen Functionen muss alsdann eine dieser letztem, als Function der drei 
übrigen, gegeben sein, oder, was hiermit auf dasselbe hinauskommt, wir müssen die allgemeine 
Gleichung zwischen drei linearen Functionen zu Grunde legen. Diese speciellerc Bestimmung haben 
wir als eine affine, in dem Sinne, wie dies Wort vonKuler zuerst gebraucht worden ist, bezeich- 
net. M ollen wir noch weiter particularisiren, wollen wir z. B. ein Ellipsoid ron einem andern, ein 
ein- oder zweischaliges Hvperboloid von einem andern unterscheiden, wollen wir absolute Grüssen- 
Bcstinimiingen machen und Winkel- Beziehungen betrachten, so müssen wir die drei linearen Func- 
tionen vollständig bestimmen, so dass sie auch keinen unbestimmten Coefficientcn mehr einschliessen 
dürfen. Hier bietet unter den Punct-Coordinaten -Systemen das Svstem der gewöhnlichen Parallel- 
Courdinaten und unter den Plan- Coordinaten-Svstemen das System der 3. Nummer CEinl.) die grösste 
B(S]uemlichkeit dar. 

Die Eigenschaften der Pole und Polaren knüpfen sich an die col linearen Coordinaten -Bestim- 
mungen. Hierbei treten xugeordnete Durchmesser nicht als solche hervor, sondern stellen sich nur 
als drei gerade Linien dar, welche überhaupt die Eigenschaft besitzen, dass der Pol derjenigen Ebene, 
welche durch irgend zwei derselben sich legen lässt, auf der jedesmaligen dritten liegt; aber es lässt 
sich nicht au.sdrücken, dass der Pol auf dieser dritten Linie unendlich weit liegt, und die drei frag- 
lichen Linien in dem .Mittelpiinctc der Fläche sich schneiden. Diese Unterscheidungen fordern eine 
affine Coordinaten - Bestimmung, Drei zugeordnete Durchmesser, welche paarweise auf einander 
senkrecht stehen, heissen Axen der Fläche. Um diese Axen der Fläche, der Richtung und Grösse 
nach, zu bestimmen, ist eine weitere Particularisalion der Coordinaten -Annahme erforderlich, 

93. M ir wollen voranssetzen, dass die Gleichung der Fläche in rechtwinkligen Parallel- Coor- 
dinaten gegeben oder dass die ursprünglich gegebene Gleichung in eine solche verwandelt worden sei, 
und demnach für diese Gleichung die folgende nehmen: 

Ax’-fAy'-l-.A"z*-f-2B"xy-f-8B'xz-|-2B)z-|-8Ci-l-2C'y-fSC"z-|-D = 0. (1) 

Ferner wollen wir die Bezeichnungen des ersten Paragraphen dieses Abschnitts und namentlich der 
10. Nummer auch in dem Folgenden heibchalten. 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der Fläche sind hiernach (43) : 




und um in diesen Mittelpunct den Anfangspunct der Coordinaten zu verlegen, brauchen wir bloss x, 
y and * bezüglich mit x-f-«, y+?i y + r vertauschen. Alsdann ergibt sich: 

Ax* -f-A'vt-f A"z»-t-8B"xy-|-8B'xz-f-*Byz = M, (3) 

wobei wir 




setzen. Menn «J* und also auch M verschwindet, so alellt die allgemeine Gleichung (I) einen 
Kegel oder einen Punct dar; sie stellt ein Paraboloid dar, wenn 6, verschwindet, wodurch 
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indem M unendlich gross wird, die Gleichung (3) ihre Geltung rerliert; ferner einen Cjlindcr, 
wenn 6j rerschwindet, cngleich eher Factor von 0 wird, wonach M wieder einen endlichen Werth; 

M = - -li, 

erhält. Wenn Oberdiess auch noch O] und also auch M verschwindet, so stellt die allgemeine Glei- 
chung ein Srstem von zwei Ebenen dar. Wenn Si verschwindet, so stellt sie einen parabolischen 
Cjlinder dar; die Gleichung (3) verliert alsdann wieder ihre Geltung, weil M unendlich wird. Sie 
erhält diese Geltung wieder, wenn dadurch, dass ein Factor von 3.^ wird, beide Ausdrücke gleich, 

Y 

zeitig verschwinden; dann kommt: M = — — , 

und die allgemeine Gleichung stellt ein Srstem von zwei parallelen Ebenen dar, die zusainmcnfallen, 
wenn Y verschwindet. 

S6. Zur Bestimmung der drei Coordinaten des Mittelpnnctes erhalten wir, in Gemässlicit der 

2. Nummer, die folgenden drei Gleichungen: 

dH dXk dH 

= 0 , ^ = 0 , 



dz 



dr 



dz 



= 0 , 



(O 



oder, entwickelt: 



Az-fB"y-f B'z + C = 0, 

B"z-f A'j-l-Ba-f C' = 0, (5) 

B'z -H Bj-f -A"z -I- C" = 0. 

Jede dieser Gleichungen, für sich, stellt eins Ebene dar, die durch den Mittclpunct geht, so dass 
dieser als der Durchschnitt dreier Diametral -Ebenen bestimmt wird und zwar derjenigen drei, deren 
sugeordnete Durchmesser den drei Coordinaten -Axen parallel sind. Es ergibt sich diese unmittelbar, 
wenn wir in der Gleichung: 

(C* + C'.''-t-C"z + D) = 0, 

welche die Polar- Ebene eines beliebig angenommenen Punctes (x', z‘) in Beziehung auf die 

Fläche darstellt (Einl. Betr. 15), nach einander x', v', und z' unendlich gross nehmen, wonach dieselbe 
in die drei Gleichungen (4) übergeht. Zugleich sehen wir, dass 

Ci -f CV -t- C"z -f- D = 0 (6) 

die Gleichung der Polar -Ebene des Antangspunctes der Coordinaten ist. 

Für den Fall des Kegels uni> ellipsoidischen Punctes bestimmt sich der Mitteipnnct 
ganz auf gleiche Welse. Weil indess die Polar- Ebene jedes beliebig angenommenen Punctes, mithin 
auch des Anfangspunctes der Coordinaten, hier durch den Mitteipnnct geht, so besteht zugleich mit den 
Gleichungen (3) nothwendig auch die Gleichung (6); ein Umstand, auf den wir bald noch einmal 
zurUckkummen werden. 

In dem Falle der beiden Paraboloide sind die Durchschnittsliuien je zweier der drei Ebenen 
(5) parallel. Die Richtung dieser Linien ist die gemeinsame Richtung der Durchmesser der Parabo- 
loide, nämlich derjenigen Richtung, nach welcher der Mittelpuuct unendlich weit gerückt ist. 

In dem Falle des elliptischen und h^rperbolischen Cylinders schneiden sich die drei 
Ebenen (5) in derselben geraden Linie, dem geometrischen Orte für den Mitteipnnct. Diese 
gerade Linie ist offenbar den Seiten des Cvlinders paralleL 
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In dem Falle, doas der Cjlinder in ein S/stem von swei reellen oder swei imagi- 
nären Ebenen anaartet, ändert aicb in dieeen Bealchungen nichta. Nur beatehen alsdann die 
Gleichungen (5) nnd (6) viedenun gleichzeitig (53). 

Wenn der Cjrlinder insbesondere ein parabolischer ist, so sind die drei Ebenen (5) unter 
einander parallel und die Linie der Mittelpuncle ist, parallel mit ihnen, unendlich weit gerückt. Wollen 
wir dieser Linie auch in unendlicher Enlfernnng eine bestimmte Richtung beilegen, so müssen wir 
sie, indem wir den parabolischen Cjlindcr als Uebergang zwischen dem elliptischen und hvperbolischen 
Gelinder betrachten, den Seiten des Gründers parallel nehmen. 

ln dem Falle zweier parallelen Ebenen lallen die drei Ebenen (5) in eine einzige Ebene 
zusammen, welche in der Mitte zwischen den beiden parallelen Ebenen hindurchgeht. Diese Ebene 
ist der Ort für den Mitteipnnct. 

M'enn endlich die beiden Ebenen zusammenfallen, so fallen mit ihnen auch die Ebenen (5), 
so wie die Ebene (6) zusammen. 

97. Mir künnen auf eine nicht unelegante Weise, statt durch Bedingungs-Gleichungen zwischen 
den Gonstanten der allgemeinen Gleichung, auch durch identische Gleichungen die Unterarten 
Ton Flachen der zweiten Ordnung bestimmen. Diese Bestimmung wollen wir um so lieber hier 
einsehalten, weil manche der spätem Entwicklungen dadnrdi einfocher nnd ^mmetrischer wird. 

Der Kegel (und der ellipsoid isehe Punct) ist dadurch charactcriairt, dass, indem wir die 
allgemeine homogene Gleichung zwischen den vier Punct- Goordinaten p, q, r, s zu Grunde legen 
und durch 

a = 0 (7) 

darstellen , gleichzeitig 







( 8 ) 



oder, was dasselbe bedeutet, dass folgende identisdie Gleichung; 



da da da da 

X.-. h U.-Z hr. 5 

dp ' dq dr da 



= 0 , 



( 9 ) 



besteht, in welcher X, p und r drei noch zu bestimmende Gonatanten bedeuten. Denn in Folge dieser Glei- 
chung verschwindet jeder der vier partiellen DiSercntial-GocOicienten, wenn die drei andern, durch gehiS- 

rige Bestimmung der M'erthe der drei Veränderlichen gleichzeitig Null werden. Diese M'erthe 

sind diejenigen, welche dem Mittelpuncte des Kegels entsprechen. Mir künnen aber, in Gemässheit 
des bekannten Satzes über homogene Funaionen, die Gleichung (7) auch folgendcrgestalt schreiben: 



da da da da . 
p-dT+’-di-+^-dr+'’-dT = ®- 



Beziehen wir diese Gleichung auf den Mittelpunct des Kegels, so kommt: 



da da , da , da 

** ■ dp ^ ' dq dr da 



= 0 , 



indem sie sogleich io vier Gleichungen von der Form der Gleichungen (8) sich aullUset, worans 
nnmittelbar folgt, dass sie eine identische ist nnd es anch lür jede beliebige Annahme der Verlnder- 
lidien bleibt, und dann keine andere sein kann, als eben die identische Gleichung (9), in der also 
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X = o, = ^, V = r- 

Diese Gleichung wird hiernach, indem wir xugleich fdr o, ^ and 7 ihre Werthe einsetxen: 



dß,. dß 



dß 



dß 



“•||r +®''de =®- 



( 10 ) 



Wir kfinnen den Gegenstand, der uns beschäftigt, noch von einem etwas andern Geaichtspuncte 
aus betrachten. Es stellt nemlich die Gleichung (9), wenn X, und v Werthe der drei Veränderlichen 
bedeuten, welche irgend einem Punete der Fläche (7) angehören, die Tangential-Ebene in diesem 
Puncte dar. Wenn aber die Fläche ein Kegel ist und für den Punct aul ihr der Mittelpunct (ein 
singulärer Punct der Fläche) genommen wird, so kann die Tangential-Ebene jede beliebige Richtung 
haben: ihre Gleichung muss demnach eine identische werden, und diese identische Gleichung ist 
die in Rede stehende, wodurch also der Kegel als eine solche Fläche characterisirt ist, die einen 
singulären Punct hat. 

Nehmen wir insbesondere gewöhnliche Parallel-Coordinaten, indem wir p s x, q = 7 , r = z, 
s ~ 1 setzen, so tritt die Gleichung (1) an die Stelle der Gleichung (7) und es verwandelt sich 
die Identische Gleichung (10) in die folgende: 



dß 



dß 



i„,. — 4 - + 



dQ 

dz 



+ 20 j (Cx + C '7 + C"z + D) = 0. 



01 ) 



OS. Wir wollen ferner den Fall der beiden Paraboloide hervorheben, der durch das Ver- 
schwinden von 0j bedingt wird. Diese Bedingung ist damit gleichbedeutend, dass, indem wir die 
sechs ersten Glieder der Gleichung (1), oder, was damit gleichbedeutend ist, den ersten Theil der 
Gleichung %) durch ß, bezeichnen, gleichzeitig: 
dß, dß, 

dx dy 

was wir auch durch die folgende identische Gleichung: 



= 0 , 






( 12 ) 



dx dy dz 



(13) 



in der X' und u' zwei gehörig zu bestimmende Constanten bedeuten, ansdriieken können (4. Nummer). 
Entwickeln wir die vorstehenden partiellen DiSerential-CoeOicicnten, so kommt gleichzeitig : 

Ax + B "7 -I- B'i = 0, 

B"x-|-A '7 -f Bz = 0, (14) 

B'x -f By -J-A"z=0, 

oder, wenn wir für — und — bezüglich a' und ß' schreiben and zugleich der Kürze halber g, h 



and k einlBhren: 

Aa' -fB"^'-f B' = g = 0, 
B"a'-f A'^' -f B = h = 0, 
BV-f B^' + A"s k = 0. 

Diese drei letzten Gleichungen bestehen also ebenfalls gleichzeitig 
Nummer : 



(15) 



and geben dann, wie in der 4. 






^ =- 
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wodurch die Darchmeseer-Ricbtoni’ der Poraboloide gegeben ist. Statt der obig^ identisehen 
Gleicbaug' können wir hiernach auch die folgende nehmen: 



X'g + (iTi + k = 0, 

Damit diese identische Gleichung bestehe, mOssen, nachdem wir, für g, h und k ihre Werthe sub- 
Btituirt haben, die CocDlcicnlen von a' und ß', so wie das von ihnen unabhängige Glied, verschwin- 
den, wonach 

Ai' 4- B"f»' + B' =0, 

B"i' + A'fi' + B = 0, 

Ba' +Bfi' + A" = 0. 



Diese drei Gleichungen geben fBr i' und ft' dieselben Werthe, als die frühem drei Gleichungen für 
a' und ß'. Es ist also: 




oder auch, in Gemässheit der ersten der Gleichungen IV a. der 9. Nummer: 




Wir erhalten hiernach: 





dx 



+ 



d£l. 



da, 




(16) 



(17) 

(18) 



Um in die letzte identisebe Gleichung, indem wir uns wieder auf die Gleichung (1) zurück- 
beziehen, a statt a, einzuflihren, erhalten wir: 

— 8C' da, _da 

dx dx ’ dy dy ’ dz di ' 

wonach die fragliche Gleichung in die folgende übergeht: 



J2_,c f-ic' 

'■ +K: + 5 -,. - 0 . 









«IS 



(19) 



Diese identische Gleichung ist diejenige, welche xu entwickeln war. Bei der Entwickelung der- 
selben bitten wir auch auf analoge Weise, wie in der vorigen Nummer verfahren können, haben 
aber den ausführlicheren Weg vorgezogen. 

Aus den Gleichungen (16) können wir die folgende Doppel-Gleichung: 

W„.x = y^.z ■ (20) 

ableiten, indem wir für o' und ß' Ihre W'ertbo ln z, y und % wieder einsetzen. Durch diese 
Gleichung ist die Durchmesser-Richtung der Paraboloide gegeben. 

99. In dem Falle des elliptischen und hyperbolischen Cylinders löset sich die iden 
tische Gleichung (19) in die folgenden beiden auf; 
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dx 



da 




da 




c 



C' C" 

4- H = 0. 

' qr ’ uj * 






(*i) 

(«) 



von welclieii die letztere aiudrückt, dass neben 0j auch <1> verschvindet. (19. Nummer.) 

Je zwei der drei Qleichun^n (5) können wir als Gleichaug Ihr die Linie der Mittelpuncte des 
Cjlinders nehmen (96), und aus den beiden erstem derselben, indem wir nach einander y und x 
eliminiren, insbesondere auch die folgenden beiden ableiten; 



£,.x + W„.z + >?,, = 0, 
5’,.y + «o,.* + ?’oz =0. 



(83) 



Sie Richtung der Linie der Mittelpuncte bestimmt sich auf dieselbe Weise, als durch die Giet- 
chungen (80) die Durchmesser-Richtung der Paraboloide bestimmt worden ist. 

100. In dem Falle des parabolischen Cjlinders sind die, durch die drei Gleichungen 
(5) dargestellten, Diametral-Ebenen parallel, also die Gleichungen (14) identisch, und es ergibt sich 
hiernach, mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung, indem wir durch 3, 3' und 3" drei gehörig 
za bestimmende Constanten bezeichnen: 




3". 



da, 

dz ‘ 



Multipliciren wir die ersten Theile der Gleichungen (15) bezüglich mit B, B' und B", so werden 
sie unter einander und mit folgendem Ausdrucke: 

identisch, wenn wir zugleich auf die, diesem Falle entsprechenden, Bedingungen, dass 7on ’^iz und 
9j, verschwinden, Rücksicht nehmen. Es ist also: 

d = B, 3' = B', 3" = B", 



so dass wir zwei der drei diesen Fall characterisirenden Bedingungen durch die identische Doppel- 
Gleichung: 



„ dfl, „ dQ, „ da, 

4x ay dz 



(85) 



ersetzen kOnnen, welche, wenn wir sic auf die ursprüngliche allgemeine Gleichung (1) beziehen, die 
folgende Form annimmt: * 






( 86 ) 



Die Richtung der Seiten des parabolischen Cjlinders .kOunen wir als die Richtung der Dureh- 
Bchnittslinie einer Diametral-Ebene desselben mit der Polar-Ebene irgend eines beliebigen Punctes 
construiren. Zur Bestimmung dieser Richtung erhalten wir hiernach die folgenden beiden Gleichungen: 

• 

XV* 

, T B' B" 

Cx + C'y + C"i = 0, 
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and, WIDO wir nach einander j and x eliminiren, die folgende Dappel-Gleidning ; 



— B"C'0 B'(B"C" — BC) ~ B"(BC — B'C') 



(W) 



101. In dem Falle zweier parallelen Ebenen sind die drei Diametral-Ebenen nicht nur 
parallel, sondern sic fallen auch zusammen. Die Form der identischen Doppel-Gleichung (26) mosn 
sich hiernach nothwrndig ändern, und diese Gleichung, in Folge dieser Aenderung, auf: 



da da da 

"•dr-«'d7-®"-dT 



(28) 



reduciren, was zugleich die doppelte Bedingungs-Gleichung: 

BC = B'O = B"C" (29) 

mit sich bringt. 

Indem wir dem .Ausdrncle (2t) noch das Glied BC hinzarugen tind ihn dann gleich Null 
setzen,' ergibt sich: 

C 

0, (30) 



B ^ B' ^B"^B'B" 



für die Gleichung derjenigen Ebene, die der geometrische Ort der Mittelpuncte ist, und in welche 
alle Diametral-Ebenen zusammcnfallcn. 

102. Wir haben bisher denjenigen Fall noch nicht erOrtert, dass die dargcstellte Fläche Über- 
haupt in ein System ron awei Ebenen übergeht. Dann gehen (wir wollen uns wieder zu der 
allgemeinen homogenen Function von p, q, r und s zurück wenden) je drei der vier Ebenen (11) 
durch dieselbe gerade Linie, was identische Gleichungen von folgender Form bedingt: 



da 


da 


da 


da 


da da 


^ -ä- 

dp 


O 

III 

l-ö 

+ 

+ 


^ •dT + “ -d^ + dT 


da 


da 


da 


da 


d£2 di2 


^ j- 

dp 


+ f‘"-dT+S-^»> 


’dq ’dr 



Wir können die beiden Constanten in jeder dieser vier identischen Gleichungen durch Entwicke- 
lung dieser Gleichungen unmittelbar bestimmen. Doch können wir uns dieser Entwickelung Ober- 
heben, weil X' und oflenbar dieselbe Bedeutung, als in der 99. Nummer haben, und aus diesen 
durch blosse Marken -Vertauschung die übrigen Constanten sich ergeben. Auf diese Weise ergibt 
sich unmittelbar: 



da 


da 




da 




da 


da 


da 




dp , 


dq 


4> 


dr 


= 0. 


dp 


+ -'•i- + 

‘ rt? ' 


da 


s 0 






1 


’J'aj 


Vp 


>aa 


’Pa. 




da 


da 




da 




da 


äa 


da 




Jp . 


dr 




da 


r 0 


dq 




ds 


= 0 


-P.. ^ 






SÄ V, 


f.o 


fiO 


■’pTT 





(31) 



Stellen wir die Gleichung der Fläche, indem wir uns gewöhnlicher Parailel-Coordinaten bedie- 
nen, wiederum durch die Gleichung (I) dar, so brauchen wir bloss in den vorstehenden identischen 
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da 



dQ da da da 

GIcichuDRen die vier parlicUen DificreDlial-Cocfncienten -r- -r— und — bezüelich durch 

dp ’ dq ' dr ds dx 



da da 

— , — und 2(Cx+ C'j+C"z + D) zu ersetzen. 

Zur Bestimmung der Durchschnittslinie der beiden Ebenen des S>stems erhalten wir die Glei- 
chungen (23), welche wir in der 99. Kummer überhaupt zur Bestimmung der Mittclpunctslüiie für 
den Cjlinder erhalten haben. Diese Gleichungen künnen wir hier, in Folge der 1. und 4. der 
identischen Gleichungen VII der 10. Kummer, auch folgendergestalt schreiben: 



(32) 



X 




,+JL_ 


— n 


V.e 


• w 




— Up 


y 

’Po. 




Wq3 


= 0, 



Wenn die beiden Ebenen des Systems zusammenfallen, so geschieht diess in der durch 
(30) dargestellten Ebene. 

103. Wir wollen in den nachstehenden Entwickelungen den allgemeinen Fall , dass d ie Fläche 
einen Mittelpunct und zwar einen einzigen hat, zuerst betrachten und hierbei die Gleichung 

, a, = M (1) 

in Grunde legen. 

Wenn wir, nach beliebiger Richtung, die gegebene Fläche der zweiten Ordnung durch parallele 
Ebenen schneiden, so liegen die Mittelpuncte der Durchschnitts- Curven in allen diesen Ebenen auf 
einem Durchmesser der Fläche, und wenn dieser Durchmesser auf den Schnitt -Ebenen senkrecht steht, 
so ist er eine Axe der Fläche. Um die Richtung einer solchen Axe zu finden, brauchen wir also nur 
eme Qbrigens beliebige Schm'tt -Ebene so zu führen, dass ein vom Mittelpunct der Fläche auf diese 
Ebene gefälltes Perpendikel den Mittelpunct der Durchschnitts - Curve trifil. 

Essel z-|-by-)-ax = c (2) 

die Gleichung einer solchen Schnitt -Ebene, dann sind die Gleichungen des vom Mittelpuncte auf 
diese Ebene gefällten Perpendikels, wie bekannt: 

X = az, y = bz. • (8) 

Unsere Aufgabe ist, die analytischen Bedingungen zu entwickeln, unter welchen dieses Perpendikel 
den Mittelpunct der Durchschnitts - Curve in der Ebene (3) trifft. Um zuvörderst diesen Mittelpunct 
SU bestimmen, brauchen wir bloss die Gleichung der Fläche (2) einmal in Beziehung auf x, das 
andere Mal in Beziehung auf y zu differentiiren und hierbei, in Folge der Gleichung (3), z als Func- 
tion von X und y zu betrachten, wonach 



dz dz 

^ a, --T— — . — b. 

dx dy 

Auf diese M'eise ergeben sich unmittelbar die folgenden beiden Gleichungen: 
(Ax+B"y-f B'z) — (B'x-l-By-fA"z)a = 0, 
(B"x + A'y + Bz) — (B'i -f By -f- A"z) b = 0, 



a 



Digitized by Google 



144 ' Flächen zweiler Ordnung und zweiter Classe. 

welche eine gerade Linie darstcllcn, die durch den Mitlelpnnct der Fläche geht und 'die Ebene ( 8 ) 
in dem Mittelpunct der Dnrchnchnitl»- Curre «chneidet. Zugleich mit diesen Gleichungen mässen 
algo die beiden Gleichungen (4) bestehen, wenn die bezügliche gerade Linie eine Axo der Fläche 

sein soll. Eliminiren wir hiernach zwischen den genannten vier Gleichungen — und so ergibt 
• , z z 

• sich : (Aa + B"b + BO - (B'a 4- Bb + A")« = 0 , 

(B"a + A'b + B) — (B'a + Bb + A'Ob = 0. • 

Wenn wir eine der beiden Unbekannten, b oder a, zwischen den beiden vorstehenden Gloiebangeii 
eliminiren, so erhalten w ir zur Bestimmung der andern eine Gleichung des dritten Grades. Es ergeben ' 
sich also drei Werthenpaare Tür b und a, wodurch die Richtungen der drei Axen gegeben sind. Von 
diesen Richtungen ist offenbar eine reell, und es ist leicht zu zeigen, dass die beiden andern es 
ebenlalls sind. Wenn wir zu diesem Ende annehmen, dass die reelle Axenrichtung mit der Axe der 
z Zusammenfalle, so müssen die beiden Gleichungen (5) befriedigt werden, wenn b und a gleich- 
zeitig verschwinden. Diess fordert 

B = 0, B' = 0. 

Dann rcdiiciren sich aber gleichzeitig diese Gleichungen beide auf den ersten Grad was anzeigt, dass 
ein zweites Werthenpaar von b and a unendlich wird (wir erkennen euch unmittelbar, dass alsdann 

1 • 1 • 

■ ^ die Gleichungen (5) befriedigt werden, wenn wir gleichzeitig — = 0 und — = 0 setzen) und dass 

also eine zweite Axe in die Ebene xy fallt. Die auf den ersten Grad reducirten Gleichungen (5): 

’ (A — A")a-|-B"b = 0, 

B"a-K.A'-A")b = 0, 

werden aber nur befriedigt, wenn a und b beide verschwinden oder beide unendlich gross werden. 
Die dritte Axe kann hiernach ateo nur entweder ebenfalls in der Ebene xy liegen oder mit der Axe 
der z susammenfallen. Den letztem dieser beiden Fälle künnen wir sogleich als unsUtthaA aus- 
schliessen. Um hiernach die Richtung der beiden in der Ebene der xy liegenden Axen zu bestimmen, 
brauchen wir aus den Gleichungen (5) bloss die folgende abzuleiten: 

CAa -h B"b -f- B') b — (B"a -f- A'b -|- B)a = 0, 

welche, durch das Verschwinden von B und B', auf die Gleichung: 

B" ( 7 )*- (A'-A) j — B" = 0, ; ( 6 ) 

sich reducirt und anzeigt, dass diese beiden Axen reell sind und auf einander senkrecht stehen. 
g ' Die letzten analytischen Erürterungen' künnen wir durch einfache geometrische ersetzen und 

* zeigen, dass, wenn voraussetzlich eine reelle Aien-Richtung vorhanden ist, auch zwei andere Axen- 

Richtungen nothwendig reell sind. Denn eine Axe ist derjenigen Diametral- Ebene, welche aut ihr 
senkrecht steht, zngeordnet, und bildet also mit je zwei zugeordneten Dnrehmessem der Durchschnitts- 
Curve in dieser Ebene ein System von drei zugeordneten Durebmessera, und da jede Corvo der zweiten 
Ordnung zwei reelle Axen-Richtungen bat, so gibt es nothwendig ein System dreier, paarweise auf 
einander senkrecht stehender, zugeordneter Diu-chmesser, ein System dreier Axen. 
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Jede Fläche der zweiten Ordnang', welche einen Miltelpanet hat, hat immer 
selbat dann, wenn sie imaginär ist, ein einziges Sj'stem dreier Axen, deren Rieh- 
tang reell ist. 

104. Wenn wir fär die Schnitt -Ebene, auf welcher eine Axe der Fläche senkrecht steht, ins- 
besondere eine Tangential -Ebene der Fläche nehmen, so kommt die Axen -Definition zo Anlang der 
Torigen Nummer darauf hinaus, dass eine Normale der Fläche (ein Perpendikel, errichtet im BerUh- 
mngspunctc auf der Tangential-Ebene), welche durch den Mittelpunct derselben geht, eine Axe der 
Fläche heisst. 

Wenn wir für die Gleichung der Fläche die allgemeinere nehmen: 

a = 0, (7) 

und einen auf ihr beliebig angenommenen Punct durch (x", z") bezeichnen, so erhallen wir 

für die Normale in diesem Punctc auf bekannte Weise die folgenden beiden Gleichungen: 



da 



da 



da da 

_ = 0 , 

wobei wir die partiellen Differential-Coeflicicnten auf den gegebenen Punct su beziehen haben, und 
künnen unmittelbar ausdrücken, dass diese Normale durch den Mittelpunct der Fläche geht. Legen 
wir insbesondere die Gleichung der Fläche, bezogen auf ihren Mittelpunct als Anfangsponct der 
Coordinaten, zu Grunde, so ergeben sich, indem wir x, y and z gleich Null nehmen, die beiden 
Bedingungs-Gleichungen : 

dx dz 

dj dz ' ’ 

oder, wenn wir die partiellen Differential-CoeOlcientcn aus der Gleichung (1) entwickeln: 

(Ax" + B"j " '+ B'z")a" — (B'x" -f By" -|- A"z")x" = 0, • 

(B"i" -l-A'j" + Bz")z" — (B'x"-|-B)"-f-A"z")j" =0. 

Wenn die beiden Gleichungen (4) wiederum eine Axe der Fläche darstellen sollen, so erhalten wir, 

weil diese durch den Punct (x", y", x") geht, ~ = n und — = b, wonach die beiden vorstehen- 
den Gleichungen in die Gleichungen (5) Qbetgehen. 

Die beiden Gleichungen (8) stellen, wenn«wir x", y“ und z" als veränderlich betrachten, zwei 
Kegellllächen der zweiten Ordnung dar, welche die gegebene Fläche in den Scheiteln der drei Axen 
schneiden. 

* 105. Die Entwickelungswcise der 103. Nummer behält ihre unbedingte Geltung auch dann, 

wenn M verschwindeL Also auch jeder Kegel hat seine drei Axen, in der Art, dass man nach 
dreifacher Richtung Ebenen legen kann, welche von der unbegränzten Kegelfläche gerade Kegel 
absehnciden. Einer Richtung entsprechen gerade Kegel mit elliptischer, den beiden übrigen ge- 
rade Kegel mit hyperbolischer Basis. . 

Ein Punct, als geometrischer Ort zweiter Ordnung, ist als eia verschwindendes Ellipsoid von be- ' 
stimmtcr Axcn-Richtung anzuselien, und darum überträgt sich diese Axen-Richtung auch auf ihn. 
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106* Wenn, Indem die Fläche in ein Paraboloid Ober^ht , M unendlich wird, so behalten 
die Bedingungs-Gleichungen (5) vollständig ihre Bcdcuiung, nachdem schon die Gleichung (1) die 
ihrige verloren hat. Xur müssen wir uns wieder zurück auf die ursprüngliche Gleichung (7) be- 
ziehen, und dann geben die genannten Gleichungen (5) immer noch drei reelle Riehlungen. 

Die Gleichungen (5) werden befriedigt, wenn wir • 






8 ' = 

l'.s 



setzen. Denn durch diese Substitution gehen dieseiben, mit Beibehaltnng der Bezeichnung der 98. 
Nummer, in die folgenden beiden Uber: * 

g-ka' = 0, , 

> h — k?' = 0, 

in welchen g, h und k gleichzeitig verschwinden. 

Es fällt also e i n e Axcn-Richtnng mit der gemeinsamen Durchmesser-Richtung zusammen. Nach- 
dem auf diese Weise eines der drei \\'urzel-Paare der Gleichungen (5) bestimmt worden ist, hängt 
die Bestimmung der beiden übrigen Wurzel-Paare von der .4ufl6snng quadratischer Gleichungen ab. 

Dm diese quadratischen Gleichungen abzuleiten, wollen wir die erste der Gleichungen (9^ (in 



welchen wir nun o' und ß' als nnbekannia GrSssen betrachten) mit die zweite mit mnl- 






tipliciren und hiemarh addiren. Alsdann ergibt sich, wenn wir zugleich auf die identische Gleichung, 
wodurch das Paraboloid characterisirl wird: 



• in • m 






= 0 , 



Rücksicht nehmen: 









eine Oleichioig, welche sieh in die folgenden beiden auflOset: 

k = 0, 

.= 0 . 






■■03 ^13 VJ3 

Dm also die WeVthe von a und b sn bestimmen, können wir diese beiden Gleichungen des 
ersten Grades einzeln mit einer beliebigen der beiden Gleichungen (9) znsammenstellcn. Die erste 
dieser Gleichungen liefert alsdann auf lineare Weise das schon bekannte Wurzel-Paar, die zweite 
die beiden übrigen Wurzel-Paare. * 

Das erste Wurzel-Paar bestimmt, wie eben schon bemerkt worden ist, die gemelnschaRlicbe 
Richtung der Durahmesser des bezüglichen Paraboloids. Deber die Bedeutung der beiden andern 
Wnrzel-Paare kOnnen wir nicht in Zweifel sein. Wenn überhaupt ncmlich ein Wurzel -Paar auf 
eine bestimmte Axen-Richtung sich bezieht, so sind durch die beiden andern Wurzel-Paare die beiden 
übrigen Axen der Fläche, oder, allgemeiner ausgedrückt, die beiden Axen der Dnrschnilts-Curve in 
einer beliebigen Ebene, die auf der ersten Axe der Fläche senkrecht steht, der Richtung nach gege- 
ben. Diese allgemeinere geometrische Deutung behält auch für den vorliegenden Fall der beiden 
Arten von Paraboloiden, wo, zugleich mit dem Mittelpuncte der Fläche, zwei der drei Axen unend- 
lich weit liegen, ihre volle Geltung. 
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Man bat überbaapt die Ebenen je zweier Axen einer beliebig-cn Fläch« der zweiten Ordnung die 
drei Haupschnitic derselben genannt. Die Durchscbnittslinic zweier Hauplschnitte ist also eine 
Axe, und parallel mit dem dritten Hauptschnitte sind insbesondere auch die Tangential -Ebenen in 
den Durcbschnittspuncten dieser Axe und der Fiäehe. In dem parliculären Falle eines Paraboloids 
liegt ein Hauptschnitt unendiieh weit und ist als parallel mit der T.ingential-Ebcne im Scheitel 
des Paraboloids, das heisst, in dem einzigen Puncle, in welchem die eigentliche Axe des Parabo- 
loids dasselbe schneidet, anzuseben, während die beiden andern Hauptschnitlc durch diese Axe gehen 
- und zugleich die beiden .\xen in allen denjenigen Durchschnitts-Curven der Fläche, deren Ebenen auf 
der Axe senbreclit stehen , cntlialtetl. Die letzten beiden Hauptschnitte gehen in dem Falle des 
-. hyperbolischen Paraboloids insbesondere also auch durch diejenigen beiden geraden Linien, die als, 
parallel mit den beiden unendlich weit liegenden Axen anzuschen sind nnd die in der oben bezeich- 
neten Tangential-Ebene die M'inkcl der beiden Durchschnittslinien mit der Fläche halbiren. 

Wenn wir den Scheitel des Paraboloids durch (x', t', z') bezeichnen, so erhallen wir, nach 
dem Vorstehenden, für die eigentliche .\xc der Fläche, die folgenden beiden Gleichnngen; 

¥„(x-xO = ¥„(Z-Z') 

^0. . . . 

und Piir die Gleichung der Tangential-Ebene im Scheitel : 



-i. -f. ^ i 



— > . X — X 



= 0 . 



lOS. Es liegt uns jetzt nur noch ob, den Scheitel des ParaboloMs anairtisch zu bestimmen. In 
dem Falle einer Fläche, die einen Mitlelpanct hat, geben die Gleichungen (8) der ]0d. Kummer, in 
Verbindung mit der Gleichung der Fläche (1), diejenigen Puncte, in welchen diese von ihren drei 
Axen geschnitten wird. Auf analoge Weise kOnnen wir hier verfahren, um den Scheitel eines gege- 
benen Paraboloids zu bestimmen, oder, mit andern Worten, denjenigen Punct, in welchem die Nor- 
male der Fläche die gemeinsame Durchinesscr-Richliing hat. Zu diesem Ende wenden w ir ans w ieder 
zu der allgemeinen Gleichung (7) zurück. 

Die Durchmesser-Richtung ist, wie in der vorigen Nummer, durch die beiden Glcichuugcii: ‘ 



“ “ ns’ 



■f.. 



und die Richtung der Normalen in irgend einem beliebigen Puncte der Fläclie durch die folgen- 
den beiden Gleichungen bestimmt: 

• dD da 
•a = — ; f— , 

dx dz 



dü da 
dy ■ dz ’ 



und somit erhalten wir, indem wir die beiden Werthe von a und die beiden M'erthe von b einander 
gleich setzen, zur Bestimmang des Scheitels der Fläche die nachstehende Doppel-Gleichung: ' 



da 

"dT 



= ni 



'dy 



= n 



da 

d7’ 



( 10 ) 



« 

% 

4 



' .» 



4 ■ 



k 



welche, für diesen Punct, gleichzeitig mit der Glciebujig der Fläche besteht. Diese letztgenannte 
Gleichung muss, da die fragliche Bestimmung eine lineare ist, in Folge der letzten Doppel-GIcichang 
(10)* ebenfalls auf den ersten Grad sieh redneiren. 

If 
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Verbinden wir die leiste Doppel-Gteichnng mit der identischen Gleiehong (19) der 98. Konmer: 
dil dS2 dQ 

dl ■ £L ■ ^ ^ ® 






4 - 



= s 



Vo 



'*13 t*03 

welche ansdrilckt, dass die durch die allgemeine Gleichung 

fl = 0 



+ 



c' c" r 

'P.e ^13 i 



dargestellte Fläche insbesondere eine parabolische ist, so erhalti^ wir nach einer ganz einfacher Sub- 
stitution, indem wir der KUrze halber 



4 , ' 

■ ■ . ' t 

w ♦ . . 



C C' 

»Pol 'P,. 



+ 



C" 



V, 






13 ~ 



1 



setzen : 



dfl 



dfl 

’'‘”-d]r - ®”-dj 



(V,,)« ■ (<P 



dfl 









Blerans ergibt sieh: 



dx 



dfl dfl I X 

*+dF-y + s--‘ =*n 



‘ m ' ^ 



'oa V,j ij. 

Ferner können wir die Gleichung der Fläche auch folgendergcslalt schreiben: 



* dü di2 

*fl = — + + + 2|Cx+ C'r + C"z + D| = 0, 



and somit kommt znr Bestimmung der Coordinaten des Scheitels: 

, oder, wenn wir Tdr F seinen Verth cinsetzen: 

Diese Gleichung ist linear und gibt, mit der Doppel-Gleichung (10) zusammengcstcllt, die 
drei Coordinates des gesuchten Scheitels des Paraboloids. 

108. Für den Fall des elliptischen und hyperbolischen Cylinders bestehen die Ent- 
wickelungen der 106. Nummer fort, ohne dass die-Gleichung (1) ihre Geltung verliert. Demnach 
ergibt sich, wie dort, zur Bestimmung der Richtung der Haupt-Axe: 



Vo 



V, 



’’.3 



>P«3 
■ P 

*71 





■■oj 

M'ir sehen hieraus, dass diese Axe, die Axe des Cylinders, dieselbe Richtung hat, als die Linie 
der Mittelpuncte, für welche wir, bei beliebiger Annahme des Anfangspunctes der Coordinaten, die 
Gleichungen (23) der 99. Nummer gefunden haben, und also mit dieser Linie ganz zusammenfallt. 
Ohne dass die Gleichung (1) irgendwie sich ändert, können wir den .Anfangspunct der Coordinaten 
auf dieser Axe beliebig fortrücken lassen. Jede auf der Axe senkrechte Ebene, deren Gleichung 
hiernach, bei willkUhrlieher Annahme von <r, die folgende ist: 
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X 



”1" m UI 



enthält also zwei zageordneto Aien, die zugleich die Axen der Dorchsehnitls-Carre sind, and deren 
constanta Richtung gerade so wie in der eben angezogenen Kummer sich bestimmt. 

109. Wenn der Gelinder insbesondere in ein S/slem von zwei reellen oder imaginären Ebenen 
aosartet, so vertritt die Durchschnittdinie derselben eine der Axen. Vis beiden durch diese Durch- 
sehnitlslinie gehenden Hauptschnitte balbiren die von den beiden Ebenen des Systems gebildeten 
Scheitel-Winkel. , > 

Wenn die beiden Ebenen parallel sind, so erhalten in Folge der identischen Gleichnngcn 

( 100 , 101 ): 



da da da 

B'.— = B".t- 

dx ij dz 



BB'B" 



JL.Z_.i_' 
B B' B" 



die Gleichungen (4) der 103. Nummer einen gcmeinscbafilichen Factor 

— 4.Z-4.Z- 

B ^ B' ^ B" • 

e 

and gehen, nach Hinweglassung desselben, in die folgenden Ober: 

B" B" 

« = ß-. = B'* 

wodurch eine Axen -Richtung vollkommen bestimmt ist. Die Richtung der beiden andern .Axen bleibt 
unbestimmt, und bloss der Bedingung unterworfen, dass 



B ^ B' ^ B" 



0 , 



das heisst, dass diese Axen in der Ebene der Mittclpunclc liegen und für dieselben also irgend zwei 
auf einander senkrechte gerade Linien, welche dieser Ebene angeboren, genommen werden kOnnen. 
Die fragliche Ebene ist hiernach auch als llanptschniu zu betrachten und die Gleichung derselben die, 
bei beliebiger Annahme des Anfangspunctes der Coordinaten, bereits früher (101) gefundene: 

ß ^ B" B'B" 



Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, so geschieht diess in dem eben bestimmten Hauptsclmitte. 

110. In dem Falle eines parabolischen C}lindcrs gibt cs unendlich viele Axen, die alle 
dieselbe Richtung haben und in einem Hauptschnitte liegen. Dieser Hauptschnitt ist der einzige, 
and schneidet die Fläche in der Scheitel linie; parallel mit ihm sind alle Diametral-Ebenen. 

Wenn wir die identische Doppel-Gleichung (85) der 100. Nummer auf die ursprüngliche allge- 
meine Gleichungs-Form beziehen und ihre einzelnen Theile dem Ausdrucke (24) gleich setzen, so 
wird dadurch der parabolische Cvlinder charactcrisirt. Die allgemeine Gleichung kOnnen wir über- 
haupt auf folgende Weise schreiben : 

dß# dß# i 

j/.x-(-j^.j-|-j^.zj4-8Cx + 2CZ + 8C"z-|-D = 0, 

Ofid sie geht dann, io Folge jener identischen Doppel-Gleichung, in die folgende über: 
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+ 2Ci + SC'y + 2C"z + D = 0. 



Damit eine gerade F.inic eine Axe des parabolischen Cjrlindors sei, reicht es hin, dass sie zugleich 
eine Xurmale der Flüche und den Diametral -Ebenen parallel ist. Eine solche durch den Anfangs- 
punct gehende Diametral-Ebene wird durch die Gleichung; 

• JL+JL + 1_ =0 

B ^ B' ^ B" 

dargeslellt (lUO). Eine durch denselben PuncI, parallel mit der Normale in irgend einem Punct 
der Flüche, gehende gerade Linie hat, indem W'ir aut diesen Punct die partiellen DifTercotial -Quo- 
tienten beziehen, die folgenden beiden Gleichungen; 

da 

d, 











da 


da 




da ( 








9 


d7'* 


~ dT •*’ 




II 

1-3 






Soll also diese Normale 


eine Axe 


der Flüche 


sein, 


SO müssen 






zeitig besteben; diess fordert: 


• 






• 




da 


da 


da 


da, 


da, 


da. 






dx 


-r g, T 


dz 


^ + 


dy 








B 


-f/ - = 


B ^ 


B' 


B" 






oder, wenn wir mit Berücksichtigung der identischen Doppel-Gleichung entwickeln, und der Kürze 
halber , 

CB'B" -f C'BB" + C"BB' 



B'B't-i- B‘B"i -t-B'»B“ 



setzen : 



Diese Gleichung stellt hierpach, wenn wir z, y, z als Teränderlich betrachten, eine solche Ebene dar, 
in welcher die Scheitel der unendlich vielen Axen liegen: diese Ebene ist der Hau'p tschnitt selbst, 
weil sie die Richtung der Diametral-Ebenen hat. Um die Scheitellinie zu bestimmen, brauchen 
wir hiernach nur diese Gleichung mit der Gleichung der Fläche zusammenzustellcn. Dadurch redu- 
cirt sieb aber diese letztgenannte Gleichung auf den ersten Grad, indem sie in die folgende übergeht: 

Cz -I- C'y -H C"z -h IjD-f- BB'B"2i| =0. 

111. Wir haben in der 103. Nummer gezeigt, dass jede FlärEe zweiter Ordnung mit einem 
Mittelpuncte drei Axen hat, deren Richtungen immer reell sind. Es bleibt uns jetzt noch übrig, die 
QrSsse dieser Axen zu bestimmen. 

Die Gleichoeg der Fläche sei, indem wir 

A = MA, A' = M.d', A" = MA“, B = MÄ, B' = MB‘, B" — MÄ", 

setzen : 



Sind alsdann: 



Aj^ -f .d'y» -h .d"s» -H 8Ä"xy + tB'xz + iBji = 1. 
X = oz, 7 = bz. 



( 1 ) 

(*) 
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wie frOker , die beiden Gleichnngen einer Axe , so erhalten wir fSr den Durchschnitt denselben' mit 
der Fläche: 

Ua»4-.d'b’+ J" + 85"ab + *J?'a + 8Äb)*’ = 1. 

Es ist aber, wenn wir das Quadrat der halben Axcn>Längc durch r> und den reciproken \Vcrth des- 
selben durch 8^ bbxeichnen, 

, .1 = r» = Cl + a» + b«) iS 



and hiernach: 

^a’+^'b’ + vd"+8Ä«ab+*J?'a + 8Äb = (l-f.g’i + b») s». (3) 

Zur Bcstinunong von a nnd b haben wir in der 103. Nummer die folg-enden beiden Gleichungen 



erhalten : 



.da + Ä"b+ B'— (fi'a + Äb + ^'Oa = 0, 

/f"a + y<'b-f-J?— CÄ'a + Äb+^'Ob = 0. • 



‘ Addiren wir diese beiden Gleichungen, nachdem wir die erste derselben mit a und die zweite mit b 
mnltiplizirt haben, so kommt: 

y<a*-|-.J'b'‘+2£''ab + B'a + 5b — Cfi'a + Äl> + .d") (a> + bi) =0, 
und wenn wir diese Gleichung von (3) abziehen nnd zugleich den Fadtor (l-|-a^ -|-b^) i^eglassen: 

* Ä'a + Äb + (.<''-8») = 0, (4) 



Auf gleichem '^'ege oder durch blosse Buchstaben -'Vertauschung ergibt sich: 

Ä"a-i-Ä+(^'— s’)b = 0, 
Ä'-|-Ä"b-f (i<-8*)a = 0. 



C4,a) 



M'enn wir a und b zwischen den drei letzten Gleichungen eliminiren, so erhalten wir: 

04— s«)(i4'— s>3(^"— s»)— — 8^)— **) + 8ÄÄ'Ä" = 0, (5) 



oder auch, wenn wir in Beziehung auf s' ordnen: 



gs_ g4 ^ [CAA‘— B‘'^)+CAA“— B'^)+ (A‘A"—B'^-)\ a ' 



16) 



—\AA‘A"—AB'^—A>B‘'~A‘>B‘>* + tBB'B"] = o- 
Endlich ergibt sich, wenn wir zu der ursprOnglichen allgemeinen Gleichung der Fliehe zuriiek- 
gehen und die Bezeichnungen der 10. Nummer wieder einfabren: 



oder 

« 



s* +[A-h.A' + A"l s4+[r^+H.-H5l®V-*’ + |r = 

r‘ + IH. + H.+ [A +A'-1-A»]|i. r* +§L = o. 



(7) 

( 8 ) . 



118. Die letzte Gleichung gibt drei Werthe von r>, den drei Werthen- Paaren von a und b 
entsprechend, welche wie diese in Folge der Gleichungen (4,a), alle drei reell sin^. Hiernach be- . 
stimmen einzig und allein die Vorzeichen in der letzten Gleichung, ob diese drei reellen Werthe 
positiv oder negativ nnd also die entsprechenden Axen reell oder imaginär sind. 

Wenn 

•f > 0, 

so sind die drei Werthe von r^ entweder alle drei negativ, oder einer ist negativ und die beiden 
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übrigen sind positiv: Oie Fläche selbst ist also ima^när oder ein cioscbaliges H^erboloid mit zwei 
reellen Axen. Erstcres findet Statt, wenn * 

. £■, + 5. +£ > 0, (A-hA'+A")0* > 0, 

Letzteres, wenn diese Bedingungen nicht gleichzeitig befriedigt werden *). 

Wenn 

< 0 , 

so sind die drei Werthe von r'^ entweder alie drei positiv, oder einer ist positiv and die beiden 
andern sind negativ: die Fläche selbst ist also ein Ellipsoid mit drei reellen Axen, oder ein zweir 
schaliges Hyperboloid mit einer reellen Axe. Ersteres findet Statt, wenn 

* (A+A'+A")0j > 0, 

Letzteres, wenn diese Bedingungen nicht gleichzeitig befriedigt werden. 

Wenn 9 

* = 0 , 

so verschwinden gleichzeitig die drei Werthe von r^; die Fläche ist ein Keg^l oder ein PoncL 
. Wenn 

0 , = 0 , 

was unter der gemachten Voraussetzung, dass die ursprQngiiche Gleichnngs-Form in die vorstehende 
Gleichungs-Form (1) übergehen kann, mit sich bringt, dass gleichzeitig auch verschwindet, so 
wird eine Wurzel s^ der Glcichurg (6) gleich Null, eine Axe wird also unendlich und die Fläche 
ein Cylinder. Dann sind die beiden übrigen Axen durch die folgende Gleichung bestimmt: 

a*—(A+A‘+A"}s^ + [iAA‘-ß"^)+(JA"-B'^-) + iA‘A"—B^)] = 0, C9l 
oder wenn wir uns anf die ursprüngliche Gleichnngs-Form wieder zurfickbeziehen, durch die folgende: 



Wenn 



s*-h[A-i-A' + A"] g. s«-|-[Ä. + H. + i](^y = 0. 

+ Ä > 0, 



CIO) 



Die Bedin^n^en de» Texie« «limmen nicht nur mit den frfibern der 23. Nummer QbereiOp Mndem e« 
müssen sich diese »ucli aus jenen als Dotbvrendige Kol^e ableiten lassen. 

Nach den Gleicbunfen IV. der 10. Nummer ist: 

(A-HA'4-A")0, s + )• + (?,,)*], 

SO dass also aueb^ we&Q wir den ersten der beiden Falle betrachten: 

St Sf + SSi -b SSt Z> 0 

eine Bedingnn^j die in Verbindung mit ^ 

Ä + Ä, +Ä1 > 0 

Ecigtp dass wenigstens awel der drei Ausdrücke Sp 5t tnd 5i positiv sind. Denn diese drei Aosdrücke 
küimen wir ansehen aU die drei reellen Wurseln etaer solchen Gleichung des dritten Grades 

4>-fa*’-|-b5-l-c = 0, 

in welchen der CoerSdent a negativ und b positiv ist» wonach swei Wurieln nothwetidig positiv sind. 

Hiernach stimmen ferner in Folge der identischen Gleichungen I. die drei Coeflicicntcn A, A' und A" 
unter sich im Zeichen überein uad folglich auch mit 0J. lUerans folgt ans den idenUseben Glciehnngea 
IVp dass E, St und Sx sammllich im Zeicbcu übereinstimmen und also positiv sind. 
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80 Stimmen die beidea Wcrthe Ton s^ im Zeichen Bberein and diese sind posiÜT oder negativ, ja 
nachdem 

(A+A'+A"j|^ < oder > 0. 

Im ersten Falle ist der C>linder ein elliptischer mit zwei reellen Axen, im zweiten Falle ist er ima> 

cindr. Wenn • 

* 0, = 0, 

ao werden die beiden Wcrthe von s^ unendlich. Dann geht der Cjlinder, indem seine beiden Axen 
verschwinden, in ein System von zwei reellen Ebenen oder in eine gerade Linie über. 

Wenn endlich neben den frühem Bedingungen, dass <1> und 0, verschwinden, auch noch 

— 1 = Oj 

so muss nntcr der Voraussetzung , dass die ursprüngliche Gleichung auf die Form der vorstehenden 

Y 

Gleichung (l) gebracht werden kann, gleichzeitig auch 0., verschwinden, wonach M= — — . Dann 

redneiren sich die Gleichimgen (9) und (10), weil mit M, zdgieich S, und £ gleich Null werden, 
zur Bestimmung von s* auf den ersten Grad: 

e‘i~(.A + A' + A'') =0, (11) 

s’ + (A+A'+A"J^= 0. (18) 

Es sind hier also zwei der drei ursprünglichen Axen unendlich geworden, und die Flüche ist in 
ein Sjstem von zwei parallelen Ebenen ühergogangen, deren kürzester Abstand als die dritte Axe zu 
betrachten ist. Diese ist mit den Ebenen zugleich reell oder imaginär und verschwindet, wenn die 
Ebenen zusammenfallen. 

113. W ir haben in der vorigen Nummer die Grösse der beiden endlichen Axen eines Cjlinders 
durch die Gleichungen (9) und (10) bestimmt. Wenn der Cylinder auf einer der drei Coordinaten- 
Cbenen, etwa auf XY, senkrecht steht, so verschwinden aus der Gleichung desselben, — wir legen zu- 
nächst die Gleichungs-Form (1) der 111. Nummer zu Grunde, wobei irgend ein Punct der Axo des 
Cylinders zum Anfangspunctc der Coordinaten genommen worden ist — die drei CoefEcienlen A", 
B und B‘. Diese Gleichung wird alsdann 

.dx»-f-^'yi-t-8Ä"xy = 1, , (13) 

während die Gleichung (9) in die folgende übergeht : 

i*—CA+A'i s^ + iAA'—B"*-) = 0. (14) 

Diese Gleichung gibt für s* die reciproken Werthe der Quadrate der halben Axen der Basis desQy- 
linders, oder was dasselbe ist, der, bei Abstraction von der dritten Dimension, durch die Gleichung 
(13) dargestelltcn Curve zweiter Ordnung. 

Auf gleichem W'ege erhalten wir zur Bestimmang der beiden Axen derjenigen Curve, in welcher 
die Ebene XY die durch die ursprüngliche Gleichungs-Form dargestclite Fläche der zweiten Ord- 
nung schneidet, und deren Gleichung, durch das Verschwinden von A", B', B' und C", in die allge- 
meuie des zweiten Grades zwischen zwei Verttnderlichen übergebt: 

Ax^-f-A'y*-f2B"xy-|-*Cx-|-8C'y-f-D =0, (15) 

aus der Gleichung (10) die nachstehende : 

(g.:>^ 

(«,)* 

20 



g4^(A + A'j 0. 



( 16 ) 
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Zur Bestünmiing der Axen ■ Richtung der beiden Cuiren (13) und (15) kdnnen wir nnaiiltelbar 
die Gleichung (6) der 104. Nummer nehmen, in der alsdann 

desjenigen Winkels bedeutet, den die beiagliche Axc der Curve mit der Axc X bildet. 

114. Wenn wir einer gegebenen Fläche der zweiten Ordnung nach einander verschiedene l.agen 
gegen die Coordinalen-Axen geben, indem wir diese um den Anfangspnnct beliebig drehen, so erhalten 
die Coefficienten ihrer Gleichung von den ursprünglichen verschiedene Wertbe, während die Cocrficienten 
dfijenigen Gleichung, durch welche die GrSsse der Axen bestimmt wird, unverändert dieselben bleiben. 
Wir wollen nur den Full der Gleichung (1) betrachten, welcher entspricht, dass der Mittelpunct der 
Fläche in dem Anfangspunctc der Coordinaten liegt. Dann bedeuten A, A' und A" die Ouadrate der 
reciproken Werthe derjenigen drei Halb -Durchmesser, welche in die jedesmaligen drei Coordinaten- 
Axen fallen. Die Summe dieser Quadrate bleibt also unverändert dieselbe. 

Wenn man ein System dreier auf einander senkrechten, im Mittelpuncte einer 
Fläche der zweiten Ordnung sich schneidenden, geraden Liuien, um den Mittel- 
punct beliebig sich drehen lässt, so bleibt, für alle Lagen, die Quadrat-Summe der 
reciproken Werthe der in die jedesmaligen drei geraden Linien fallenden Halb- 
Purchmesser der Fläche constant. 

In der ^'oraussctzung, dass die Fläche eines der beiden Hs-pcrboloide ist, können wir die Axe X 
mit einer Seite des Asymptoten-Kegels zusammenfallen lassen; dann verschwindet ..4, und (^A'-i-A'') 
wird constant. Wenn man also durch die Spitze des Asvmptotcn-Kegcls eines einschaligen oder 
zweischaligen Ihpcrboloids eine Ebene legt, die anf irgend einer Seile des Kegels senkrecht steht, 
so schneidet diese die Fläche in solchen Curven, für welche die Quadrat -Summe der reciproken 
Werthe der halben Axen immer dieselbe ist. Es umhüllen aber, wie sich leicht zeigen lässt, solche 
Ebenen, die auf den Seilen eines Kegels der zweiten Ordnung in dem Scheitel desselben senkrecht 
stehen, einen Kegel derselben Ordnung und die Beziehung der beiden Kegel zu einander ist immer 
eine durchaus gegenseitige. 

Wenn der Asymptoten - Kegel sich weit genug öflhet, so können wir durch die Spitze desselben 
zwei sich rechtwinklig schneidende gerade Linien so legen, dass sie mit zwei Kegel-Seilen zusam- 
menfallen, und zwar gibt cs alsdann solcher Linien-Paare unendlich viele. Es ist zu diesem Ende 
nur nothwendig, dass, wenn man aus der Kegelfläclie einen geraden elliptischen Kegel schneidet, die 
grössere Ax^ der Basis dieses Kegels, von der Spitze aus, unter einem Winkel gesehen werde, der 
ein stumpfer ist. Ist dieser Winket ein rechter, so ist er der einzige, der in der Kegelfläcbc liegt. 
Wenn wir die .Axen X und Y mit irgend zwei solchen Kegel -Seilen, die auf einander senkrecht 
stehen, zusammenlallen lassen, so verschwinden gleichzeitig A und A', und A" wird constant. Wenn 
um die Spitze des Asymptoten -Kegels eines Hyperboloids eine Ebene sieh so dreht, dass sie den 
Kegel fortwährend in zwei auf einander senkrechten geraden Linien schneidet, so behält der anf 
dieser Ebene senkrecht stehende Durchmasser der Fläche in allen Lagen dieselbe Länge. 

Wenn, für eine einzelne Lage, Af‘ ebenlalls verschwindet und die bezügliche Axe der Fläche 
also unendlich wird, so Aodet ein Gleiches für allo Lagen Statt. Dieses ist der Fall, wenn eina 
rechtwinklige körperliche Ecke sich in den Asymptoten- Kegel beschfciben läait. In einen K^gd 
also, in welchen sich eine rechtwinklige körperliche Ecke beschreiben lässt, lassen sich solcher 
Ecken nnendlich viele beschreiben and durch die sechs Kanten zweier solchen Ecken mit gemein- 
BchafUichem Scheitel lässt sich immer eine KegelBäche der zweiten Ordnung legen. Hiernach erhält 
die Bedingungs-Gleichung: 



die trigonometrische Tangente 



Digitized by Google 



9 






A . 



$. 6. V«IU(iJidige Bestimmung der Flächen zweiter Ordnung. 1&5 

A+j1' + A'^ = 0, 

ihre geometrische Interpretation, die auch auf den Kegel, für sich betrachtet, ihre Anwendung findet. 

In Folgte dieser Bedingungs-Gleichung ist, wenn blos A rersebwindet, (^A‘ + A"J nothwendig gleich 
Kuli. Flüchen der fraglichen Art werden also von solchen Ebenen, die auf den Seilen des Asvmpto- 
ten-Kegels senkrecht stehen, in gleichseitigen Ilvperheln geschnitten. 

AVenn wir uns zu der ursprünglichen Gleichungs-Form zurückwenden, so geht die vorstehende 
Bcdingungs-Ulcichung in die folgende über: 

A -f.A'-H A" = 0. (17) 

Der zu Anfang dieser Kammer bewiesene Satz gilt auch für den Fall des Crlinders. Die con- 
slante Summe (^A .4' A") ist hier, indem wir ihn als einen geraden Ctlinder betrachten, der 

* % 

Quadrat-Summe der reciproken M erthe der halben Axen seiner Basis gleich. Ist diese also eine 
gleichseitige Hrperliel, so besteben die letzten Bedingungs-Gleichungen. 

Derselbe Satz besteht auch Tür den Fall paralleler Ebenen; wir können ihn hier, wo die con- 
slante Summe dem Quadrate des reciproken halben .Abstandes der beiden Ebenen von einander gleich 
ist, in die folgende Aussage einkleiden: Die Quadnt-Siimme der reciproken Werihe dreier auf ein- 
ander senkrecht stehender gerader Linien, die von einem gegebenen Puncte aus, nach beliebiger 
Richtung, his zu einer gegebenen Ebene gezogen werden, ist dem reciproken Werthe des Quadrates 
des kürzesten Abstandes des Punctes von der Ebene gleich. 

115. Ä'ach der Gleichung (14) bedeutet der Ausdruck (^AA' — B"‘') den reciproken M'erlh des 
Producles der Quadrate der halben Axen der Durchscbnitls-Curve in der Ebene XY. ist diese Curve 
eine Ellipse, so bedeutet dieser Ausdruck also, noch durch dividirt, den reciproken Werth des 
Quadrates der Flüche der Curve. Ist die Curve hingegen eine Hyperbel, so ist das Product ihrer beiden 
mit I multiplicirten halben Axen gleich der Flüche desjenigen Dreiecks, das durch eine beliebige 
Tangente der Hyperbel von ihrem Asymptoten-Winfcel abgeschnitten wird. Die Bedeutung der beiden 
andern Ausdrücke QAA" — ü't) und A*A" — B‘) ist eine ganz analoge. Die Gleichung (6), in welcher 
der Coefiieient von s^ constant bleibt, wie wir auch die drei rechtwinkligen Coordinaten-Axen um 
den Anfangspunct drehen mOgen, gibt hiernach den folgenden Salz. 

Wenn man ein System dreier auf einander senkrechten und im Mittelpuncls 
eines Ellipsoids sich schneidenden Ebenen um diesen MittelpuncI beliebig sich 
drehen lüsst, so ist für alle Lagen die Quadrat-Summe der reciproken Werthe 
der Flächen-Inhaltc der drei Durchschnitts- Curven conslanL 

AV'ollen wir die Aussage dieses Satzes auf beliebige Flüchen der zweiten Ordnung ausdehnen, so 
müssen w ir Tür das Quadrat des Flüchen-Inhaltes einer Hyperbel, mit negativem Zeicben das Quadrat 
des Flüchen-Inhaites derjenigen Ellipse nehmen, deren .Axen-Quadrate , abgesehen vom Zeichen,, die- 
selben sind. 

Für den Fall des (geraden) Cylinders kOiinen wir für die dr« schneidenden Ebenen irgend drei 
auf einander senkrecht stehende nehmen: die constante Summe ist alsdann dem Quadrate des reci- 
proken Werthes der Flüche seiner Basis gleich. 

In dem Falle des einschaligen and zwcischaligen Hyperboloids ändert das Product der beiden 
Halb-Aien-Quadrate der Durcbschnitts-Cnrve, wenn die schneidende Ebene mit der Tangential-Ebene 
des Asymptoten-Kegels zosammenfällt, indem es durch das Unendliche bindurchgeht , sein Zeichen. 

Ist daher die Coordiaalen-Ebene XY diese schneidende, bo verschwindet CAA^ — B"*} und di« con- 
stante Summe redneirt sich auf \(^AA'^ — (_A'A" — B'Ol- Nehmen wir für die Ebenen XY 

so* 
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• 

und XZ irgend zwei auf einander aenkrecbt atelicnda Tangential -Ebenen des Aaymptoten-Kegeia, a 
ao verachwinden (_AA' — £"*) und (_A*A“ — und die constantc Summe reducirt eich auf 
(A'A" — B*}. Der geometrische Ort für die Durchschnittslinie solcher zweier auf einander senkrecht 
stehender Ebenen, also der Ort fiir die Axe X, ist ebenfalls ein Kegel zweiter Ordnung und somit 
wird auch von der Ebene YZ, die auf der Axe X immer senkrecht angenommen wird, wiederum ein 
solcher Kegel umhüllt. *) Oer Flüchen -Inhalt der Durchschnitts - Cnrve in allen diesen Ebenen ist 
constant. 

Wenn insbesondere 

CAA' — + (AA" — £'’) + (A'A" - Ä’) = 0, 

und also die Summe der reeiproken Werthe der Producle je zweier der drei Halb-Axen-Quadrate 

* * der Fiäche rerschwindet, oder, was dasselbe tel, die Summe der Onadrate der drei Axen gleich Null 

ist, so mOssen, bei gehöriger Annahme der drei Coordinaten-Axen , gleichzeitig die drei Ausdrücke 

(_AA‘— (AA" — B'‘y und (A'A " — verschwinden können. Dann muss also der Asympto- 

ten-Kegei drei, eine rechtwinklige körperliche Ecke bildende, Ebenen gleichzeitig berühren; er muss 

sich einer solchen Ecke cinschreiben, diese sich ihm umschreiben lassen. Es knüpft sich hieran 

sunüchst die Bemerkung, dass, wenn sich überhaupt um einen Kegel eine rechtwinklige körperlich« 

Ecke beschreiben lüsst, unendlich viele solcher Ecken sich demselben umschreiben lassen und dass 

cs immer einen Kegel gibt, der gleichzeitig die sechs Ebenen zweier rechtwinkligen körperlichen 

Ecken mit demselben Scheitel berührt. Dann begegnen wir ferner dem folgenden Satze. 

W'enn die Summe der Quadrate der drei Axen eines einschaligen oder zwei- 

schaligen Hj’perboloids gleich Null ist, so lassen eich dem As^mptoten-Kegel 

desselben unendlich viele rechtwinklige körperliche Ecken umschreiben und um* 

gekehrt. Dann schneiden ferner irgend zwei Diametral-Ebenen, die auf einander 

und auf irgend einer Berührungs-Ebene des Asjmptoten-Kegcls senkrecht stehen, 

die Flüche in einer Ellipse und Hyperbel so, dass das Product der beiden Axen der 

erstem dem Producte der reellen Axe und der Neben-Axe der letztem gleich ist. 

'Wenn wir uns wieder auf die ursprüngliche allgemeine Gleichung der Fläche zurückbezieheo, 

ao geht die vorstehende Bedingungs-Gleichung in die folgende Ober: 

* 

S, + S, + S=0. ( 18 ) 

Wenn' die bezüglichen Gleichungen insbesondere eine Kegelfiäcbe darstellen, so drücken diese Bcdin- 
gungs - Gleichungen ans, dass einer solchen KegelBäche sich rechtwinklige körperliche Ecken um- 
schreiben lassen. * 

11& Das, mit verindertem Vorzeichen genommene, letzte Glied der Gleichung (7) ist gleich 
dem Quadrate des Productes der drei halben Axen der Flüche. Ist die Flüche ein Ellipsoid, so 
erhalten wir (wie bekannt ist, und worauf wir in der folgenden Nummer zurUckkommen) den Inhalt 



Di« Behuipt«ng«a d« Teste« taseen sieh leicht direct beweise«, werde« uns sber such spiter «och i« 
soderm ZussmuieiifaSBge begegnen (g. IZ). 

•*y AVenn Sa und swei siigeordnet« DarebncftiPrp üi4b«4ondere die bfiilcn Axen ein«r Hyperbel sind, 

BO itonnen wir den lugeordaelcn N eben «Dar chmesser^ iRnbcKondere die Nebci>*Axe d«r 
HrperbeL 
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desxlbeo, wenn wr da« Product der drei halben Axen noch mit mulliplicireo. Es ergibt siclr 
abo für diesen Inhalt: 






(19) 



" (©3)' 

Dieser Ausdruck bleibt auch für den 'Fall des rweischal igen Hyperboloids reell. Um ihn 
hier geometrisch zu constniiren, wallen wir für die Gleichung dieses letzteren die folgende nehmen: 

_ i! _ 1 

• ai ßi r* ~ ’ 

wonach die reelle Halb-Axo a und die beiden imaginären ß ^^ — 1 und / 

Gleichung: 







( 81 ) 



den Asymptoten - Kegel darslellt. Legen wir in einem Scheitel der rellen Axe an die Fläche eine 
Tangential -Eben«, so schneidet diese den Asymptoten -Kegel in einer Ellipse, für deren Glei- 
chungen wir 



X = ± «, 



de ^ ’ 



erhallen. Die Axen dieser Ellipse sind ^ und y, wonach ihr Inhalt ndy ist. Mullipliciren wir diesen 
Flächen-Inhalt der Ellipse mit \a, so erhalten wir Tür den körperlichen Inhalt des, von der 

Asymptoten - Kegel - Fläche durch die Tangential - Ebene abgeschnitlenen, geraden Kegels. Das Vier- 
fache dieses Inhaltes entspricht also bei einem zweischaligen Hyperboloid dem Inhalte eines Eliipsoids. 

Für den Fall des einscbaligen Hyperboloids wird der Ausdruck bei (19) imaginär. Um 
hier den Ausdruck 






( 88 ) 



Ton dem die räumlichen Dimensionen der Fläche abbangen, zu constniiren, wollen wir für die 
Gieichnng der Fläche die folgende nehmen: 



z» 






(*3) 



Dann sind ^ und y die beiden reellen Axen der Fläche, die imaginäre ist a — 1 , das Product der 
drei Halb-Axen-Quadrate aiso negativ. Die Gleichung des Asymploten-Kegels ist, wie in dem vori- 
gen Falle, die Gleichung (81). Die Tangential-Ebene der Fläche io einem der beiden Scheitel einer 
der beiden reellen Axen, etwa der Axe y, schneidet den Asymptotcn-Kegel in einer Hyperbel, deren 
Gleichungen 



* = ±r> 






Es ist bekannt, dass jede Tangente dieser Hpperbel von ihrem Asymptoten-W'iokel ein Dreieck ab- 
Bchneidet, dessen constanter Inhalt aß ist. Ein solches Dreieck bildet die Basis einer Pyramide, 
dermi Spitze in dem Miltelponcte der Fläche liegt; die Hübe dieser Pyramide ist also y und folglich 
ihr Inhalt jaßy. Der Ausdruck (38) Ist also geich dem dreifachen Inhalte einer solchen Pyramide. 

t . 
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117. Wir kSnnen den AagdrOekcn (19) and (99) eine allgemeinere Dentang geben, wmm \Hr 
die Gleichung der KUchc, statt auf ihre drei Axen, auf irgend drei ihrer zugeordneten Ddreb- 
messcr beziehen. Demnach sei zuvUrdcrst die Gicichung eines gegebenen Eliipsoids, indem wir 
die Längen dreier halben zugeordneten Durchmesser desselben durch a,, y, bezeichnen: 

Wir wollen den Winkel, welchen die beiden Coordinaten-Aicn Y und Z mit einander bilden, 
oder, was dasselbe ist, den Minkel der beiden Halb-Durchmcsser ß, und'}-,, t nennen und 9 den- 
jenigen M'inkel, den die Axe X, oder der Halb-Durchmesser a, mit der Coordinaten-Ebene Y'Z, oder 
derjenigen Diametral -Ebene, welche die Halb - Durchmesser ß, und enthält, bildet. Auf ähnliche 
M eise seien e' und t" die von den Halb-Durchmesscrn a, und y , , und a, und ß, gebildeten M'inkel 
und 3‘ und 3" diejenigen M’inkci, welche die Halb-Durchmesser ß, und y, bezüglich mit den ihnen 
zugeordneten Diametral - Ebenen bilden. M’cnn wir hiernach in der rorstehenden Gleichung x con- 
stant nehmen, so ergibt sich für die Durchschnitls-Curve der diesem constonten x entsprechenden, mit 
YZ parallelen Ebene und der Fläche: 

y* I z* a,‘> — x't 

i ‘ ^ “ TTi • u 



Es sind ferner 







die Uuadrate zweier halben zugeordneten Durchmesser dieser Durchschnitts- Ellipse, weiche den 
Winkel < mit einander bilden, und folglich ist, nach bekanntem Salze, der Inhalt derselben 

jTsine *’)■ 



Multipliciren wir diesen Inhalt mit dx sind, so erhallen wir den körperlichen Inhalt einer durch 
zwei aufeinander folgenden mit YZ parallelen Ebenen begränzten Eiementarschicht der Fläche und 
hiernach für den körperlichen Inhalt der ganzen Fläche: 



ß 1 /*■!■ 

ind (o,'^ — x’.l dx = ^wo,3,j> sin« sind. 

“/ . — a. 



(84) 



Hieraus folgt, dass, welches auch die drei zugeordneten Durchmesser, auf welche die Gicichung des 
Eliipsoids bezogen wird, sein mögen, das Product: 



a,ß,y, sine sind 



censtant ist. Dieses Product ist aber gleich dem Inhalte desjenigen Parallelepipedum, das die jedes- 
maligen drei halben zugeordneten Durchmesser zu drei, in einer Ecke zusammenstossenden, Kanten 
bat. Das Achtfache dieses Inhaltes ist also der Inhalt desjenigen Parallelepipedum, das dem Ellip- 
soide umschrieben ist und dessen Selten-Ebenen den drei Diametral-Ebenen der Fläche parallel sind. 

Alle einem gegebenen Ellipsoid umschriebenen Parallelepipeda, deren Sel- 
ten-Ebenen irgend drei zugeordneten Diametral-Ebenen dieser Fläche parallel 
sind, haben gleichen Inhalt. 

Den Ausdruck (84), den wir eben fBr den Inhalt des Eliipsoids gefunden haben, bt gleich dem 
Vierfachen desjenigen Kegels, der zur Spitze irgend einen Punet der Fläche und zur Basb db Durch* 
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sohiiilts - Cun-r in deijcni^n Diametral- Ebene hat, deren zugeordneter Dorebmesser durch den gege- 
benen Punct geht. Der Inhalt solcher Kegel ist also constant. 

Sind ferner a„ — 1 und — 1 irgend drei zugeordnete Halb -Durchmesser eines gege- 
benen zweischaligcn Hyperboloids, das wir nun an die Stelle des bisher betrachteten Ellipsuids 
treten lassen, so ändert der constante Ausdruck (24), den wir für (19) gefunden haben, bloss sein 
Zeifheh. Wir erkennen alsdann in demselben ohne Mühe den eierfaeben Inhalt ^desjenigen Kegels, 
der Ton der Asymptoten -Kegel -Fläche, deren Gleichung, 




durch die Tangential -Ebene des Hyperboloids in einem Scheitel des reellen Durchmessers a, abge- 
schnitten wird. 

Alle beliebige Tangential-Ebenen eines gegebenen zweischaligcn Hyperbo- 
loids schneiden von der .\symptuten-Kcgcl-Flächc desselben Kegel von constantem 
Inhalte ab. 

Durch Umkehrung folgt hieraus, dass eine Ebene, welche in allen ihren Lagen von einer gege- 
benen Kegel -Fläche Kegel von constantem Inhalte abschncidet, ein zwcisclialiges Hyperboloid 
umhüllt. Die Mitlelpuncte der Basen aller solchen Kegel beschreiben hierbei die Fläche. 

Tritt endlich an die Stelle des EUipsoids ein einschaliges Hyperboloid und sind a, F' — l7 
-und y, irgend drei zugeordnete Durchmesser desselben, so wird der vorstehende Ausdruck (25) 
imaginär. Dividiren wir durch ^ — 1, so kommt: 

4 , 

' = “Ar/ s'“« 

ein Ausdruck, den wir auch, weil er bei einer gleichzeitigen Vertauschung von a ,^ — 1 mit a, und 
von y, mit y ,^ — 1 unverändert bleiben muss, unter der folgenden Form schreiben können: 

o,d,y, sin An 3". 

Es ist leicht, diesen Ausdruck geometrisch zu deuten. Die Tangential- Ebene nemlich in einem 
Scheitel des reellen Halb-Durcbmessers y, schneidet die Fläche in zwei geraden Linien und den 
Asymptoten- Kegel in einer Hyperbel, deren jVsymptoten diese beiden geraden Linien sind. Diese 
Hyperbel hat a, und — 1 zn .zwei zugeordneten, einen Winkel bildenden Halbdnrchraessem, 
eine beliebige Tangente derselben (die auch eine Tangente des Asymptoten - Kegels Ist) schneidet 
hiernach von ihrem Asymptoten- Winkel ein solches Dreieck ab, dos a,^,sine" zu seinem Flä- 
chen-lnhalte hat. Eine Pyramide, die dieses Dreieck zur Basis hat und deren Spitze in den hUttel- 
pnftt der Fläche fällt, hat zur Hohe yiinS^' und folglich zum körperlichen Inhalte: 

d> _ • 

ia,ß,y, sine" sinJ" = J 

Um die Beziehnng dieser Pyramide zur Fliehe bestimmter zu bezeichnen, fügen wir noch einige 
Ausführungen hinzn. 

Wenn überhaupt «ne gerade Linie ein gegebenes einschaliges Hyperboloid in reellen Puncten 
zehneidet, so lassen sieh durch diese gerade Linie immer auch zwei reelle Tangential -Ebenen an 
die Fläche legen, so wie auch umgekehrt Es seien M und M' die beiden Dnrchschnittspnncte, durch 
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jeden dieser Pnncte gehen zwei anf der Fläche liegende Linien Tersebiedener Rrzeugung IVIN and 
MN', M'N' und M'N, die sich ausserdem noch in zwei Pnnclen N und N' schneiden. Diese Puncie 
sind die BerUhmngspuncte anf den fraglichen beiden Tangential-Ebenen. Wenn die gegebene gerade 
Linie MM' insbesondere den Asymptoten -Kegel berährt, ist eine dieser beiden Tangential- Ebenen 
auch eine Tangential - Ebene des As> mptoten - Kegels and schneidet die Fläche in iwei paralleltii 
geraden Linien, die sich auf einer Seile des Kegels in unendlicher Entfernung schneiden. Nehmen 
wir den unendlich weil gerückten DurchschniUspunct für N', so ist, indem es im engem Sinne nur 
noch eine einzige Tangential-Ebene gibt, N auf dieser Tangential-Ebene der ßerührungspuneU Die 
beiden Durchschnittspiincte M und M' der Tangente des As^mptotcn-Kegels mit der Fläche und der 
DerUhrungspunet N auf der durch diese Tangente des As>mptotcn-KcgeIs an die Fläche gelegten Tan- 
gential-Ebene bilden ein Dreieck, das bei jeder andern Annahme der Tangente ein anderes wird. 
Der Inhalt einer Pyramide, welche ein solches Dreieck zur Basis and den Mittelpunct der Fläche zur 
Spitze bat, ist constant. 

Betrachten wir denjenigen Eckpnnet einer so bestimmten P^Tamidc, der auf der Fläche liegt, als 
die Spitze derselben, in welcher alsdann, als Seiten, die beiden durch diesen Punct gebenden Erzeu- 
genden der Fläche und ein Durchmesser derselben zusammenstossen , so liegt die Basis in derjenigen 
Ebene, welche durch die beliebig angenommene Tangente des Asymptoten -Kegels und den Mittcl- 
punct geht. Hiernach ergibt sich die folgende Aussage des eben bewiesenen Satzes. 

ln jedem Puncte eines einschaligen Hyperboloids stossen zwei geradeLinien 
der zwiefach en Erzeugung und ein Durchmesser desselben zusammen, so dass sie 
eine körperliche Ecke bilden, von der eine Tangential-Ebene des Asymptoten- 
Kegels eine Pyramide abschneidet. Der Inhalt dieser Pyramide bleibt constant, 
wie auch die Spitze derselben auf der Fläche fortrttcken und wie sich auch die 
Tangential-Ebene, den Asymptoten-Kegcl umhüllend, drehen mag. 

118. Um die vorstehenden Sätze in ihrem Zusammenhänge mit verwandten zu beweisen, wollen 
w ir die Fläche auf irgend drei, auf einander senkrechte, in ihrem Mittelpnncte sich schneidende Coor- 
dinaten-Axen beziehen und demnach wiedcmm*dureh die folgende Gleichung darstellen: 

Ax t + A'y J -f. A"z J -f *B"xy -f 8B'xz + SByz = M. •) (1) 

Wenden wir auf diese Gleichung die Umforniungsweise der 1. Nammer an, so kommt. Indem wir 

X — Xm 

y -f Va = y„ • (*) 

z = z„ 

setzen, die Gleichung: 

= M. • 

Ei hierbei, wenn wir uiu auf die allgemeine Gleichiinga-Form anrückbcaiehen : 



M = — 



0t 



<t> 



undy na^hthrlj redotirt sich der allfemelnt Aufdruck — — — , wenn wir die Glciehun^-Form den Teaten 

öj 

der allgemeinen stibatitulreop indem wir C, C** verschtrinden laacea und D (oder A"0 mit 
Tertauaebtn, in Folge der GIeichcui|f VIU der 10. Xiunmer auf — M. 



D'igitizdd by Google 



' « 




$. €. Vollstäodige Bestimmung der JK'lädien zweiter Ordnung. « J61 • 



Bei der darchaas wilUiOhrlich angenommenen Richtung der drei rechtwinljigen ors|irfingIiciien 
Coordinaten-Axen stellen die Gleichungen (2) irgend deai zugeordnete Diametral-febenen der Fliehe 
dar. Die Durchsc||iittslinicn je zweier derselben sind also irgend drei zugeordnete Durchfutscr dile 
Fliehe, für deren Gleichungen sich hicmaeh die folgenden ergeben: 

, z = 0, y = 0, (i,, ^ ■ 

, ‘ * = 0, . I = a"y, 

y = ^'x, x=o'z,*) Om*,)- , <k- 

Ans der Verbindung dieser Gleichungen mit der Gleichung der Fläche erhallen wir (Qr die 
Quadrate der halben Längen dieser Durchmesser, welche wir durch und bezeichnen wellen: 

M 



A’ 



AM 

r' = (l + a"0— , 

— 1 






0. 



(ä5 

h 



Die Gleichung (3) können wir hiernach, indem wir die drei eben bestimmten zugeordneten Durch- 
messer zu Coordinaten-Axen nehmen und Xj, y.j und Zj Parallel-Cuurdioaten bedeuten lassen, auch 
auf folgende Weise schreiben: 

S- = i. ■ *' (fii 



-r^+ 



Fl* 



# ♦ 

• • 



, , Wir wollen wieder, wie in der trori^cn Nummer, diejenigen Winkel, welche die zugcdbdneten 
Halb - Durchmesser p und o, p lind t, ir und t bezüglich mit einander bilden, durch t", e' und t 
bezeichnen, und ferner noch diejenigen drei Winkel, welche an den Axen p, a und t von den ent- ^ 
sprdhhenden paarweise zusammeagestellten Diametral-Ebenen gebildet werden, durch i, i' und i", 
Daim ist, nach bekannteu Formeln: ~ 

1 



•it" = 






sm'f 
-sin*t' = 



und ferner: 



1 •+■ o"‘ ’ 

1-f 

1 -f a'^ + a"»- 
S 



CO 



ig |jt bierb«i nacJi den er»ien Ntunaijlhi dezenten Perignipblh oder auch nach der 20.: 
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^ ^ - , « 

^ ijilk' .... 14-a"J • 



m 



sin = y 



1+a'i + a"'’ ' 

1 + tt'» + ß'‘‘ 



C») 



(1 + (J'O (! + •'' + »"*)■ 

Kennen wir endlich noch, wie früher, diejenigen Winkel, welche die drei Halb -Durchmesser p, a 
nnd T mit den drei gegenüberliegenden Diametral-Ebenen bilden, d', 3' und 8", so ist nach bekann- 
ter trigonometrischer Formel: ' 

s sind'^ = sine' sin 

nnd folglich: * 

sini d"sin» = sin’ e'sin’ e"sin’^ = (i (9) 

H^obel wir auch sind"sine" mit hind'sine' oder sindsine vertauschen können. . 

if9. Ans den Gleichungen (5) und (9) der vorigen Kummer ergibt sich nnmittelbar: 

• • 

M’ < 1 >’ 

pV’T’ sin’ 3 sin’ £ = - 7 ^. ( 10 ) 



Der leiste Ausdruck ist dem Producte der drei halben Axen der Fläche gleich , und somit si|)d die ' 

.. '«''BMze, die in der 117. Nummer ausführlich discutirt wurden, bewiesen. 

Den Beweis derselben Sätze können wir auch unmittelbar an die Gleichung (3) anknUpfen. ' 
Dennpindem wir in dieser Gleichung j, = 0, z, = 0 setzen, bedeutet, in Folge der identischen 
Gleichungen (t), x, die Länge des Halb - Durshmessers p; indem wir x, = 0, z, = 0 setzen, be- 
^ deutet j, den, parallel mit der ursprünglichen Axe Y genommenen, Abstand des Endpunctes des Halb- 
Durchmesters <7 von der Diametral-Ebene v„ oder, was dasselbe ht, von dem *Durcbmesscr und ' 1 
ist also gleich o-sint"; indem wir endlich x, = 0, y, = ü setzen,' bedeutet z, den, parallel mk^der ^ 
nrsprünglCken Axe X genommenen und also kürzesten .Abstand des Endpunctes des Halb-Dmh* 
messers t von den Ebene z, nnd ist also gleich Tsind". Hierimch kommt, wie eben, 

. * /'''*’ N * • •• 

poT sin t" sin J" = # ,* • 

180. ^us den Gleichungen (5) Und (7) erhallen wir ferner^ * ^ 

l 1 * S. ' Al 

(po sVO* (err sine)’ = ^ j + <‘ + 67 j ' 

’ 



• t 



Es ist aber: 



i ' ^ 1-l-a -fa _ , , 

• • • • ' r- • ' .1 

wonach sich fir die Summe der *beiden AusdrUckl in der klammer des zweiten Thei 

stehenden Gleichung * ^ 

, • . • “ V » ► -w % n> I 

, ^ ,-'s • 

' • . ... 
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ond (Sr dir Summ* aller drei Ausdrücke 



«rffibL Es isl also: 



g,+ -g. 

A0, 



A + A'4-A'' 

Bi 



(p<r sin e")^ -|- (px sin e-Q’ + (<rr sin e)’ = (A + A' + A") . 



« I>» 

(»sF 



(tl) 



Der erste Theil dieser Gleichung bedeutet die Summe der Quadrate, der mischen je zwei der drei 
siigeordncten halben Durchmesser enthaltenen Parallelogramme, der zweite Theil ist gleich der 
Quadrat-Summe der Products je zweier der drei halben A\en. 

Die Summe der Quadrate der zwischen je zwei von irgend drei zugeordnettn 
Durchmessern einer gegeb enen Flüche zweiter Ordnung enthaltenen Parallelo- 
gramme ist constant. 

Es ist nur eine andere Deutungsweise der letzten Gleichung, wenn wir sagen, lAss die Quadrat- 
Summe der Seitenlliirhcn eines der Fläche umschriebenen Parallelepipeds, dessen Kanten irgend drei 
zugeordneten Durchmeftern parallel sind , oder auch dass die Quadrat-Summe der Flächen dreier 
Durchschnitts-Currcn der Fläche, die in irgend drei ziigcordncten Diametral - Ehenei\ liegen, con- 
stant ist. 

Dividiren wir die letzte Gleichung durch die Gleichung (10), so kommt, indem wir zugleich be- 
rücksichtigen, dass ^ * 

sine" sind" =: sine' sind' = sine sind, (K) 

die folgende Gleichung: 

\TSind"/ \«rsind'/ \psmd J '■ ' ip ' -e 

•• 

Die geometrische Deutung dieser Gleichung gibt den folgenden Salz; H 

Wenn man ron einem Endpuncle jedes ron drei zugeordneten Dawehmessern 
anf die Ebenen der jedesmaligen beiden andern ein Perpendikel füllt, so ist die 
Quadrat-Somme der reciproken Werthe solcher drei Perpendikel constant. 

Diese Perpendikel künnen wir auch als' die Projectionen der drei zugeordneten Durchmesser anf 
, solche drei gerade Linien, die auf den drei entsprechenden Diametral -Ebenen senkrecht stehen, 
bezeichnen. ^ , 

Itl. Ans den Oleichinigen (5) ergibt sich ferner: 

^ pz -f-a^'-f x’’^ M |i + (1 -f. a"t) g-+ (1 + + ä'O 

Die Summe det)* beiden ersten Glieder in der Klammer des zweiten Theilcs'der rorslehenden Glel- 
«bnag ist: 

A -1- A' ' 

. 

und für das ‘dritte Glied erhält man, für a' und die Werthe eingesetzt and zugleich die identischen 
QIDchnngen IV der 10. Nummer berücksichtigt: 

II • ■ 
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Es IcOmmt aho; 



tllfioheu zweitel Ordnung nnd^wet^r< Chsse. 

(B,)»+(y.,r+(j',,)» _ g + 5. + 5i _ ah-v . 



Ei0, 



0 , 



3.2 



i + a» + T» = -(H4-S. + S2); 



<J> 



( 14 ) 



und da der ZM'cite Theil dieser Gleichnng der Quadrat-Samme der drei Halb-Aien der FUche gleich 
ist, ist hiermit der nachstehende Satz bewiesen. 

Die Quadrat-Samme irgend dreier zugcordiieter Durchmesser einer 'gegebe- 
nen FlXche zweiter Ordnung ist constant. 

Ist diese Summe, iu dem Falle eines Hyperboloids, insbesondere Tür die drei Äsen gleich Null, 
so ist sie es also auch für jo drei zugeurdnete Durchmesser, 

Wir kiinnen den eben bewiesenen Satz auch aus dem entsprechenden Satze der Ebene, dass für 
einen gegebenen Kegelschnitt die Quadrat-Samme irgend zweier zugeordneten Durchmesser constant 
ist, ableiten. Es seien zu diesem Ende p, a und t irgend drei zugeordnete Durchmesser einer 
Fläche zweiter^rdnung und überdiess p' irgend ein vierter Halb-Durcbmcsser derselben. Dann kön- 
nen wir in der Ebene von o und r statt dieser beiden zugeordneten Halb-Durchmc;scr der Durch- 
schnitts - Curve zwei andere a" und t" in der Art bestimmen, dass o" mjt p und p' in derselben 
Ebene liegt, p, <t" und t“ sind alsdann drei neue zugeordnete Halb -Durchmesser der Flüche. 
Die beiden ersten derselben 'können wir mit zwei andern p' und a'“ vertauschen, die in derselben 
Ebene zugeordnete Halb-Durchniesser der Durchschnilts-Curve sind und von weichen der eine mit dem 
vierten ursprünglich beliebig angenommenen zusammenfällt. Endlich können wir noch'in der Ebene 
von o"' uo^t" diese beiden Halb-Durchmcsser mit irgend zwei andern der Durchschnilts-Curve, mit 
nnd t', vertauschen. Dann sind p', a' und t' drei Halb-Durchmcsser der Fläche, von denen einer 
mit dem vierten beliebig angenommenen zusammenfallt und die beiden andern irgend zwei ihm zu- 
geordnete sind. Es ist aber nach dem angeführten Satze ; 

-I- T» = o"^ + t"', 

'* ^ p» -f = p" -f (r"'», 

, '■ t"» = o'» -f 

mithin auch: 

pS 4 . „1 4- T» = p'S 4; a't 4 - T'r. 

Dividiren wir die Gleichung (13) durch die Gleichung (9), indem wir augieich die Doppel- _ 
Gleichung (12) berücksichtigen, so kommt : 

( o-Tsinesind ) ( pTsint'nind') (po- sin t" sind") ■“< 

Wenn wir die Curven in jeder von irgend drei zugeordneten DianiVtral-Ebe- 
nen auf solche dr%i Ebenen projiciren^ die auf dem jedesmaligen 'sageordneten 
Durchmesser senkrecht stehen, so ist die Quadrat-Summe der reciproken Werthe 
der Flächen solcher drei Projectionen constant. 

122. Es sei 



JL4.Z_4.i_ = 1 

rti “ rwl ^ -rl 
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K 

4i« Glctduug einer gegebeoeo Fliehe der xvelten Ordnang-, hexogfn i^Dil drei ihrer zoge- 
ordneten Dorchmeaser. Es sei ferner f/ irgend ein Halb-Durchinessrr, dy mit den Coordinaten- 
Ebenen (x), (j) and (z) bezüglich die Winkel % S' und ä" bilde. Aladann erhalten wir für die V 
Coordinaten des Endpunctes dieses Durchmessers, indem wir d, 3' und 3" in der bisherigen IMeu- 
tung lassen ; 

, sinS , sinS' sinS" 

* = y = f'-Tirv. * = p' 



sind' 



" sin d" ‘ 



Setzen wir diese Werthe in die Qieichung der Fläche ein, so kommt: 



/ sin» Y / 8in&' / sina" y 1_ 

l^psinä J yersind'/ \Tsind"y «p'* ’ 



^psindy ' Ausind'y ‘ Afsind"y «p'*’ 

und wenn wir diese Gleichung mit der Gleichung (10_) inultiplicircn und zugleich die Doppcl-Gl(i- 
ehung (18) berücksichtigen: * 

1 

(o-Tsin« sin&)a + (pTsine'sinS:')'* + (pCTsint"sinä")- = 7T’~^~‘ .(^®) 

ist aber (rrsinc, noch mit der Lmfo/pFschen Zahl multiplicirt, der Flächen-lulialt der Durch- 
schnitts- Curve in der Ebene der beiden Halb - Durchmesser ar und r; multipliciren wir ausserdem 
noch mit sind, so erhalten wir diesen Flächen-Inhalt, projicirt auf eine Ebene, welche auf dem be- 
liebigen Halb - Durchmesser p' senkrecht steht, und also, wie die Richtung von diesem, durchaus be- 
liebig angenommen werden kann. Auf diese M eise ergibt sich die geometrische Deutung des ersten 
Theiles der vorstehenden Gleichung und somit der nachstehende Satz. 

Wenn wir die drei Durchschnitts-Curvcn einer gegebenen Flüche der zwoiteh 
Ordnung in irgend drei zugeordneten Diametral-Ebenen auf irgend eine gege- 
bene Ebene projiciren, so ist die Quadrat-Summe der drei Projectionen constant. 

183. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, für den Fall der beiden Paraboloidc und des pafabo- 
. lischen Cjlinders, die Dimensionen der Fläche zu bestimmen. Mir können diese Discussiun durch 
eine einfache Betrachtung an die Entwickelungen der 111. Nummer anknüpfen. 

Die nachstehende Gleichung: 

U* * 

.* -f (A -f. A' -f A") |i . ,4 -H (H, -f £, + H) ( l^y . > + = 0,.' (1) 

deren drei Wurzeln uns in der 111. Nummer die reeiproken Werthe der drei Halb-Axen-Quadrato 
der durch die allgemeine Gleichung 

Ax> -h A'j* -f- A"i* -t- 8B"xy -f- 8B'iz -f- 8Bjz -f 8Ci 8C'v -f- 2C"z -f- D = 0 (8) 

dargcstellten Fläche gegeben haben, kann ebenfalls zur Bestimmung der Dimensioneu dieser Fläche 
dienen, wenn dieselbe, durch das Verschwinden von 0j, in ein Paraboloid übergeht. Alsdann sind 
sämmtliche drei Werthe, welche die Gleichung (1) für s‘ gibt, gleich Null, aber zugleich ist er- 
sichtlich!, dass diese drei verschiedenen M'erthe nicht unendlich kleine Grössen derselben Ordnung 
sein können. Die Summe der drei M'erthe ist nemlich von derselben Ordnung der Kleinheit als das 
verschwindende O,, das ist also auch die Ordnung der Kleinheit für den grössten dieser M'erthe^ 
die Summe der Produete je zweier der drei M'erthe ist von derselben Ordnung als (0,)'', woraus 
folgt, dass wenigstens zwei der drei Werthe von derselben Ordnung als 0^ sind; endlich ist das 
Product der drei Werthe von derselben Ordnung als (0j)*, woraus folgt, dass der dritte M'erth von 
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s‘ mit (0j)^ Ton gicicl^r Ordnung der Kleinheit int. Die beides ernten Wuriel-Werthe \roUea srir 
nur Vstemchcidiuig durah <r> bezeichnen, indem wir von dem dritten Wurzel-Werthe n'^, als etnem 
* unendlich Kleinen hUhercr Ordnung, absehen, erhalten wir unmittelbar zur Bestimmung von 7 * die 
qnddratiache Gleichung: 



> +. (A + A' + .V') . <r« + (^ 1 + H. + £) (^ |iy = 0. 



( 3 ) 



■Bezeichnen wir die Wurzeln dieser Gleichung durch a'* und <r"e, so ergibt sich für das Product 
dcrnclben: 






CO 



8 ‘ — p— 



(?) 



und da das Product der drei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung (1) gleich ist 

\ (e.)* 

ij)i » 

so finden wir Tür s'^ sogleich den nachstehenden Ausdruck: 

- (QQ 

Ä1 +Ä, + Ä <I> 

• Wenn wir überhaupt, in dem Falle, dass die Fläche einen Mittelpunct hat — und wir wollen 
als Normal-Fall ein Ellipsoid betrachten — den retiproken Werth der grüssten Halb-Axe durch s 
und die reciproken \Verlhe der beiden andern Halb-Axcn durch t' und o" bezeichnen, so bedeuten 

bekanntlich — — and die reciproken Werlhe der halbcnParameter der Darchschnitts-Cnrven 

in den beiden durch die grilsste Axe gehenden Hauptschnitten. Dieselbe Bestimmung können wir 
auch auf den Fall der Parnboloide übertragen. .\us der Gleichung (3) erhallen wir 

o^t + 7"* = i(A + A'+A'O* - + H, + =)i 

und hiernach und aus den Gleichungen (4) und (5): 



•<7"« 

's' 



ff»'» 

-+ir = - 



1 (A -4- A' -I- A'O* + .=)!(gi-f-£. -f-g) 



a>* o"* 

s^’T^ 



<1> 

(£, + £, + £)♦ 



Die Quadrate der reciproken Werthe der halben Parameter der Durchschnitts-Curven in den beiden 
Hauptschnitten des Paraboloids sind hiernach die beiden Wurzeln der nachstehenden in Beziehung 
auf q' quadratischen Gleichung: 

4>V+!(A+A' + A'0*-*(Si + £, + .=):(-=i + H, +£)d«q’+(£i-4-£i + S)’ = 0. (6) 

1S4. Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind insbesondere einander gleich, wenn 

(A + A'-f A'0(H| + £,-f£)Ml(A+.A'-fA'0‘- f£, + £, + S)t =0. (7) 

und wir erhalten alsdann fdr den gemeinschaftlichen Werth derselben: 

, 1 (A -f A' + A") ' - 2 (£, + S, -1- ä) I (£, + £, + £) 

’ = ^ ; , 



(8) 
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Die Gleichui^ (7) wird erstens befriedigt, wenn ^ ^ 

A + A' + A" = 0: ' 

eine Bedingang, die aber nnr In dem Falle des hTperboUschcn Parabolpids , wo nach der 87. Nnm- 
ner <I> positiv ist nnd Si, Hi und S negativ sind, Statt finden kann. Alsdann' kommt: * ' 






(— 1 + '2^+ ä)’ 
<P 



Die Cnrven in den beiden Haoptschnitten sind hier offenbar Parabeln, und haben gleielkta Parameter. 
Bezeichnen wir denselben durch »Pi so ist: __ , * 



1 — »^<l> 

“ q Ä +s, + s' 



(S) 



Die Gleichung (7) wird zweitens befriedigt, wenn 

(a+a'+a")* = 4(s, + =. + »), ;■ 

wonach das ParaboloH, weil Su die unter sich im Zeichen iibereinstimmeo, hier posilip 

sind, ein elliptisches ist, wonach einen negativen Werth hat. Alsdann kommt: ^ 



□’ = — • 



tl> 



f ’ 



und für den halben Parameter' der beiden gleichen, in den beiden Hauptsebnitten liegenden Parabeln 
• des elliptischen Paraboloids: 

1 



P q + S 



(9)* 



Das elliptische Paraboloid gebürt in diesem Falle zu den Rutalions-Flücbrn, denen 'wir in cin^i 
spMtcm Paragraphen noch eine besondere Aufmerksamkeit schenken werden. *) 

185. Dasselbe Verfahren, welches wir in der vorigen Nummer angewendet haben, um die Pa- 
rameter der beiden Hauptschnitte eines gegebenen Paraboloids zu bestimmen , können wir auch qp- 
wenden, um den Parameter 4es Ilanptschnittes eines parabolischen C.'linders zu finden. 

In dem Polle eines Cvlinders überhaupt rediicirt sieh die Gleirhung (1) zur Bestimmung der 
reeiproken Werthe der Quadrate der beiden endlichen Halb-Aven desselben, auf die folgende: 



• V 

i 



' + (A + A' + A") . 8’ + CS, + 3, + S) I = 0, 



( 10 ) 






wobei dfr Ausdruck ^ unter unbestimmter Furm erscheint und beliebig durch einen der folgenden: 



Ub die beiden Werthe von q' nnpittclbar durch eine quedralUche Gleichung zn beslimoien, erhalten wir 
■na den CQeiclnuigen (4) hd (s) 

± (A,+ A' + A") . (- g + 

'S' »V \ / 



wonach dw Coefficient de« zweiten Glicdee dieser qnadralUcben Gleichuug irrational 

pelfaa Zeichen auliaa^ wea jedoch, wenn wir bei q vom Zeichen ahatrabiren, ohne Bedeutung ist. 
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^ =2-* £l £ g. + g« + 5 

e,’ 0’ ©j^e, +0 



ersctit werden kann (112).^ Dieser *Ausdruck wird durch das Verschwinden von Si, S, und S, 
wenn der C/Iinder 4n einen parabolischen aasartet, gleich Null and mit ihm die beiden Wurzeln der 
vorstehenden Gleichung. Ks ist aber ersichtlich, dass diese beiden Wurzeln nicht unendlich kleine 
Grossen derselben Ord||ppg sind, sondern dass die grossere Wurzel, die wir durch unterscheiden 

^ wm 0« 

wollsn, von wVscIben Ordnung als — ist , die kleinere s’ aber von derselben Ordnung als das 

» 

Quadrat dieses Ausdrucks, indem wir diese letztere gegen die entere vcrnachUssigen , erhalten wir 
zur Bestimmung von dieser unmittelbar: 



=— (A + A'+A") 






und da in Folge der obigen Gleichung; 



fcrilest immung dar kleinern Wurzel: 






gl = — 



+■=! 4~ H 0} 



A + A' + A"’0> ' 

Hiernach ergibt sich endlich tdr das Quadrat des reciproken Werthes vom halben Parameter den ' 
• Hauptschnittes : 

ff* (A + A'+A'O» 0, (A + A' + A")’ 

A * s' - ‘ä, + Ä.+a ~ 0,+0,+0 • 



Der halbe Parameter ist gleich: 



./ 0, + 0,+0 \ 
A4 



A + A' + A"' A + A'+A"y,’ 

und dieser .Ausdruck ist immer reell, weil für den parabolischen C^rlinder A, A' und A" unfer sich 
im Zeichen iibereinstimmen, aber mit jedem der drei Ausdrücke 0j, 0, und 0 entgegengeselstsn 
Zeichen haben. Es ist in Folge des Verschwindens von S„ S„ S: « 

— 0^ = AC'= + A'C* — gCC'B", 

— 0, = AC"« + A"C’ — 8CC"B', 

— 0 =A'C"i + A"C'*— 2C'C"B. 

1S6. Nachdem wir in dem Vorstehenden die Äsen der Flächen zweiter Ordnung nicht nar der 
Richtung, sondern auch der GrOsse nach, bestimmt haben, sind^diese Flächen vollkommen bekannt. 
Ein Blick auf die Gleichung (S) der 111. Nummer, deren Wnnein die drei Halb-Axen-Quadrate der 
durch die allgemeine Gleichung; 

Ax’ + A')-> + A"i«+*B"x} +2B'zz+8Bvz+2Cl#*C'; + 2C"z + D = (X, (I) 

' •* • 

dargestellten Fläche sind, zeigt uns, dass das Verhältniss dieser Axen unabhängig ist äton 4b und * 
also auch dann noch bestimmbar bleibt, wenn, durch das V'erschwinden von <I>,-die Fläche in einel^ 
Kegel oder cintn cilipsoidischen Punct ausarlet. Durch dieses Axen-Verhältniss ölst die Natur deMl 
Fläche und hiernach sind durch <I> die Dimensionen derselben bestimmt. Alle FUeSen, welche 



• • 

X 
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äusclbe Axen-V«rhallniss haboa, heissen ähnliche. Ein- and iw^eha1{g« H.rperbdlolfc , velehe 
denselben Asjniptoten-Kegel haben, sind hiernach unter.sinander und m|t diesem ähnliche Flächen 
zweiter Ordnung. Mit reellen und imaginären Ellipsoiden, deren Axen-Verhältniss dai^Ibe ist, 
gebGrt ein ellipsoidischer Punct als ähnliche Fläche xweiter Ordnung zusammen. Die Nftnr eines 
Kegels (und eilipsoidischen Punctes), die in dem Vorstehenden noch unbestimmt geblieben isl,^wird 
durch das Verhällniss der drei Axen Tollkommen characterisirt. l'm dieses VerhälMlss zu Anden, 
. ist es aber nicht nothwendig, Torher die Axen selbst zu bestimmen. 

Nennen wir überhaupt die drei Halb-Axen einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung a, ß und 7 , 

ß ® 

so bedeuten, w enn a und ß beide reell oder auch beide imaginär sind, — -und die trigonometri- 

“ P 

sehen Tangenten der Hälfte derjenigen beiden Neben-Winkel, wclche<Ton den beiden gleichen zuge- 
ordneten Durchmessern der Diirchschnitts-Curve in dem, die beiden Halb-Axen a und ß enthaltenden, 
Hauptschniue oder in einer beliehigen , diesem Haoptschnitte parallelen. Ebene gebildet werden. 
Bezeichnen wir die fragitchen Nebenwinkel durch $ und (w — ^) , so kommt : 

a7 + ß^ 



»«“ff i ‘ + e«‘gl4 = 



aß 



Ung45 + cotgi5 = 



sin 4 = 



und da überhaupt: 

1 

4 sin 4 

ao ergibt sich: 

Wenn eine der beiden Halb-Axen a und ß reell und die andere imaginär ist, so wird die 
Dorchschnitts-Cune , welche in der vorigen Voraussetzung eine reelle oder imaginäre Ellipse war, 
nnn eine Hyperbel. Dann wird der Winkel { imaginär; nach bekannter Formel ist aber, wenn wir 
die Asymptoten- Winkel der Hyperbel durch « und (w — a) bezeichnen, 

sin*4 = — tang*o>, 

und somit ergibt sich:.,^ 

•• '•« 

Gleichkeitig sind also in dem einen'' Falle die M'inkel der gleichen zugeordneten Durchmesser, in 
dem andern Falle die Asymptoten -Winkel durch das Verhäitniss der beiden Halb-Axen a und ß 
gegeben. 

177. Den nächsten Entwickelungen wollen wir, statt der Gleichung ( 8 ), die Gleichung (7) der 
111. Nummer, deren drei Wurzeln die rcciproken Werthe der drei Halb-.Axen-Quadmte der Fläche 
( 1 } sind, alsor 

* ' *-»• 1 i i 

' d^-'. * * 

zu Grtude legen nn^^^anif Bä^sicht auF di« Bemerkungen zu AnFang der Torigen Nummer, dies« 
Glpichung, indem wfr'O dkr Eiädleit gleich setzen, sogleich mit der nachstehenden Tertaoschen: 

. T*. ■ 
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• fc 

• s‘ + (A4-V + A'0ei.s» + (H, + i, +£>3,*.»? + 0/ =0. 

Die folgenden drei Ausdr|ckc: dl 



i , (^l±rOL* X 

a’d* ’ a^-r‘ ’ *’ riiy' ’ 



(») 



’ ■* o-y'^ * * 

sind hiernach die drei Wurzeln einer neuen niciciiiing dritten Grades, deren Coefficienten sich auf 
bekannte Weise aus den CoefTicienten der Gleichung (2) ableiten lassen. Wir brauchen zu diesem 
Ende bloss in den Entwickelungen der beigerügten Note**) a,b, c mit a^, za vertauschen und 



*) Es sei 



.•«TV 



w’ + pw’ + qw + r = 0 



eiAV |^geb«ac GleicJiunc des clritlen Grades und n, c s^eieo ihre drei Warr^ln. Symmetrische Func> 
tionen dieser Wura^a wollen wir, der Kürze halber dareb ein einzelnes Glied derselben, das wir um- 
klauunern, darslvltca, in der Art, dax» nir zum iici«])iel « 

a^b + a*c+ h’a + b’c + e’a^- c’b = [a^b] 



setzen. Alsdann ist 



ferner ergibt %icti : 



und hieraus: 



— p = |a], q = [ab], — r = abc; 

— pq = [a’b] + 3abc, 

— p’ = [a'>] + 3[a'^b] + 6abc, 

q’ = [a>b’] +3abc[a’bl^-6a^b’e^ 

[a’b] = — pq + 3r, 

[“’] = — P’+3pq — 3r, 

[a'b*] = q’ — 3pqr + 3r'^. 



Die foIgen4|/i drei Ausdrücke: 

, (a + b)i 

' * ■ ab ’ 

aind, wenn W'tr der Kürze wegen: 



1 (“ + « (i> + c)* 

* ’ ac ’ * ‘ bc » 



p _ , (»> + <=)* 

ab ac be ’ 

0 = fa + b)Ha4-c)» , (a+b)Mb+c)^ (a + (b -f- c)» 
a'ibc ab'^c abc'^ 






^ _ ) (a + l>)(a + c)(b4-c) 

] abc ] ’ 

■eiaeo, die drei Wttreebi der nachstehenden Gleichung des drUten Ondes: 

t»+iPt»+ + =b. 

deren Coeflclnctea als symmetrische FancUonen der Wuraeln* der nrl^üiigliche»- GltÜhiiag sich durch die 
Ceefkientea dieser lotateren ausdrücken lassen. Enlwickcia %\*ir au diesem £od|, ao finden wir 

*4 
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za setzen. Die GIcichnn; 



p = - (A + A'+A")0j, 

q = (=,+ s-, + £)(e,)S 

r = - (©.)♦. 

t’ + F‘’+TVQ‘ + ÄR =0 



(3) 



ist alsdann die verlangte, wobei 

_ CA+A'+A») (5, + £, + £) 

' ^ ~ 0j • 

,, (3, + H, + H)> t=, + S, + =-(A+A'+A")M(A + A' + A") , „ 

g = -ÖJ 3 — — + 3 , 



0. 



_ R = j + A' + A'O (^2 + ?J.±3. _ , j \ 

Die drei Warzein der Gleichung (3) sind nothwendig reell, weil es die drei Wurzel- Quadrate 
der Gleichung (2) sind. Da fert^r das letzte Glied, in Folge des vorstehenden Werthes' von R, 



„ (a^-l-b)»c + (a-|-c)’b-}-(b + c)’a 

.p _ , 



, 

abc 



= ?^+3, 



6, 



_ (a + b)»(a4-e)«bc-f(a-l- b)»(b -l- c)=ae -|- (a -f c)’(b -|- c)’ab 
• alhJe» > 



a^b^c» 

fa»b’i liii+shiy. , ,, 

a’b'c* abc ’ 

q’ (q-p’)p . „ 

? 7— + ^. 






=•!?-■ r 

4 ' * ' 



• Die drei Coefficlentea P, Q und R können nicht von einander nn*bb&ngig sein j dem eaUprecheod 

ngihtftkx % * 

-R = (P-h4)^ 

Es ist klw^ du« wir di« drei WuimIb der nnpriinglielien Glekliinif aoeh Bit ihren redprohen Wer- 
^ften Tertnosched hinnen} an die Stelle der ureprünhlicbea Glcichaog kann aU« auch die folgeadc: 

* • w’ -F — w* -|- — w -h i = 0, 

r r r 

lielea. 
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negativ i^t, so sind mir zwei Fälle müglich. Es kOanen erstens die Wurzeln aUs drei positiv 
sein, un j^ dann bedeuten sie die rcciproken Wertbe der Quadrate der Sinus der von den gleichen 
Qurchmessem der Durcbschnitts-Curven in den drei Hanptschnitten gebildeten Winkel. Das ist der 
Fall der ellipsoidischen Flächen. Es kann zweitens eine Wurzel positiv sein, während die beiden 
andern negativ sind. Das ist der Fall der b/perbolischen Flächen, mit Einschluss des Kegels. Die 
positive Wurzel behält hier die obige Bedeutung und bezieht sich auf denjenigen Hanptscimitt, wel- 
cher die Fläche in einer reellen, imaginären oder verschwindenden Ellipse schneidet. Die beiden 
negativen Wurzeln bedeuten, mit verändertem, positivem Zeichen genommen, die Quadrate der Cotan- 
genten der von den Asymptoten der Durchschnitts -Hyperbeln in den beiden andern Hauptschnitten 
gebildefen Winkel. Für den Fall der KegelÜäche sind diese M'inkcl diejenigen, linier welchen, wenn 
wir ans der Fläche irgend eben geraden elliptischen Kegel schneiden, die beiden Axen der Basis, 
von der Spitze aus, gesehen werden. Der eine dieser beiden Winkel ist der griisste, den über- 
haupt irgend zwei Regelseiten mit einander bilden, der andere der kleinste , den irgend, zwei Seiten 
des Kegels, die mit der Axe desselben in einerlei Ebene liegen, mit einander bilden. Da jeder Seite 
des Asymptoten -Kegels eines ebschaiigen Hyperboloids ebe Linie in jeder der beiden Erzeugungs- 
Weisen ,des letztem parallel ist, so folgt ans der ersten der vorstehenden Bemerkungen, dass, wenn^ 
die Gleichung (1) eine Fläche dieser Art darstellt, eine Wurzel der Gleichung (3) das Quadrat der 
C^tangente des grössten Winkels ist, unter welchem irgend zwei Linien der beiden Erzeuguogen auf 
der Fläche sich schneiden, oder auch des grössten Winkels, den die ^Richtungen irgend zweier 
Lipien derselben Erzeugung mit einander bilden. ' 

bl dem Falle ellipsoidiscber Flächen wollen wir die drei Wurzeb der Gleichung (3) durch 

1 'l 1 



sin»? ’ 

in dem Falle hyperbolbcher Flächen durch 

1 . 



1 »i' ’ 



1 



— , — cotgt«, — colg» 



bezeichnen. 

Es kani^^lne der drei W'urzcln der Gleichung (3) nur in dem Falle des Hyperboloids ver- 
achwbden,' wenn, indem die Durchschnitts-Cnrve in einem der drei Hauptschnittp eine gleichseitige 
Hyperbel^wird , etwa u' gleich einem rechten Winkel ist., Diesa fordert ^ 

(A-|-A'-l-A»0(Hz-l-A,-t-.S) = 0,, 

und gibt alsdann 

1 » 



-iP = 



,5 — eolg’» = 1, , 



I 



oder, was von Vorne hereb klar, bt: 



Wir haben früher schon dEe beiden besondem Fälle hervorgehoben, dass einmal: 

A-)-A'-f A" = 0, • 



das andere Mol: 



= 0 . 
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♦ 

Im entern Falle lernen tich dem gegebenen Kegel, oder überhaupt dem Aa^ptoten- Kegel der ge- 
gebenen Fläche, rechtwinklige dreiseitige Ecken ein-, im zweiten Falle umschreiben (II/, llö). 
ln beiden Fällen ergibt sicli gleicfamässig 

• l» = -3, R = — 1, 

9 ■ 

imd hieraus, wenn wir !> und R durch die Wurzeln der Gleichung (3) ausdrucken: 

13 



COlg’ffl+COtg t m' = 



sm'; 4 
sin 1 



BUI ^ • 

COtgMCOtgw' = -5—. 

o 

•ISS. Wenn Flächen zweiter Ordnung, weiche durch die allgemeine Gleiclinng (1]^ dargeslellt 
werden, ähnliche sein sollen, so muss die Constanten-Bestimmiing in dieaer Gleichong von der ./rt 
sein, dass die drei Coelficienten der Gleichung (3) dieselben Werthe behalten. Während wir, um 
anszudrUclien, dass Flächen zweiter Ordnung identische sind, indem wir die Gleichung (8) der lli. 
Rümmer an die Stelle der obigen Gleichung (3) setzen, drei Bedingungs-CAichungin erhalten, cr- 
geuen sich hier, in Folge der Abhängigkeit der drei CoefGcienten der letztgenannten Gleichung von 
einander, nur zwei Bedingungs-Gleichungen, für welche wir die folgenden nehmen kSnoen : 

* (A-|-A^-t-A>0 (g,-f g-f =) _ 

0, - *’ 

(g«4-g. + g)» . (A + V -t-VQ» _ , 

e,* 0, “ ’ 

wobei X und x' ewei ein fdr alle Mal bestimmte Coastanten bedenlan. ' 

189. Die Discuasion des Falles der beiden Paraboloide knüpft sich am einfa^iaten an die 
Gleichung (3) der 183. Nummer: 

a^+CA-f A'-f A'O^i. <^‘ + (H,-l-E. -i-S) = 0. 

Das Verhältniss der beiden Wurzel -Quadrate dieser Gleichung* ist nnabi^gig von ^ und bleibt 

also auch dann unverändert, wenn, für den Fall der beiden Paraboloide, dieser Ausdruck ver- 
schwindet.' Bezeichnen wir die beiden Wurzel-Quadrat« durch 

11 ^ . 



■nd setsen, analog wie in der 187. Nummer: 



sin* $ r= — tang* 9 =; 



4a V* 



so ergibt sich unmittelbar: 



sin*$ = — tang* <0 = 4 . 






(A + A' + A")*' 

Venn das Parabolold eid elliptisches ist, so sind S^, B, und B, die im Zeichen immer Uber- 
«astimmen'^ positiv, nnd { bedeutet den Winkel, den die gleichen sugeordneten Durchmesser der- 
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I* 



jeaigen Dordischnitts-Bllipseii der Flüche, deren Ebenen auf der Axe derselben senkrecht stehen, mH 
einander bilden. 

Wenn das Paraboloid ein hyperbolisches ist, so sind .H,, H, und B negatis nnd a bedeutet 
die AsymploteO'W inkel derjenigen Durchschnitts- Hyperbeln, deren Ebenen auf der Axe der FlSche 
senkrecht stehen; insbesondere die Winkel, uelche diejenigen beiden Erzeugenden, die in der Tan-* 
gentioI-Ebene im Scheitel der Fläche liegen, mit einander bilden. Endlich kOnnen wir diese Winkel 
auch als diejenigen bezeichnen, unter welchen twei Ebenen, denen die Linien der beiden Erzeugun- 
gen in allen ihren I.ageii parallel bleiben, sich schneiden. <*) 

4)ie Natur der Paraboloide ist bezüglich durch den Winkel { oder den Winkel u characterisirt. 
Solche Paraboloide sind unter einander ähnlich, Tür welche dieser M'inkcl derselbe, also der Ausdruck 

, (A-t-A'-t-A")' ’ 

constant ist. ■ s 



s. 7. 

n«Uitl«ns> Flächen. Hrelsschnltte der Flächen zweiter Ordnung» 

Krelspiincte. 

130. Wir haben in dem vorigen Paragraphen diejenigen Flächen , welche , unter der Vorans- 
setzung rechtwinkliger Coordinaten durch die allgemeine Gleichung 

' Ax’ -i-A'y»-l-A"»»-f*B»xy-l-»B'xx-i-»Byz-i-2Cx-i-8C'y-|-8C“z-t-D = 0 CO 
dargestclit wurden, vollständig disentirt. Nur einen besnndem Fall haben wir hierbei noch uncr- 
brtert gelassen, nemiieh den Fall, dass die Fläche eine Rotations-Fläche ist. Diesem wollen wir 
di* nächstfolgenden Entwicklungen widmen und zuvOrdersI wieder (953, unter der Voraussetzung, 
dass die Fläche einen Mittelpnnct habe, statt der allgemeinen Gleichung, indem wir 



*3 Wenn wir die t^üilvickltingsweiee der 119. Nummer beibehnlten und nur, dnrait die dortige Gleielnmg 
(ly. mit der vorilehenden Gleichung (1) des Textes übereinstlmme, ^ 

— M = 2Ci-j-SC'y 4- 8C"I-1-D = ;rw 

eetscu, es erllsltcn xrir für den Fall der beiden Pnrxboloide durch des Verschwinden von 0, 

Ax,“ -I- ^.y,* -f pW = 0, 

oder aueb » 

(Ax,-t-t^.y,)(Ax, — Abw = 0. 

« 

Die Winkel o siad hiernacb diejenij^cn, welche 0c beiden Ebenen, deren Gleichungen 

Ax,± ^'S.J.y, = 0, 

oder, io dem oraprungKchen Coordinaten-Syateme, die folgenden sind: 

A(x-l-o"y-|-a'z) ±V^5jO' + •»'*) = ®. - " # 

aU ctiäftder bUden. Auf diesen Wege Anden wir denselben Ausdruck für ftngo äb ia Tate. 
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'M = - 



0i 



‘ ( 2 ) 

• (3) 

n, dass jede 



> 



Selzen, die folgende zn Grunde legen; 

. ‘ Ai» -k A'j » + A"z» n- 2B"iy + 2B'iz -1- 2B/z = M . 

Wir haben in der 104. Nummer nacligow iesen, dass die beiden Gleichungen: 

(Aa -l-B"b-rB') — (B'a -r Bb i- A")a = 0, , 

(B"a A'b + B) — (B'a + Rb -i- b = 0, •*' 

für a und b immer drei reelle W'ertlicn-Paare geben, und hieraus den Schluss gezi 
Fläche der xwcilen Ordnung drei reelle Axen-Hichtnngen hat. ln partivuliren Füllen können iiidoss 
’die vorstehenden beiden Gleichungen einen gemeinscharilichen Factor des ersten Grades in a und b 
haben. Diesem entspricht, dass sic sich auf die folgende Form bringen lassen: 

R'(n + kb + )) (a— m) = 0, 

B'(a i-kb rl)Cb— n) = 0. r 

Alwttmi ist durch 

a = ni , b = n , 

die Richtung einer .\ie, wie bisher, vullkunmien bestim^jjj! Mahrend die Richtungen der beiden andern 
(auf einander senkrechten) Axen, unter der Bedingung, dass Rtr jede derselben die Gleichung 

a + kb + 1 = 0 

fl* 

befriedigt werde, beliebig angcnonmieii werden kitnnen. Es folgt hierauf, dass der auf der ersten 
Axen-Riebtung senkrechte, die jedesmaligen beiden andern .\xen euthaltende, llaiiptschnill ein Kreis 
ist, bei welchem bekanntlich irgend zwei beliebige, auf einander senkrecht sichende, Durchmesser 
zngcordnelc sind. In dem bezeichncten Falle ist die gegebene Flüche der zweiten Ordnung eine 
Rotations-Fläche, die zuerst bestimmte .\xc die Rotalion8-Axc,,dic fibene des auf ihr 
senkrechten Hauplschnittes die Acquatorial -Ebene und jede durch die Rul.ations-.Axe gehende 
Ebene eine Mcrid ian - Ebene der Flache.^ ’ 

• Den obigen Form-Besthnmiingen entsprechend, erhallen wir die nachstehende identische Gleichung: 

I An -i- B"b -I- B' — (B'a -{- Bb -f A"Jn i (b — n) 

. s j B"a -{- A'b -f B — (B'a Bb .A"jb i (a - ra) , 

oder vereinfacht: 

(.Aa-fB"b-f B'J(b— n) -i- (B'a-i-Bb-hAy)an • 

• ^ (B"a A'b -f B) (a — in) -1- ( B'a 4-' Bb -t- A") bm , 

nnd diese identische Gleichung läset sich in iBc nadlistehcnden sechs Gleichungen auf: 

B'n = B", Bm = B", B'n = Bm , 

Bn-l-.A = B'm -f .A', j 

C.A"— A)n = B-B"m, ( (5) 

^ V • B'— B"n = (,A" — A')m. | 

l8c dni Qleiel||tngen (4) geben übereinstimmend: 

B" R" 

“ = ” = F* 
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Dk drei GleicliaDsen (5) kUunen zunSchst auf nachstehande Weise geschrieben w^en: 

A — B'm — A' — Bn, 

' A- 



-B".- = A" — B.-, 
n D 



A'— B".- = A"-B'.i-, 
m m 



und lasten sich ^n, indeiu mau für m und n die eben gefundenen Werthe ^insetzt, in folgende 
Oo[^-Glei^|||p; zusammenfaasen : 

K'H»» • KK" Kit' 

(7) 



B'B"- 

Arr- -K- = A'. 



B 



BB" 

4« 

B' 



BB' 

B" 



welche somit die beiden Bedingungen ausdriiekt , unter welchen die gegebene Flüche eine Kotatioas- 
Flüehe ist. Na(^ der Bezcicimungsweise der Iti. Nummer geht die letzte Doppel-Gleichung in die 
nachstebande 3ber? 









• (8) 



B B' B« 

Um den gemeinschaftlichen Factor kb + I) der beiden Gleichungen (3) zu bestimmen, 
braunen wir bloss etwa die erste derselHU dnreh (a — m) zu drridirso. Alsdann ergibt sich zu- 
nächst als Quotient des ersten Theiles dieser Gleichung: 

HC B'a -i" Bb, 

und als Rest: 

, (A" — A -i- B'm)a -i- (Bm — B")b — B', 

eia Ausdruck, der, wenn wir fOr m seinen Werth aus (4) und fQr (A" — A) seinen Werth aus (7) 
einsetzen, in den %l|enden übergeht: 

BB' . BB'^ 

-p-.a-B' = ip(a-m). 

Der vollständige Quotient ist also: ^ ' 



BB' 

B'a -H Bb -l- = B'(a -F kb -I- 1). 



(9) 



131. Wenn die durch die allgemeine Gleichung 

Ax» -t- A'j» -I- A"z« -H SB"zy +^2B'xz -f- «Bj-z -F 8Cx -f 2C'/ -f 8C"z -F D = 0 (1) 

dargestellte Flüche einen Mittelpnnct hat, und wir die Coordinaten dieses Mitlelpunctes durch z', y 
und X' bezeichnen, so wird, nach dem Vorstehenden, dis Rotations-Axe durch die folgenden 
Qlelehungen dargestellt: * 

i 

X — x' = m(z — !'_), y — y' =f(s— z'), 

welche, indem wir für m und n die obigen M'erthe substituiren, in ^ie folgende Doppel -GlcichuM 
übergehen: ' 

B(x-x') = B'(y-y') = B"(l-s'). , . 

Nehmen wir ferner: 

X— x' = a(z — sO, 0 — y') = b(z— z). 






s 

I 
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für die Gleichiingeii einer der anendlich vielen Axen, die nnf der Rotalions-Axe lenkrecht stehen, so 
müssen a und b den ersten Theil der identischen Oleichnug (9) befriedigea, wonach 



*> , J 

”B iF B" ~ 



EUminiren wir a and b zwischen den letzten drei Gleichungen, so kommt: 

r — v' 

= 0 , 



— X' y-r Z — 

B B' B" 



(li) 



liir die Gleichung der Aegnatoriai-Ebene. 

Dieselbe Glcicbnng hätten wir auch unmittelbar durch die Erwägung erhallen kennen, dass die 
Aequalorial-Ebcnc auf der Hotations-Axe senkrecht steht. 

132. Für den Kall der beiden Paraboloide ist die Richtung der eigentlichen Axe durch die 
folgenden beiden Gleichungen CI07): 












lis _ ’Eji 

ros “1 

gegeben. Wenn die Fläche eine Rotalions -Fläche sein soll, so verwandeln sich die vorstehenden 
Ausdrücke, nach der Bedingungs-Gleichung die auch hier ihre Geltung offenbar behält, in die 
folgenden : 



a = 



B" 

B 



m. 



.. B" 

b = — = n. 
B' 



Die DoppcI-GIcichung (10) stellt also, wenn wir hier durch z', und x' die Coordinalen des Scheitels 
der Fläche bezeichnen, die Rotations-.Axe, und die Gleichung (11) die Tangential-Ebene im Scheitel dar. 
(107). Alle Durchschiiilts-Cars-en in Ebenen, die dieser Tangcnlial-Ebenc parallel sind, sind Kreise. 

Es ist klar, dass nur ein elliptisches Paraboloid eine Rotations-Fläche sein kann, und, dem 
entsprechend, ist leicht zu zeigen, dass dieWerthe von S, S„ wenn 6, verschwindet, in Folge 
der Bedingungs-Gleichungen (S) sänimtlich positiv sind. Denn aus der Zusammenstellung der vor- 
stelicndcn doppelten AVerthe für a und b ergibt sich: 



— jj -1. 



B" _ 

UI — ST 

^03 — IJ, •—11 



und wenn wir in den vecschwindcndcn Ausdruck für 05 , dem wir auch nachstehende Form geben 
können: 

A"H5-B>P5,-B''F,,, 

substituiren und den gemeinschartlicben Factor H.j fortlasscn: 



A« + 



BB" BB" 

’i" t» 



B' 



= 0. 



( 1 *) 



Neben diese B^ingungs- Gleichung steilen sich, nach dem Principe der Svmmetrie, sogleich die fol- 
genden beiden r 



A'-l- 



A + 



BB' , B'B" 

B" B ~ ®’ 



BB' 

B" 



+ -5^ = 0 

* Ui 



(W,*) 
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Aiu dta beiien letetcn Gleicban^ erhalten wir nach einer einfachen Mnltiplication; 

/BB'Y 



AA' — B"« = B» + B'* + 






( 13 ) 



woraus wir sehen, dass und folglich, nach den Gleichungen IV der 10. Nummer, auch H, und B 
poeitive Werthe haben. Zugleich erhallen wir’ hier, Ihr den Fall des elliptischen Rotalions -Parabo- 
loids, die folgende sj’mnlelrische Bedingungs-Gleichung: 



S+ E, + B, 



BB' BB" Bai"y 
ß" B' B j ' 



(i3, .) 



Für den Fall des C^rlinders bestehen die Bedingungs-Gleichungen (8) in Verbindung mit den 
Bedingungen, dass O, und d> gleichzeitig verschwinden. So wie eine Rolations- Fliehe, was eben 
bewiesen worden, kein bjperbolisches Paraboloid sein kann, so kann sie auch kein hyperboli- 
scher Cylinder sein. 

133. Wenn wir zosammenfassen , so ist ersichtlich, dass eine Rotations-Fllche der zweiten 
Ordnung entsteht, wenn irgend eine'Corve derselben Ordnung um eine ihrer beiden, immer reellen, 
Axen sich dreht. Diese Curve kann eine reelle oder imaginäre FUlipse sein: dem ersten Falle ent- 
spricht ein reelles, dem zweiten ein imaginäres Rotalions-Ellipsoid. Die Curve kann eine Hyperbel 
sein, und je nachdem diese um ihre reelle oder imaginäre Axe sich dreht, entsteht ein zweischaliges 
oder einscbaliges Rotations-Hyperboloid. Die Curve kann in ein System von zwei reellen oder ima- 
ginären geraden Linien Bbergeben, und sich um eine derjenigen beiden immer reellen geraden Linien, 
welche die Winkel derselben halbiren, drehen: dann ergibt sich ein Rotations-Kegel oder Rotations- 
Punct. Drdit sich eine Parabel um ihre eigentliche Axe, so entsteht ein Rotations-Parabolold; 
drdien sich zwei reelle oder imaginäre oder znsammenfaUende parallele gerade Linien um ihre 
Mittel-Lbie, so gdit ein Rotations-Cylinder hervor, der reell oder imaginär ist, oder in eine gerade 
Linie ansartet. 

In den Fällen der Parabel und zweier Parallel-Linien liegt die zweite Axe unendlich weit: eine 
Drehung um eine solche Linie aber ist eine parallele Verschiebung nach einer Richtung, die auf der 
Ebene der Parabel nnd der beiden Parallel-Linien steht ; so dass einmal ein parabolischer Cylinder, 
das andere Mal ein System zweier parallelen Ebenen, die reell und imagmär sein und auch zusammen- 
failen kBunen, hervorgeht Hiermit in üebereinstimmung lassen sich aus den drei Bedingungs- 
Gleichungen 

S, = 0, S, = 0, H = 0, 

die Bedingungs- Gleichungen (8), welche überhaupt anzeigen, dass die bezügliche Fläche eine Rota- 
tions-Fläche ist, sogleich ableilcn. 

134. Wenn die beiden Gleichungen Cl) identisch werden, nnd diess fordert: 

* A = -A' = A" B = B' = B«, 

so kann die Richtung jeder heliebigen geraden Linie als Axen-Richtung genommen werden. Unter 
diesen Bedingungen ist die bezügliche Fläche eine Kugel. 

133. Wenn wir überhaupt eine Rolations- Fläche, unter der Voraussetzung, dass sic einen 
Blittelpunct hat, wie in der 111. Nummer durch folgende Gleichung darstellen:* 

Ax* -f A'j* -i- ^"z* + 8Ä"xy + «Ä'iz -{■ ZBjt = 1, 
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so g^60 dio Qleiehungen Cd) derselben Nammer, wenn wir I 3 r a and b die nnf die Rotadons-Axe 
sidi bexiebenden Werihe (. 6 ) einsetzen and aogleich den reciprokeu Werlb der balbcn Länge dieser 
Axe dareh s bexeicbnen, in die folgendeo Qber: 



B'B" BR" 



^ +Ä+ 

^ ^ B' ^ B‘ 



B" 

BB‘ 



(M) 



= a<. 



Addiren wir diese Gieidinngen, so kommt: 

fB>B'> BB" BB“ \ 

A^A•^A"^^ = 3s’- 

Da ferner, wenn wir das Quadrat des reciproken At'erthes jeder der beiden andern einander gleichen 
Halb-Axen durch o'* bezeichnen (tll,(S)), 

A + A'+A" = s^ + *< t ’ 

ist, so findet eich, wenn wir abziehen und den gcmeinscbailHchen Factor 2 fortiassen: 

B'B" BB" BB' 

~B~'^ ~B' B" 



B* — ff*. 



(15) 



Eliminirl man endlich nach einander aus jeder der Gleichungen Cid) und der vorstehenden s*, 
80 kommt : 

BB" . B'B" 



BB' 

AU — — At 

. B" ^ 



B' 



- A 



(16) 



Wenn wir, der KUrxe wegen. 



A + A' + A" = 2, 

BB' BB" , B'B" _ 

B" Ä' **’ ü ’ 

setzen, so erhalten wir, nach dem Vorstehenden, die folgenden symmetrischen Ausdriieke: 

r,+*n = 3s*, 

2’— n = 3 <r*.*) 



(17) 



*) Wenn einer der drei CoefBdeoten S, A' etwa der leiste derselben, versehwiadet , so Teriierefli die 

TOratebcnden Gldcbunxcn (14) — (17) ihre unmittelbare Geltung. Wir seben sunadisl, dass alsdawi 

sagleich mit noch ein sweiter der drei Ceerficientcn, etwa B*, vcrscbwinden muss. Dann ersclieiBt, 

B'B" B" 0 

wahrend^— — verschwindet, — unter der nnbeatimaten Form und wenn wir dlcaeti Aaadrnck twi- 



B ” ' H' 

sehen den beiden Gleichungen: 



bI^-A 

B- ^ - A, 



A" B. — A 



eliniairen, so kommt: 



(A — A')(A—A") = B\ 
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Wenn die Ausdrücke für s’ und o-^ beide positiv sind, so ist die Flüche ein Rotations-EUipsoid oder 
Sphäroid venu beide neg-ativ sind, ist dieselbe imaginür. Wenn die Ausdrücke für s^ und 
entgegengesetzte Zeichen haben, ist die Fläche rin perboloid und swar, je nachdem der Aus- 
druck Tür s' oder der Ausdruck Tür positiv ist, ein aweischaliges oder ein einscbali ges, 
136. Jede Curve der zweiten Ordnung mit einem Miltelpuncte hat bekanntlich v icr Brennpuncte, 
von denen swei immer reell und zwei immer imaginär sind. Dreht eine solche Curve sicl^ um 
diejenige Axe, auf welcher die beiden reellen Brennpuncte liegen, so fallen die beiden reellen Brcnn- 
punctc aller Meridion-Curven der entstehenden Rotations-Fläche in dieselben beiden Puncte zusammen 
und heissen alsdann auch die beiden Brrnnpunctc dieser Fläche. Dreht sich hingegen eine 
Curve der zweiten Ordnung um diejenige \xc, welche durch die beiden imaginären Brennpuncte geht, 
so beschreiben dis beiden reellen Brennpuncte einen kreis, welcher in der Aequatorial-Curvc der 
entstehenden Rotations - Fläche liegt und der geometrische Ort für die Brennpuncte aller Merklian- 
Curven ist. Diesen Kreis nennen wir den Focal-Kreis der Rotations-Fläche. Ein verlänger- 
tes Sphäroid entsteht durch die Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse .\xc, ein abgeplattetes 
Sphäroid durch die Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine Axe. Es unterscheiden sich hiernach 
diese beiden .Arten von Ellipsoidcn, zwischen denen die Kugel den Uebergang bildet, durch das Zei- 
chen des Ausdrucks von (s^ — der im ersten Falle negativ, im zweiten positiv ist. Jenem ent- 
spricht also: 

n < 0, 

diesem entspricht: 

• n > 0. 

Im ersten Falle hat die Flüche zwei Brennpuncte, aber keinen reellen Focal-Kreis. Um auf der 
Rotations-Axe die Lage von jenen zu bestimmen, brauchen wir bloss ihren Abstand vom Mittel- 
puncle zu kennen. Für das Quadrat desselben erhalten wir sogleich: < 



Dirse Gleichung drückt ctjui, in Verbindung mit li'' =: 0 und ü' = 0, cut, dcu die fragliche Fliehe 
eine Retalione-Flicbc UL Ferner Ut •Itdann 

ffJ = s» = -i- — 

und 

Die i^cometnsche Nolbivendif keit der vonleyBdcn «nAlytischc» Reiultale ergibt sich leicht 
Kine Rotalionii-FUche wird nemlich von jeder darch den MiUHpimct gehenden Ebene «o geeebnitten, doM * 
ein Durchmeäser der Dnrcliochnitts- Curve mit einem Durebmener der Aequetorltl -Curve xusaiamenlillt. ^ 
Dieecr Durcbmcnicr ist, weil er überhaupt der grösste oder kleinste Durchmesser der Fliehe ist, eine 
Axe der Ourchsehnitls-Carve, und lallt, wenn wir die Sdmitt-Ebene, wcIoIm eine gans beliebige Richtung 
hat, als Ebene XZ nehmen und D'' 0 seUen, entweder mit der Coerdinaten-Axe X oder der Coerdi- 

na(en*Aze Y ausanunen. Findet dM Rrtlere Statt, so kommt A. Dann ist aber auch derselbe Dureb- 
meaaer eine Axe der Derebschnitts-Curve in der Coordinalen-Ebene XZ und somit euch zz 0. 

Kbenao loset eich anch die Bedingungs^Gleichung (7>, welche sicli auf die Coeffiriedteii der ursprüng- 
Hehen Glmchung der Flache bexieht, für besondere Legen dieser letatem gegen die Coordinaten-Axen, üi 
die felgenden Systeme von drei Gleichungen auf: 

B" = 0, B' = 0, (A — A0(A — A'O— B> =. 0, 

B" = 0, B = 0, (A' — A ) (-V - A") - B" = 0, 

B'=0, B =0, (A"-A)(A"-A')-B"»= 0. 
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3)_J 

s' |2+8n 



( 18 ) 



Im zweiten Felle hat die Fleche keine reellen Brennpuncte, aber einen reellen Foeol- Kreis in der 
Aeqnaturbl-Ebene, dessen Radius gleich ist: 



J i_ ^ 1 

<T» ^ E-n r + gn 



(19) 



Ein zweischaligc» Rotations-Hvpcrboloid, IDr welches immer II > 0, hat zwei reelle Brennpuncte, 
deren Abstand vom Mitlelpunctc der Fläche durch den Ausdruck (19) bestimmt Ist. Ein einschali- 
gea Rouations-Hvperboloid, für welches immer II <; 0, hat keine reellen Brennpuncte, aber in der 
Aequatorial-Curve einen reellen um den Miltelpunct beschriebenen Focal-Kreis, dessen Radius dem 
Ausdrucke (18} gleich ist. 

Auch eine imaginäre Rotatiuns.FIächc hat entweder zwei reelle Brennpuncte oder einen reellen 
Focal-Kreis. * 

* Ein -elliptisches Rotations-Paraboloid hat nur einen reellen Brennpunct, ein parabolischer 
^Crlinder nur einen Focal-Kreis, der in eine gerade Linie ausgeartet ist. 

•• 137. l'm die in dem Vorstehenden entwickelten Werthe von s* und o® durch die Coeflicienten 
der ursprünglichen Gleichung der Fläche 

Ai» + A'y » -f- A"zi -|- gB"iy -f- gB'xz + 2B)z -f 2Cx + 2C'y + 2C"z -f D = 0 
auszudrückeo, brauchen wir bloss die Cuefficienten der zu Grunde gelegten Gleichung mit den ent- 
sprechenden dieser ursprünglichen (die Carsiv-Schrilt mit der gewSlmlichen) zu vertauschen und 



•(-!;) 



und in dem F'alle des 



m 

und o* mit M zu multipliciren, indem wir Tür M, im Allgemeinen, 

Cjlinders ^ einsetzen. (111) 

Für den zuletzt genannten FaU des Cylinders verschwinden die Aasdrucke für s», wonach: 

E-f-«n = 0 , 

und für den Radios der parallelen Kreis- und Hanptachnitte erhält man 

1 1 
a ~ |/ — n ’ • 

wonach das Zeichen von II bestimmt, ob der Cylinder ein reeller oder imaginärer ist. 

W'as'^ie Bestimmung der Dimensionen des Rotations-raraboloids bctrilii, so ist diese bereits 
schon in der 12-1. Kummer enthalten. Denn der dort betrachtete Fall, dass die beiden Parameter des 
elliptischen Paraboloids einander gleich sind, ist derjenige, dass dieses Paraboloid eine Rotations- 
Fläche ist. Die Gleichungen (12) und (12,a) nemlich, welche im leistem Falle bestehen müssen, 
führen, wenn wir addiren, zu der folgenden : 



A-f A'-l-A" 



= -»(- 



BB' 



B" 



BB" B'B"\ 
B' B 



die, wenn wir quadiren und zugleich die Gleichung (13, a) berücksichtigen, die Bedingungs- 
Gleichung 

(A-f A'-FA'O* = 4(=,-FH, -FH) 

liefell, welche nach den ongezogenen Nummern aasdrückt, dass die beiden Parameter einander gleich sind. 
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Der Abstand des Brennpuncles des Rotations - Paraboloids vom Scheitel desselben Ist, wie (Br den 
Fall der Parabel, dem vierten Tbeile des Parameters gleich. 

138. Wir können noch einen andern Weg, der von dem bisher verfolgten gans verschieden 
ist, einschlagcn, um die Rotations-Flächen xweiler Ordnong so discotiren. 

Im .Allgemeinen schneiden sich zwei Flächen zweiter Ordnung nicht in ebenen Cnrveo. Es ge- 
schieht diese nnr dann, wenn ihre Gleichnngen sich za der Gleichung eines Systems zweier Ebenen 
verbinden lassen. Ist in diesem Falle eine der beiden Flächen insbesondere eine Kugel, so sind die 
Durchschnitts-Curven oSenbar Kreise, und, umgekehrt, wenn eine Fläche von irgend einer Ebene in 
einem Kreise geschnitten wird, so lassen sich durch diesen Kreis unendlich viele Kugeln legen, von 
welchen jede die Fläche noch in einem zweiten Kreise schneidet. Wenn zwei sich schneidende 
Flächen einen gemeinsamen Mitleipunct haben, so ist dieser auch der Mittelpunct ihrer Durchschnitts- 
Curve und also, in dem particularisirten Falle, der gemeinsame Mittelpunct der beiden Durchsebnitts- 
Kreise. L'cberdiess ist augenscheinlicb, dass die Radien dieser beiden Kreise unter einander und dem 
Radius der Kugel gleich sind. ^ 

Die Richtungen, nach welchen eine Fläche der zweiten Ordnung in Kreisen gescfanilteu 
wird, ordnen sich, wenn überhaupt solche Richtungen vorhanden sind, immer paarweise zusammen'* 
und hangen, wenn Qberdiess der Mittelpunct der Fläche such ihr Mittelpunct sein soll, paarweise von 
dem Radius einer, mit der Fläche conccntrischen, Kugel ab. 

Es sei 

+ AY -f ^"z» -f- 2Ä"zy + iB'xx + iSjz = 1 CO 

die Gleichung der Fläche, bezogen auf ihren Mittelpunct, und 

<r’y»-f-<T*z» = 1 (*) 

die Gleichung einer eoncentrischen Kugel ; dann ist — der Radius dieser KugeL W’enn wir diese 

<T 

beiden Gleichungen zu der Gleichung eines Systemes zweier Ebenen verbinden wollen, so muss noth- 
wendig, ln Folge dieser Verbindung, das constante Glied ans der resnltirenden Gleichung ansfallcn. 
Ziehen wir, dem gemäss, die beiden vorstehenden Gleichungen von einander ab, so kommt: 

iA — aJ)x^ + iA' — <T^)y:>+iA‘‘—<r^)x* + »B"xy + iB'xx+iBfZ — 0. (3) 

Damit der erste Theil dieser Gleichung sich in zwei Factoren des ersten Grades zerlegen lasse, muss 
die Bedingangs-Glcichung : ^ 

(.<— o’Kri''— o’)— (.<— — (,d'— — U"— = 0 (4) 

bestehen, und a* so bestimmt werden, dass diese Gleichung befriedigt wird. 

Die vorstehende Gleichung C4) stimmt genau mit der Gleichung (5) der 111. Nummer überein, 
durch welche die drei Halb-.Axen der gegebenen Fläche bestimmt werden, in der Art, dass a dem re- 
ciproken Werthe einer solchen Halb-Aie gleich ist. Es schneidet also eine Kugel, die aus dem Mil- 
telpuncte der gegebenen Fläche mit einem Radius beschrieben wird, der einer der drei Halb.-Azen 
gleich ist, die Fläche in zwei Kreisen. Diese Kugeln sind also reell, je nachdem es die drei Halb- 
Axen der Fläche sind. Wenn die Kugeln reell sind, so kännen die Durchschnitts - Ebenen immer 
noch imaginär sein. Auch wenn die Darchschnttts-Ktenen reell sind, kOnnen die Oorchschnitts-Kreise 
in ihnen noch imaginär sein. * 
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Auf dieatn aUgemeinen Fall werdeo wir später zur&ckkooiiiMi, xnnäabst aber den besondere in 
nähere Betraebtung (leben, wo die beiden Factoren, in welche sich der erste Theil der Gleitbang (3) 
(erlegen lässt, einander gleich sind, and der durch die nacbatebenden drei Bedingongf- Qleichangen 
beseichnet wird: 

(yt —<r‘‘)CJ' — <r») = Ä"» , 

Cid — «r») Cit" - o») = ü'i , (5) 

(id'— or’3(id" — o») = Äi. * , 

*V 

Dann fallen die beiden zasammengebürigen Kreisschnitte zusammen, in der Art, dass' die bezügliche 
Kogel, welche früher die Fläche in zwei Ebenen schnitt, non, indem diese Ebenen zasammenfallen, 
dieselbe in dem Umfange eines Kreises berührt. Es lässt sich Ubcrhaapt durch irgend zweiKreis- 
schnitte, deren Ebenen den eben bestimmten Diametral-Ebenen, in welchen zwei zusammengehörige 
Kreisscbnitte liegen, parallel sind, immer eine Kugel legen: in dem fraglichen besondem Falle gibt 
es also auch immer eine Kugel, welche die Fläche in einem beliebigen Kreise berührt, in welchem 
diese Fläche von irgend einer Ebene, die den zusammenfallenden Diametral -Ebenen parallel ist, ge- 
schnitten wird. Es amhüllt also die Fläche eine Kugel von veränderlichem Radius, deren Alittel- 
punct auf einer geraden Linie fortrückt. Die Fläche ist also eine Rotations-Fläche und diese gerade 
Linie die Rotations-Axe. 

Der reciproke M’erth des Radius der Acquatorial - Cnrve der durch (1) dargestelllen Rotations- 
Fläche zweiter Ordnnng befriedigt, für <r eingesetzt, jede der drei Gleichungen (5). Eliminiren wir 
er* zwischen diesen drei Gleichungen, so erhalten wir diejenigen beiden Bedingnngs - Gleichungen, 
welche ausdrUcken, dass die Fläche (1) wirfclich eine Rotations- Fläche ist. 'iä'enn wir je zwei der 
drei Gleichungen (5) mit einander multiplieiren and das Product durch die jedesmalige dritte dividiren, 
so kommt: 












— = {■ 



BB“\^ 

\B<)' 




Wenn wir die Quadrat- Wurzeln aus diesen Gleichongen ausziehen, so müssen wir die positiven Vor- 
zeichen nehmen; denn einerseits stimmen die Ansdrücke (,\ — o>), (_k‘ — <r'<) und (A" — im 
Zeichen überein, und andrerseits zeigt die Gleichung: 

CJ'— <r’)Ä'*+C^" — SÄÄ'Ä" = 0, 



welche wir erhalten, wenn wir die erste der Gleichungen Gi) CA" — <r'‘) mnltipiiciren und dann 

von derselben die Gleichung (4) abziehen, dass dann ferner die genannten drei Ausdrücke mit dem 
Prodnete der drei Coefücienten B, B' und B" und also auch mit dem Producte je zweier derselben, 
getbeUt durch den jedesmaligen dritten, gleiches Zeichen haben. Hiernach ergibt sieh 






B>B" 

B 




A‘ ß,i‘ 



(6) 






dieselbe Gleichung, die wir früher (13S, (16)) auf anderm Wege für die Bestimmung, dass die ge- 
gebene Fläche eine Rotations-Fläche ist, und für dieBmtimmnng des Werthes von a* gefunden haben. 

Wenn wir auf zwiebebe Weise zwei der Gteiduugen (5) zusammensteilen und beidesmal w* 
elimiairen, dann ferner zwischen den beiden resultirenden Gleichungen auch a* fortschaffen, so er- 
gibt sich die folgende symmetrische Bedingungs-Gleiehung : 
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hächen zweiter Ordnong und zweiter Classe. 



welche wir für eine derjenigen beiden nehmen kOnnen, welche ansdrücken, dass die Fläche (I) eine 
Rotations • Fläche isl. Wenn wir diese durch die allgemeine Gleichung, welche den ErVrtcnmgen 
der 137. Nnidmer an Grunde gelegt ist, darstellen, so kdnnen wir der letzlen Gleichung die folgenden 
Farmen gehen: * ’ 



H*(A'-A") + H,CV'-A) + a,(A-AO = 0, 

A(=.-H,) + A'CE,-E)+A"C3-E,3 = 0, 

und dann neben die Düppel -Gleichung fä) der eben angezogenen Nummer stellen.*} 

>\cnn wir, unter der Voraussetzung, dass die Bedingungs- Gleichungen (3) befriedigt werden, 
ans dem ersten Theile der Gleichung (3} die tjuadrat-Wurzel ziehen, so ergibt sieb 



— cr>.X± ^A‘ — <rKr± t'A"— o'.z = 0, 



wo die Vorzeichen so zu hestinimen sind, dass das Product der Cuerficienten von x und ) mit B", 
der CocfGcicnlen von x und z mit B' und der CoefScienten von j und z mit B im Zeichen Uberein- 
stininien. Setzen wir für er« die gefundenen Wertho und dividiren wir dann durch V so 
kommt : 



'-4.^-4-- -0 



Diese Gleichung stellt also die Acguaturial- Ebene der Fläche dar. Die Rotations-Axe erhallen wir, 
unmittelbar und in L'ebercinstimniung mit der Gleichung (4}, durch die Bedingung, dass dieselbe auf 
der Aequatorial-Ebcne senkrecht steht. 

139. Wenn wir die drei Gleichungen (5} addireii, so kommt: 

(.4 — — <r'}-+.tJ — — — — — Ä' — 5" — = 0, C9) 

Und wir erkennen sogleich, dass diese Gleichung keine andere ist, als diejenige, welche wir erhalten, 
wenn wir die Gleichung (4} in Beziehung auf diflierentiireo. Wir können hieraus, wie bekannt, 
den Schluss ziehen, da&s die Gleichung (4} zwei gleiche Wurzeln hat, deren gcmeins<amer Werth 
auch die Gleichung C^} befriedigt. Zw ei der drci.Axen einer Fläche der zw eilen Ordnung mU.sscn dem 
nach einander gleich sein, wenn die Fläche eine Rotations-Fläche sein soll. 

140. Auch das Umgekehrte findet Statt und eine Fläche der zweiten Ordnung ist dann noth- 
wendig eine Rotations-Fläclie, wenn zwei ihrer drei Axen einander gleich sind. Dicss kommt darauf 
hinaus, dass die Gleichung C9), in Folge der Gleichung (4), in die drei Gleichungen C3} sich anf- 
lliset. Es ist leicht nachzuweisen, dass dieses wirklich der Full ist. Zu diesem Ende bemerken wir 
zuvörderst, dass die folgenden drei .Ausdrücke: 

(4~cr>}U'-o»} — (.4'— cr’jU— <r'J) — 

im Zeichen übereinstimmen. Denn der erste Thcil der Gleichung (4) geht, wenn wir (,4 — o-t), 
(Al' — or*},(.4" — o-'}, und B bezüglich mit A, A', A", B", B' und B vertauschen, in dasB, der 
10. Nummer über. Wenn aber verschwindet, so haben nach den Identischen Gleichungen IV 
der eben ungezogenen Nummer Ej, Ei und E dasselbe Zeichen. Diesen Ausdrücken entspreeben aber 



*} ln Gteiclinngra, di« in Besiehung auf die Coiutanten der Gteicbtuig (I) homogen sind, hönntn wir «ogieich 
die Cursiv-SchriG mit der gewdhnlichcn Schrift verUnacben. 
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4ie ftttglichcn drei Audrücke, die alio ebenfalls unter einander gleiebes Zeichen haben. Schreiben 
wir hiernach die üleichong: (9) unter der naebstehenden Fora : 

so ist klar, dass sie nur dadurch befriedigt werden kann, dass sie in die drei Gleichungen (5) 
serfiillt • 

Wir habeu hiernach in dieser Nummer einen dritten gleich einfachen Weg gezeigt, den wir bei 
der Discussion der Rotations-Flächen einschlagen können.*) 

141. Wir haben in der 138. Nummer gezeigt, dass, wenn wir durch <r den reciproken Werth der 
Länge einer der drei Malb-Axen der durch die Gleichung (1) dargestelllen Fläche zweiter Ordnung bezeich- 
nen, die Gleichung (3) eiuSj'stem von solchen zwei Ebenen darstcUt, welche die Fläche io zwei Kreisen 



Auch Herr Cauchjf knüpft die BesÜniaiUD|( der Rotntiorw-Flichen dano^ da«« eine solche Flache awei 
gleiche Axen hat. Er rerfaliri hierbei im Wesentlichen auf folgende Art. Die Gleichung^ deren Wuraeln 
die Quadrate der recipoken Werthe der drei Ilalb-.Axen aiad: 

(<r» — d40(<r’ — ^'0 — — = 0, 



lasst sich unter der folgenden Farn schreiben: 



H-f-) - « 



und wenn wir, der Kürxe halber. 



A — 






B ’ “ B‘ " B“ 

•ctsfD lind dnreh (a* — — M)Cv* — v) dividiren, nach folgmdergnatntt: 

1 1 1 






B't B"* 



1 



a* — k***ai— — V BB'B" 

OiScmiliirtn wir din« OlcIcbiinK io Bexitbag nur a\ lo bonati 



= 0 . 



1 



1 





B^ B'* B"* _ 

(^a'i — 31)* (ff* — f»)* (ff* — v)* 

nad ditte Olcicbuitg bann nur dann befriedigt werden, wenn 



^ ff* = l = ft = V. 

Dieae Gleicbnngen alnd keine andern, ala die Gleicbongen (tS) der 190. Kowmer. — (CigaaUkti 
folgt nar, daaa ff* irgend zweien der drei Werlbe 1, fl nad v gleich iat. Daa Maagelhafle der Scblnaa- 
weiae wird aber durch daa Princip der Syimnetrie erginai.) Heber die Theorie dee Licbtea. Nach eineni 
liibographirten Memoire de« Freib. A. L. Coueby, frei beoihcitet von F. X. Motb. Wien 1S4S. (IL Heber 
Flächen der iwciten Ordnung) ' 

S4 
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« 



tdinnilct and wekhe uor ikoB zosammai&llen, wenn dic^e FUdie eine Rotatioiu-Fileiie üt. Um in 
eine i^nenere Discnseion aoleher KreüedraHte einzo^eiieB, woiiea wir die Gleioiiai^ der Flicbe aut 
die drei Axen derselben als Coordinaten-Axen beziehen nnd zurßrderst den Fall des Ellipsoids be- 
trachten. Diese Gleichung sei demnach: 



dann ist 





= 1 , 



X* y* x' 

i--t-i — 1-_ = 

ßi 



( 10 ) . 
( 11 ) 



die Gleichung einer Kngel, die um denselben MlUclpunct mit einer der drei Halb Axen, für welche 
wir hier ß genommen haben, als Radius beschrieben ist. Ziehen wir ab, so kommt: 

+ (>» 

Diese Gleichung entspricht der Gleichung (3) und stellt zwei Diametral -Ebenen dar, welche die 
Fläche in Kreisen schneiden, deren Radien gleich ß sind. Diese Ebenen sind nur dann reell, wenn 
die Halb-Axe ß, der OrOssc nach, die mittlere der drei Halb-Axen der Fläche i.st. Ist ß die grässte 
oder die kleinste Axe, so sind diese beiden Ebenen imaginär, schneiden sich aber fortwährend in 
einer reellen geraden Linie, nemlich eben in dieser Axe, oder, was hiermit gleichbedeutend ist, dann 
stellt die letzte Gleichung einen elliptischen Cylinder dar, der durch das Verschwinden zweier seiner 
Dimensionen sich auf diese Axe rcducirt hat. Wir wollen in dem Nachstehenden voraussetzen, es sei: 



r’- (13) 

Dann sind nur die beiden durch die Halb-.\xe ß gehenden, und also auf der Ebene der grössten 
and kleinsten Axe des Ellipsoids senkrecht stehenden , Kreisschnitt • Ebenen reell ; die Kreisschnitt- 
Ebenen, welche durch jede der beiden andern Halb-Axen a nnd y gehen, sind imaginär. Jede der 
drei mit den drei Halb-Axen, als Radien, um den Mittelpunct beschriebenen Kugeln berfibrt das 
Ellipsoid in den beiden Endpnncten der bezüglichen Axe, aber nur die mit der mittlem Halb-Axe 
als Radius beschriebene Kugel schneidet die Fläche, indem sie dieselbe berührt. Für die beiden 
reellen durch den Mittelpunct der Fläche gehenden Kreiisehnitt- Ebenen ergeben sich, indem wir 
die Gleichung (18) in ihre beiden Factoren zerlegen, die folgenden beiden: 





_L 


X + yV- 










ßA 



(14) 



Alle Sdinitte des Ellipsoids, die in Ebenen liegen, die diesen beiden Diametral-Ebenen parallel sind, 
sind ebenfalls Kreise und der Ort der Mittelpuncte dieser Kreise diejenigen beiden Durchmesser 
der Fläche, welche den beiden Diametral -Ebenen eonjugirt sind. Diese beiden Dnrchinesser liegen 
also in der Ebene der grössten und kleinsten Axe und bilden mit denjenigen beiden, in welchen die- 
selbe Ebene von den beiden Kreisschnitt - Ebenen (14) geschnitten wird und deren Länge gleich 8^ 
ist, zwei Paare zugeordneter Durchmesser der Ellipse, welche a und y zu ihren Halb-.Axen hat. Si« 
werden hiernach durch die folgenden beiden Gleichungen dargesteUt: 



y = 0, 






/y« 



“'1 7 



oder 
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' 7 = 0, = 0, (15) 

•nd wenn wir ihre gemeinschaftliche Länge dnrch 3 bezeichnen, ergibt sich t 

33 + S* = a> + yt. . (16) 

tieder Punct, der beliebig auf einem der beiden durch die Oleichong (ln) dargestellten Durch- 
messer angenommen wird, ist der Millclponct eines Durchschnitts-Kreises, dessen Ebene auf der 
Ebene der grSssten und kleinsten Axe senkredit steht. Der Radius dieses Kreises nimmt ab, wenn 
der Mittelpunct desselben anf einem dieser beiden Durchmesser vom Mittelpnnct der Fläche sich ent- 
fernt, and reducirt sich auf einen Punct , wenn dieser Mittelpunct mit dem Endpuncte eines dieser 
beiden Durchmesser susammenrällt. Die vier auf diese Weise bestimmten Puncte, heissen die Krels- 
pancte der Fläche: sie bilden den Uebergang von den reellen zu imaginären Durchschnitts- 
Kreisen. Ihre Entfernung vom Mittclpaiicte der Fläche ist 3, ihre Coordinaten bei den vier mUg- 
lichen Zeichen-ZosammensteUungen: 



7 = 0, x=±otW' 



C-5^) 



t=±r^ 






(17) 



Um die Kreiaschnitte eines Ellipsoids, dessen drei Axen gegeben sind, zu constrairen, brauchen 
wir nur, nach dem Vorstehenden, in der Ebene der grössten und der kleinsten Axe um den Mittel- 
punct einen Kreis zu beschreiben mit einem Radius, der der halben mittlem Axe gleich ist. Dieser Kreis 
schneidet diejenige Ellipse, welche die beiden erstgenannten Axen auch zu den ihrigen hat, in vier 
Puncten, die sich paarweise durch zwei Durchmesser verbinden lassen. Senkrecht auf der bezcich- 
neten Ebene und parallel mit diesen beiden Durchmessern sind die Kreisschnitt-Ebenen der Fläche. 
Die vier Kreispnncte der Fläche sind diejenigen vier Puncte der eben bestimmten Ellipse, in welchen 
sie von einem Kreise geschnitten wird, der ans demselben Mittelpunete mit einem Radios 3 besehrie- 
ben ist. Um 3 zn erhalten, brauchen wir nur einen Brennpunct derjenigen Ellipse, welche die grOssla 
and mittlere Halb-.Axe den Fläche, a und ß, zu den ihrigen hat (ein solcher Brennpunct liegt auf dar 
grössten Axe), mit dem Endpuncte der kleinsten Axe zu verbinden; die Länge dieser Linie ist als- 
dann gleich 8. Wir konnten auch aus dem Endpuncte der mittlem Axe, als Mittelpunct, in der 
Ebene der grössten and kleinsten Axe, emen Kreis beschreiben, mit einem Radius, der der Entfer- 
nung der Scheitel der letztgenannten beiden Axen gleich ist. Dieser Kreis schneidet alsdann die 
Ellipse mit der grössten und kleinsten Axe in den vier Kreispuncten der Fläche. 



14S. Fär den Fall der beiden Hjperholoide wollen wir ebenfalls an den Bedingungen (13) fest- 
halten. £t das Hyperboloid ein sweischaliges, wo alsdann und j* negative M>rthe erhalten und 
wir ß, und 7 , (ür — 1 und 7 — 1 schreiben wollen*), so gehen die fraglichen Bedingungen 
in die folgenden Ober: 

> 0 , 7 ,» > ß,K (18) 

Die Qieichung der Fläche ist: 



*) Zum Behuf der BevtiBmung der Dinenfioneo einer hyperbolischen Flieh« bedienen wir uns, nn du Ims> 
m;inire su umgehen, des Ausdrucks N'eben^Aien. Jeder der GrSasc nach Imtginäreo Axe entspricht 
eine reelle Neben*Axe. Di« Quadrate von beiden sind einander gleich, haben aber cnlgegengesetste 
Zeichen. 
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I» 

Ö7' 



= 



(19) 



^as bisher reelle S)fstem deir 'RiideD KreisscluiiU-Ebeoea Cl2) wird aber imaginiür und muss mit dem 
folgenden vertausebt werden: 



<») 



(«») 



Diese Gleiebong Ittset sich in die folgenden beiden auf: 

— + — |.x± Ll.y = 0, 

welche zwei reelle Ebenen darstellen, die, in der grSssem Neben-Axe (S^,) sieh schneidend, anf der 
Ebene der reellen Axe nnd der kleinem Neben-Axe senkrecht stehen. Die Durchschnitts-Kreise selbst 
aber sind imaginär, weil ihr Radius oder — 1 imaginär ist. Jene reellen Schnitt-Ebenen be- 
gegnen der Fläche also nicht, woraus zngleich folgt, dass die beiden ihnen zogeordneten Durch- 
messer, deren Gleichungen 



z = 0, 






= 0 , 

Pf 



(«) 



die Fläche in reellen Pnncten schneiden. Die vier Kreispiincte der Fläche, die in der Ebene der 
reellen Axe und der kleineren Neben-Axe liegen, sind also reell; für ihre Coordinaten- Werthe 
finden wir: 



z = 0, x=±aK 





j — 4. a 


W + ?,V’ 





(«) 



Für die Entfernung dieser Puncte vom Mittelpuncte der Fläche, oder mit andern M'orten, für die 
Länge desjenigen Ilalb-Durchmessers der in dem eben bezeichneten Hanptschnitte liegenden Hyperbel, 
dessen zngeordneter y 1^ — 1 ist, ergibt sich, ähnlich wie froher: 

( 24 ) 



Um 9 zn construiren, wollen wir durch einen Scheitel der reellen Axe der Fläche, senkrecht 
anf dieser, eine Ebene legen. Diese Ebene, welche die Fläche berührt, schneidet ihren Asymptoten- 
Kcgel in einer reellen Ellipse, deren Halb-Axen y, nnd ß, sind. Die Brennpnncte dieser Ellipse liegen , 

anf der grässern dieser beiden Halb-Axen y„ welche der Axe Z parallel ist. Der .kbstand dieser 
Brennpancte von dem Scheitel der reellen Axe der Fläche ist gleich V\ y,’ — ^,’ti Abiftand vom 
Mittelpuncte der Fläche ist also gleich 3. Um die Kreispuncte eines zwcischaligen Hyperboloids zu 
bestimmen, brauchen wir hiernach nur um den Mittelpunct desselben, in der Ebene der reellen Axe 
nnd der kleineren Neben-.Axe, mit einem Radius 3 einen Kreis zu beschreiben. Dieser Kreis schneidet 
die schon eben bczeichnetc Hyperbel, welche dieselbe Axe und Neben-Axe auch zu den ihrigen hat, 
in vier Puncten, die, weil in Folge der zweiten Bedingung (18) d’ >> a’, nothwendig reell sind. 

Die Kreisschnitt-Ebenen des zweischaligen Hyperboloids sind zugleich auch die Kreissclinitt- 
Ebenen des Asymptoten-Kegels desselben. Diejenige Ebene, welche die Fläche in einem Kreispuncte 
berührt, schneidet den Kegel in einem Kreise, dessen Radius der halben grüssera Neben-Axe gleich . 
ist. Sind zwei nicht parallele Kreisschnitte des Kegels bekannt , so schneiden diejenigen beiden 
Durchmesser desselben, welche durch den Mittelpunct dieser Kreisschnitte gehen, die Flächen in den 



I 



I 



a 
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#- 

Tiw KreüpuDctcn. Dim btideii DarishineaiM' (ind dar gtometriwli« Ort für die Kreisptiaetc aller 
swetai^aligea Hjrperboloide, welche denaelbeD Aa^mploten-Kegel haben. 

143. FBr das einschalige Hyperboloid wollen wir die folgende Gleiehnng 




(tS) 



nehmen, und in Uebcreinslimmung mit (13) 

«’ > 

t^zen. Dann erhallen wir für das System der beiden reellen Kreisschnitt-Ebenen die Gleichung; 




oder aa%|lBBel: 




and für die Gleichungen derjenige« beiden Durchmesser, welche der geometrische Ort für die Mittel- 
puncte der Kreisschnitte sind: 



1 = 0, + ■ (88) 

r 

Die Kreisschnitt-Ebenen C27) schneiden sich in der grüssem reellen Axe der Fläche und sieben also 
anf der Ebene der kleinem reellen Axe und der N’eben-Axe senkrecht. Wir können sie am einfach- 
sten construiren, wenn wir ihre Durchschnittslinien mit dieser Ebene bestimmen. Zn diesem Ende 
beschreiben wir in dieser letztem aus dem Mittclpuncte der Fläche mit einem Radius gleich a einen 
Kreis. Dieser Kreis schneidet die DurchschnilU-IIyperbel in derselben Ebene in vier Puncten, welche 
nothwendig reell sind, weil die reelle Halb-Axc dieser Hyperbel gleich ß, und also der Yorans- 
setznng nach kleiner als a ist. Diejenigen beiden Durchmesser, welche diese vier Puncte, paarweise 
genommen, Terbinden, sind die gesuchten beiden Durchschniltslinien. 

Da die beiden Ebenen (Zf) dos einschalige Hyperboloid in reellen Kreisen schneiden (der Ra- 
dius dieser Kreise ist gleich a), so folgt, dass die beiden zugeordneten Dnrehmesser (88) der Fläche 
nicht begegnen. Das einschalige Hyperboloid hat keine reellen Kreispuiicte. 

144. Eine Kegelfläche ist als ein einschaliges oder zweisehaliges Hyperboloid zu betrachten, 
dessen Axen verschwinden, aber bis zum Verschwinden ein bestimmtes Verhältniss behalten. Stellen 
wir dieselbe durch die folgende Gleichung dar: 




so können wir, indem wir aus derselben einen geraden elliptischen Kegel schneiden, die Halb- Axen 
der Basis durch ß, und y, (wir nehmen letztere für die grössere) und die Höhe desselben durch a 
bezeichnen. Dann bleiben (81) die Gleichungen der durch den Mittelpunct desselben gehenden Kreis- 
schnitt-Ebenen , in welchen der Kreis sich auf einen Punct reducirt, nnd (83) die Gleichungen der 
diesen Kreissehnitt-Ebdnen zugeordnetcii Durchmesser. Diese liegen in deo(jenigen Haaptschnilte tien 
Kegels, welcher die kleinere Axe der Basis enthält; senkrecht auf diesem Hauptscbnilte stehen die 
KrSisschnitt-Ebenen, deren zwei in der grössera Axe der Basis sich schneiden. 
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14&. Aach die Dieetueioii dee Faliea eines elliptischen Psrabololds können wir aas den 
Vorstehenden anmiuelbar ableilen, wenn wir uns dasselbe als aus einem EUipsoid dadurch hervor* 
Kep^angen denken , dass a, ß und 7 onendlich gross geworden sind, sogleich aber berScksichligen, 
dass a von derselben Ordnung ist, als ß* und 7 *. Wenn wir zu diesem Ende den Anfangspunct 
der Coordinaten in einen Scheitel der grössten Ase des EUipsoid» (10) verlegen, so wird die Qlei* 
chung desselben: 

4-Z!a.£l - 

a’ p* 7' a 

Für den Fall des Paraboloids und fdr Puncte desselben, die nicht anendlich weit liegen, verschwin- 
det das erste Glied dieser Gleichung gegen die übrigen, so dass die Gleichung dieser Fliehe die 
fulgendc, auf ihren Ursprang hinweisende. Form annimmt: 



y* z’ 2t 

-T’ 






die wir such, indem wir 



= P. 






setien, wo p und q adie halben Parameter der beiden Hauptachnitte bedeuten, auf folgende Weise 
schreiben können: 



— = 2x. 

P q 



eSO) 



Hiernach verwandelt sich ferner, um die Richtung der Kreisschnitc-Ebenen Dir das elliptische Para- 
bolold zu bestimmen, die Gleichung (12) in die folgende: 






(31) 






wo wir ^auch durch das V’crhältniss der beiden Halb-Axen-Quadrate irgend einer Durchschnitts-Ellipse, 

P 

deren Ebene auf der Ate des Paraboloids senkrecht steht, so wie durch — ersetzen können- Oie 

1 

durch den Scheitel der Flüche gehenden Kreisschnitt-Ebenen sind hiernach: 

± P'lp — q|.z = 0 . (32) 

Ebenso ergibt sich, in Folge der Gleichungen (17), für die Kreispnncte des Paraboloids, deren An- 
zahl sich auf zwei reducirt: 

mithin : 



y = 0, s = ilq — pl, z=±»^Ip-qlq. 

Die beiden Krelspuncle liegen also in demjenigen der beiden Haoptschnilte, dessen Parameter der klei- 
nere ist, und sind in demselben unmittelbar bestimmt, weil ihr x der halben Entfernung der beiden 
Brennpuncte der Hauptschnilte von einander gleich ist. 
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• Eia hjrperbalisches Poraboloid liat Qberbaopt keine elliptischen Dorchschnitts-Curven, insbesondere 
•Iso auch keine Kreissehnitte. 

Bei einer RolationsflHche Tallen die beiden Kreisponcte paarweise in die Scheitel der Rolaüons- 
Axe sosammen. 






S-a 

Vollständige Dlncnsslen der Flächen zweiter dasse. 
Richtung und CJrSsso Ihrer Axen. 

« 

146. Ein Plan-Coordinaten System, das, was die Leichtigkeit der Entwicklungen betriOI, dem 
gewöhnlichen Systeme der Parallel -Coordinaten durchaus nicht nachsteht, ist das am Ende der 7. 
Kummer der einleitenden Betrachtungen entwickelte. Wir wollen, indem wir dieses System zu 
Grande legen: 

At^+A'u’ + A"v’ + 2B"tu + SB'tv + 2Buv + 8Ctw + SC'uw + *C"rw + Dw> = I’ = 0 (I) 

für die allgemeine Gleichung der Fldchen zweiter Classe nehmen. Zur Construction der drei Coor- 
dinaten-Werthe einer Ebene sind hier wieder drei Coordinaten -,\xen X, Y und Z, von denen wir 
vuraolhetzen wollen, dass sie auf einander senkrecht stehen, gegeben und die drei Coordinaten- W'erthc 

und ^ ^ bedeuten die reciproken W'erthe derjenigen Segmente, welche die be- 

niigliche Ebene von diesen drm Azen abschneidet. Irgend ein Pnnet (z', y, x') ist alsdann durch 
die folgende Gleichung gegeben: 

w -1- z'v -1- t'u 4- x't = 0. 

Wenn wir die drei Coordioaten-Axen, parallel mit sich selbst, verschieben, so dass der Dureh- 
schpittspunct der drei neuen Axen in irgend einen Punct (z', v', xO mit, so brauchen wir bloss, 
während t, u und v unverändert bleiben, w mit 

(w — z'v — y'n — x't) 

SB vertauschen. Oie Gleichung der Fläche (1) geht hiernach in die folgende Ober: 

^t»-f^'u' + .4"v>-f-2E"tu-l-2a'lv + 2Äuv.l-2Ctw-l-2C“uw-f2C"vw-f flw» = 0, ( 2 ) 

indem wir, der Kürze wegen, 

A — 2Cx' +Dx'> = 

A' -2C'jr' +Dj" = ^', 

A"— 2C"z'4-Dz'» = A", 

B — C'z'— C"j'-f-Dy'z' = B, 

B' — Cz' — C"x'-|-Dx'z' = B<, 

B"— Cjr'— C'x' -fDx'j' = B", 

C— Dx' = C, C'— Dj' = £y, C"-Dz' s C", 

D = D, 

netzen. Um die neue Gleichung zu vereinfachen, können wir verschiedene Annahmen über die Lage 
des neuen Anlongspnnäes der Coordinaten machen. 




I 
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147. Wir wolleD zavSrder«! * » , 

C C' C" 

= D’ ^ = D> ■' = D" 

setzen; dann ergibt sich, wenn wir zugleich auf die Bezeichnnng der 10. Kammer ROeksicht nehmen: 

/ID = AD— C> = Y, A'D = A'D— C'» s Y, , J"D = A"D— C"* = Y.j , 

BD = BD— C'C"s B'D, = B'D— CC" = B"D = B"D — CC' = 

die Gleichung (8) geht hiernach in die folgende Ober: 

Yt^ + V,u» + >>»+»’Pji‘u + 2'Pji‘'’ + 2?’3o“'+D’w* = 0. (4) 

Die Form dieser Gleichung — nach welcher beliebig angenommenen W'erthen von t, u und v, das 
heisst, einer beliebigen Richtung der umhüllenden Ebene, zwei gleiche und entgegengesetze Werthe 
von w entsprechen — zeigt, dass die bezügliche Fläche den neuen AnCangspunct zum Miltelpuncte 
hat. Auf das ursprüngliche Axen-Svstem bezogen, sind also die durch die Gleichungen (3) be- 
stimmten Werthe für x', )' und z' die Coordinaten des Mittelpunctes der Fläche (1) und dis 
Gleichung dieses Mittelpunctes ist: 

Dw-i-C"T-l-C'a-HCt = = 0.») (5) 



r *3 MUtcIpunct einer Flache xvreiter Claiue bl der Pol einer aaeadlieh weit liegenden Ebene (t 0, 
u == 0, T == 0), die eine bcalimmte Richtung verloren hat, wonach sich luunittelbar Mine Gleichnag C^) 
und aus dieser die Coordinaten deeoelben ergeben. Ebenso erhalte« wir für di« Pole der drei «reprüngUcheii 
Coordinaten-Ebenen YZ, XZ und XY, denen bcnQglicb w =i 0, ii = 0, v = 0; w = 0^ I s 0, v = 0 
und w:::0, trrO, u = 0 eutspreebea^ die folgenden drei Gleicbungeo: 




oder wenn wir entwickeln: 





At -f-B"u-|-B'r -t-Cw = 0, 
B"t -1- A'u -1- Bv -1- C'w = 0, 
B't-l-Bu -|-A"v-|-C"w = 0. 



BneichBen wir diere drei Pole bexüglicli dureb (ii, yi, xi), (n, yr, x,) und (i,, yi, x,), lo kouiail; 



A 


B" 


B' 


»I — c » 


Ti — C > 


*1 — c‘» 


B" 


A' 


B 


** — C' * 


b« 

II 


*1 — g>; 


B' 


B 


A" 


c"* 


T> — c"’ 


*1 — 


Selsen wir, unbeocbndel der Allgea 


eiubeit, P =: 1, *o 


erhalten wir aus den vorstehenden Aojdriickea 



und xux den Gleichungen (3) die folgende Conftonlen-Bextiminung der xllgcmeinen Gleichung: 



C = x', C' = y', C" = z', 

A == x'x„ A' = fy„ A" = z'z,, 

B» = x'y, = y'x„ B' = x'z, = z'z,, B = j'z, = z'y,. 
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W*on iDsbcsondere 



D = 0, 



so rückt der iMitlelpanct nach einer Richtung, welche durch die Doppel-Gleichung 

x' >' t‘ 

c = «0 

• T 

gegeben ist, unendlich weit. Die Fläche zweiter Classe gehl alsdann ih ein Paraboloid über nnd 
die durch vorstehende Doppel-Gleichung, in der ^'oraussetzung, dass x', y‘ und z' als veränderliche 
Grässen betrachtet werden, dargestelltc gerade Linie ist ein Durchmesser desselben. 

148. l'ni die I.age einer Fläche im Raume so bestimmen, ist es zunächst erforderlich, dass 
wir die I-agc eines Punctes, der zu derselben in einer ausschliesslichen Beziehung steht, kennen. 
Für den Fall der Flächen mit einem Mitlelpancle, ist dieser für diesen Zweck der geeigneteste Panct, 
für den Fall der Paraboluide, wo der Mitlelpunct unendlich weit gerückt ist, klinnen wir den Scheitel 
der Fläche nehmen und gleich hier schon die Lage desselben bestimmen. Denn dieser Scheitel ist 
der BerUhrungspunet auf dcrjenigA Tangential -Ebene der Fläche, welche auf der gemeinsamen 
Durchmeaser - Richtung , die wir eben bestimmt haben, senkrecht steht. Die fragliche Tangential- 
Ebene ist also der durch folgende Gleichung dargesteliten Ebene 

Cx -h C'y -f C"z = 0 
paralleL Es sei demnach ihre Glühung 

Cx-l-C'j •fC"z-f-J, = 0, 

wo X noch zu bestinmen übrig bleibt. Die vier Coordinaten der Ebene sind hiernach: . 



t = C, u = C', V = C", w = X, 



und wenn wir diese Coordinaten-Werthe in die Gleichung der Flüche , die, indem wir bloss D s 0 
setzea, in die folgende übergeht: 

At»-t-A'u»-f A"v’-f *B"tu-|-aB'tv+2Bov-f8Ctw-l-8C'uw-f 2C"vw = T = 0, 



cinselzen, so ergibt sich zur Bestimmung vou X: 



X 



- 1 - 



AC‘ -f- A'C'» -f A"C"' -f 8B"CC' + 8B'CC" -I- 8BCC" 



(7) 



oder auch, wenn wir berücksichtigen, dass D verschwindet, in Folge der drei leiztcD identischen Gleichun- 
gen ni der 10. Nummer 



X = 






|A-i-A'-l-A"-i- 



I 



Der Berührnngspunct auf der fraglichen Tangential -Ebene hat (Einleitende Betrachtungen, 23) 
folgende Gleichung: 



wobei wir , nach der Dincreolialion , in den nmklammcrten partiellen Diflereiitial - CoefScienten 
für die vier \ crändcriichcn ' bezüglich C, C', C" und X einsetzen. Dann ist ferner, wenn wir die 
drei Coordinaten des fraglichen Punclea x„, y, und nennen: 
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© 


© 


/dr\ 

\dv/ 


©' 


~ /dry 
Vd«; 





( 8 ) 



£Dl\rickeln wir, so kominl: 



= AC + B"C'+B'C"+C?., 
= B"C+A'C' + BC"+Ca, 
= B'C + BC' + A"C" + C"X, 



’ \ivj 



Cs + C'i + C"’. 



Endlich linden wir Tür die Axe des Paraboloids, als desjenigen Durchmessers, welcher durch 
den Scheitel desselben geht, die folgenden beiden, in eine einzige zusapimcngezogene Gleichang: 

X — Xo )— .Vo * — z» 



C" 



(9) 



149. M enn die sechs ersten Glieder der Gleichung (4) sictoin zwei Factoren des ersten Grades 
aullüsen lassen, was unter fulgcnder Bedingungs-Gleichung Statt findet: 

YY.Y,-Y(>F„)‘-Y,(>P,.)*-Y,('J>„)»+2'P,,'P3i’Pse = D’O* = 0, (10) 

und also fordert, das '!> verschwinde — so treten in dieser Gleichung statt der drei VerSnderiiehen 
1, u uud V zwei lineare Functionen derselben in Eridenz und folglich stellt dann diese Gleichang, 
so wie auch die allgemeine Gleichung (1), eine ebene Curve zweiter Classe mit einem IMittelpuncte 
dar. Für die Coordinaten derjenigen Ebene, in welcher diese Curve liegt, bestehen, indem wir 
wiederum die allgemeine Gleichung (1) zn Grunde legen, gleichzeitig die folg^den vier Gleichungen : 



dr 



= 0 , 



dr 



= 0 , 



dl” 

dv “ 



dr 



= 0 . 



dt ’’ du ’ dv ’ dw 

Aus den drei ersten erhallen wir sogleich, nach Analogie frfiherer Entwickelungen (S Nummer): 



t 

w 






n 

w 



e. 



1 — ^ 



e.’ 



also für die Gleichung dieser Ebene in Punct-Coordinaten : 

^oj-x-f-A,,.j+A3j.z + ©3 = 0. 

Die Mittclpnncts-Coordinaten behalten ihre bisherigen Werthe: 

/ _ C ^ _ C' , _ C" 

X — Q. ^~D’ *”D’ 

und geben, in die vorstehende Gleichung eingesetzt, 

CA„ + C'A,,+C"A„— D©3 = 0: 
eine Bedingungs Gieichung, welche dem Verschwinden von d> entspricht. 



(il) 



(I*) 



(13) 
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Ja Btchdam die beiden Foctoren, die, nneb dem Vorstebeaden ^ den secKs ersten Gliedern der 
Gleicbnng (4) entsprechen, reeil oder Imaginär and demnach die Ausdrücke 

YY,-CP,,p = D©., Y,Y,-(<F,o)^sD0, (U) 

negativ oder positiv sind, ist die Fläche eine H>perbel oder eine Ellipse. Den L'cbergang zwi- 
schen beiden bildet ein System von zwei Puncten, ein Fall der dadurch angezeigt wird, dass 

0 = 0 , © 1 = 0 , 0 , = 0 . 

Dann lässt sich die Gleichung (4) in die folgenden beiden Gleichungen ersten Grades auflüsen: 

1 V Y,-f-v P' — Y.^ ± Dw = 0. (15) 

Die beiden dargestellten Punctc sind reell oder imaginär, je nachdem 

Y, Y,, Y, 

negativ oder positiv sind. Ihnen entsprechen, indem wir den hlittelpunct znm Anfangspuncte nehmen, 
die Coordinaten- Werthe: 



x= ± y-Y y ^-y,. 

D ’ D 

mithin bei der ursprünglichen Loge des Anfangspunctes : 

_ C±t'-Y . _ C'±P'-Y,’ 

* D — ’ ^ i) ' 



D 



c"± y-y. 



(16) 



Wenn die beiden Puncte Zusammenfällen sollen, so müssen die CoeOicienten der sechs ersten 
Glieder der Gleichung (4) verschwinden: 



Y = 0, Y, = 0, Y^ = 0, = 0, V,, = 0, = 0, 

und dann sind die bisherigen Coordinaten des Mittelpunetcs die Coordinaten der zusammenfallenden 
Puncte selbst. 

150. Es bleibt noch übrig, in demjenigen Falle, wo die Fläche in eine Parabel ausartet, die 
Loge dieser Curve au bestimmen. Der erste Theil .der Gleichung (10) ist hier, in Folge davon, 
dass D verschwindet, identisch gleich Null. Für die Ebene der Parabel erhalten wir aber Immer 
noch, wie in dem Falle, dass die Curve, in welche die Fläche aasgeartet ist, einen Mitteipnnet hat, 
unverändert die Gleichung (18) und die Bedüigungs-Gleichnng (13), welche dem Verschwinden von d>, 
wodurch neben dem Verschwinden von D der fragliche Fall chacacterisirt wird, entspricht, verwan- 
delt sieh in die folgende: 

CA„-|-C'A„-f-C"A.„ = 0. (17) 

Die Durchmesser-Richtung der Parabel ist durch die Doppel -Gleichung (6) auch hier bestimmt, so 
wie es such die Coordinaten ihres Scheitels durch die Gleichungen (8) sind. 

Wenn endlich auch noch die Parabel in ein System von zwei Puncten ausartet, von welchen 
einer alsdann nach bestimmter Richtung unendlich weit liegt, so werden dnreh das Verschwinden von 
D die ersten Theile der Gleichungen (14) identisch gleich Null. Die Gleichungen (16) geben für die 
Coordinaten eines der beiden gegebenen Puncte unendlich grosse Werths und zeigen zugleich, dass 
die Richtung nach welcher dieser Punct unendlich weit liegt , durch die folgende Doppel - Gleichung 
gegeben ist: 



X y z 




sa • 



< 
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während die Conrdinaten des andern Punctea : 

C— ^^C‘ — AD C'— — A'D C"— 

X— P , y= g , I = g , 

durch das Verschwinden von D, unter der unbestimmten Form £ sich daratellen. Verfahren wir 
nach bekannter \Veise, so erhalten wir für die wahren M'erthe dieser Coordinaten: 

_ A _ A' A" 

* ~§C’ ^ ~2C'’ * ""«C"* 

151. Wenn ans der Gleichung (2) durch das Verschwinden von A das mit ft behaftete Glied 

anslällt, so entspricht gegebenen M erthen von — und — nur ein einziger Werth von — , weil der 

w V w 

andere unendlich gross wird : die Ebene VZ ist alsdann eine Tangential-Ebene der Fläche. Auf gleiche 
Weise wird , wenn A‘ und A" verschwinden , die Fläche von den Coordinaten • Ebenen XZ und YZ 
berührt. Bestimmen wir also den neuen Anfangspunct so, dass gleichzeitig 

A sA — 2C i' + üx'i=0, 

A' = A' — 2C' j' + Gy" = 0, (18) 

A" = A" — 2 C" x‘ + Dz' i = 0, 

so wird die, nun durch die folgende Gleichung 

2fi"tu + 2Ä'tv + 2ÄUV + 2Ctw + 2C'uw + 2C"vw + /)>w ' = 0 (19) 

dargestellte Fläche gleichzeitig von der drei Coordinaten -Ebenen berührt. Die Gleichungen (18) 
bestimmen die acht Winkelpiincte eines der Fläche umschriebenen rechtwinkeligcn Parallclepipeds. 

Wenn insbesondere die Fläche ein Paraboloid ist, so reduciren sich die Gleichungen (18), dem 
entsprechend, dass es jedesmal nur eine Tangential. Ebene gibt, die einer gegebenen Ebene parallel 
ist, auf den ersten Grad und geben 

_ A _ A' _ 

' ~ ic' ^ ~ 2C“'’ * “ 2C"' 

• 

Wir erhöhen hier also nur einen einzigen Punct, in welchem drei den Coordinaten -Ebenen parallele 
Tangential -Ebenen der Fläche sich schneiden. Oie Gleichungen einer Ebene, die auf der Durch- 
messer - Richtung des Paraboloids senkrecht steht, ist nach der 118. Kummer im Allgemeinen die 
folgende : 

Cx -f C'y -f- C"z 4- X' = 0 

und wenn diese Ebene durch den eben bestimmten Punct gehen soll, kommt insbesondere 

V = - • (A-f A'-fA"). 

ln der eben angezugenen Kummer haben wir die Tangential-Ebene im Scheitel der Fläche hestimmt, 
für den Abstand der beiden Ebenen von einander ergibt sich ; 

^ _ , e-f e, + «e _ 

152. Indem wir wieder die allgemeine Gleichung 

At'-f-A'u»-H.A"¥» + 2B"lu-l-2B'tv+2Buv4-2Ctw-|-2C'aw-|-2C"vw-f-Dw» ~ T = 0 (1) 

zu Grunde legen , wollen wir xuvOrderst diejenigen Flächen zweiter Classe betrachten , die einen 
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Mittelpunct haben, nntl, in Geoiüsshcit der Gleichung C't) äer 147. Nummer, 

^ 1 « 4 -yl'u’ + + + T- 8/fuv — 

für die allgemeine Gleichung solcher Flächen nehmen, wobei wir, der Kürze «egen, 



Y 


Y, 






D t ~ 




V 

— _i? = R" 

Dt ~ ’ 


D t — " » 


D« 



(2) 



(3) 



setzen, und dann zunächst an diese Gleichungs-Form die Bestimmung der Richtung und 
der Grilsse der Axen einer gegebenen Fläche knüpfen. 

Wir wollen hierbei von der Anschaunng ausgehen, dass, wenn wir eine .Schnitt-F.benc durch 
den Mittelpunct legen, der Pol dieser Kbene nach bes^mniter Richtung unendlich weit liegt, und 
dass, wenn diese Richtung auf der Schnitt-Kbenc senkrecht steht, diese ein Hauptschnitt der 
Flüche zweiter Classe ist. 

Die Gleichung der Schnitt-Ebene in gewöhnlichen Coordinalen sei : 

t'x-fu'v-f v'z = 0, (4) 



wonach die beiden Gleichungen einer auf derselben im Anfangspunctc senkrechten geraden Linie 
die folgenden sind; 





(ä) 



Für die Gleichung des Poles der Schnitt-Ebene erhalten wir, indem wir berücksichtigen, dass 
die Coordinaten dieser letztem 

t = t', u = n', v = v', w = 0, 

' sogleich die folgende: "* 

C/ll'-fJ!"u'-t-B'vO» + (ß"‘' + ^'“' + Äv)u-f-(Ä't'-f /1 "t0v = 0. 



Dieser Pol liegt, weil in seiner Gleichung w fehlt, unendlich weit; die Richtung nach welcher 
er unendlich weil liegt, muss also mit der Richtung der Linie (ö) zusammcnfallen, wenn die 
Gleichung (4) einen Hanptschnitt der Fläche darstcllen soll. Diess 6ndct Statt, wenn 





+ Ä'v' 


t' 


Ä«t'-|-^'«'+^fv' u' 




ß‘i' + Ba‘ + A"y' ^ 


7 ’ 


B'i' + B\x' + A‘‘y' ~ X' 


oder. 


nach Fortschalfung der Nenner: 








/ t' n' 


)- 






‘ f i* u' 

(B".-+A' . ~+B 

\ ▼ X' 


)- 


/ t' u' N u' ^ 

(jf'. + = 


Diese 


Gleichungen stimmen genau mit 


den 


Qleichungeu (5) der 103. Nummer überein, >»'cnii 



* wir rdr ^ und ^bezüglich a und b setzen, und geben also immer drei reelle Werthen -Paare für 
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— and—, wie die letzt^nannlcn Gleichnngen flir a und b. Setzen wir nach einander jedes der 

y/ y< 

drei reellen M'crthcn-Paare in die Gleichung (4) , so slelll diese die drei Hauplschnilte der Fliehe dar. 

153. Wenn wir einen Ilauplschnilt der Fläche kennen, so ist es leicht die Länge der ihm zn- 
geordneten Halb-Axe, die wir r nennen wollen, zn finden. Sie ist der kürzeste Abstand des 
Mittelpunctes von einer der beiden diesem Hauptschnitte parallelen Tangential -Ebenen der Fläche. 
Zur Bestimmung solcher Tangential-Ebenen brauchen wir bloss in die Gleichung der Fläche, der 
wir folgende Form geben wollen 






für — und — die auf den Hauptschnitt sich beziehenden M'ertbe cinzusetzen , wo alsdann die ent- 

T V 

sprechenden Werthe von — die von den fraglichen Tangential-Ebenen auf der Axe Z abge- 
Bchnitlenen Segmente bedeuten. Das Quadrat dieser Segmente ist offenbar gleich 






und hiernach ergibt sich; 



U' 

Diese Gleichung geht wiederum, wenn wir — und — mit a und b und Uberdiess r * mit a* 

vertauschen in die Gleichung (3) der 111. \nmmer über. Wenn w ir sie daher mit den Gleichnngen 
(6) verbinden, um a und b zn eliminiren, so können wir uns allen analytischen Entwickelungen 
iiberbeben und erhalten, den Gleichungen [4) (3) und (6) der zuletzt angezogenen \ummer ent- 
sprechend, sogleich die folgenden: 

J?'t'-f-fiu'-f-(/l"-r')v'' =0, I 

JS'V + Äv'-f (/!'— r2)u<’ = 0, I (7) 

+ + — r’)t" = 0; 1 



iA - r») {A‘- r’) r’) — J? » (.4 — Ä''’(^"-r’)-f2ÄÄ' J?» = 0, (8) 

r» - -H/f'+id'O r*+ I iAA' — »''^) + iAA"-B‘^) +CA‘A" — Ä«) [ r"- 

— ]AA‘A‘*—AB*—A'B'‘—A“B"t+2BB'B‘'i = 0. (9) 



Aus den beiden letzten Gleichungen (8^ und (9) ist ersichtlich, dass die Bestimmung der 
Qiiadrattr^er drei Halb-.4xen gerade ebenso von den Coefficienten der Gleichung (S) abhängt, als 
die Bestimmung der reciproken Werthe dieser Quadrate von den Coefficienten der entsprechenden 
Gleichung (1) der 111. Nummer, in der die Punct-Coordinaten x, v, z an die Stelle der Plan-Coordinaten 

(v). (^). (i) 

treten. Hieraus folgt, dass auch — so lange nemlich die Fläche auf ihren Mittelpunct als Anfangs- • 
punct der Coordinaten bezogen ist — dieselben Bedingungen zwischen den Coefficienten der Flächcn- 
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Gleichnng ausdrücken, ob die Axen reell oder imaginär sind, oder mit andern Worten, ob die 
Fläche ein reelles oder imaginäres Ellipsoid, oder ein 'ein- oder zwcischaligcs Hyperboloid ist. 
Wenn durch das Verschwinden des letzten Gliedes der Gleichung (9) eine M'nrzel gleich Null 
wird, so wird auch eine Axe gleich Null, während unter der entsprechenden Bedingung früher eine 
Axe unendlich gross wurde. Dann geht die Fläche in eine ebene Curvc mit einem Mittelpnncte 
über und die Quadrate der beiden Halb-Axen dieser Curvc sind durch die folgende quadratische 
Gleichung gegeben: 

r* — (.1 -f A'-h A") r^ + j +AA"—B‘^) -f CA‘A"—B^) i = 0. (10) 

Liegt die Cnrve in der Ebene XY, so geht ihre Gleichung durch das Verschwinden von A", 
Jt und B' in die folgende Uber: 

Ai'^-VA'a^-\-iB"\n = w», 

wobei wir von der dritten Dimension ganz absehen können, und erhalten dann zur Bestimmung 
d'er beiden Halb-Axen-Quadrate die Gleichung: 

r* — (A-hA')r^ + (AA'—B"^) = 0. (10a) 

154. Endlich bleiben auch die Bedingungen, unter welchen zwei oder drei Wurzeln der 
Gleichung (9) einander gleich sind und mithin die Flache eine Rotations-Fläche ist, identisch die- 
selben als früher. Es ist nemlich, wenn wir die halbe Länge der Umdrchiings-.Axe durch r und 
den Radius der Aequatorial-Curvc durch p bezeichnen : 



B<B‘' 

A—g- = A‘. 



BB" 






, . BB" BB‘ 

A-h ji, + — A‘+ 



B‘R" . BB‘ 



B 



+ i;7=^"+ 



B‘B" BB" 
B B> 



B'B" , BB" BB' „ , 

B B‘^ B" *’ ■ 



(H) 

( 18 ) 

(13) 



Wenn die Fläche ein Ellipsoid ist, so ist dasselbe, je nachdem der Werth für (r ‘ — p '^) positiv 
oder negativ ist ein verlängertes oder abgeplattetes Sphäroid: also umgekehrt wie früher, weil an 
die Stelle der Halb-Axen ihre reciproken M erthe getreten sind. 

Um die Richtung der Rotations-Axe zu bestimmen, wenden wir uns zu den Gleichungen (6) 
zurück, welche in diesem Falle, nach .'Vnologie der 130. Nummer einen gemeinschaftlichen Factor 
von der Form : 






haben müssen, was uns dann wiederum zu den beiden Bedingungs-Gleichungen, unter welchen die 
Fläche eine Rotations-Fläche ist, zurückführt. Abgesehen von diesem Factor, erhalten wir alsdann 

t' B" u' B" 



und wenn wir diese Werthe in die Gleichungen (4) und (5) einsetzen: 





(14) 






Digitized by Google 






200 Flächen zweiter Ordnung und zweiter Claase. 

• 

für die Qlcichang des vollkommen bestimmten Heiiptschnittes, in welehem der Aei|iiatorial- Kreis 
liegt und 

Xx = = B"t (15) 

für die Doppel-Gleichung der Kotations-Axe. 

Für die Coordinatcn der Aequatorial-Ebene erhalten wir unmittelbar: 




u 



1 

ß‘' 




(16) 



und um die Rolations-Axc in Plan-Coordinaten ausziidrückcn, die beiden Gleichungen : 



j+|; + ir, = o, w = o. (17) 

Jede Kbene deren Cuurdinalen diese Gleichungen befriedigen, ist ein durch die Hotations-Axe 
gehender Hauptschuitt. , 

155. Die bisher Statt gefundene I cbereinstimmung in der doppelten Coordinaten-Annahme hiirt 
auf, «enn die Fläche der zweiten Classe nicht mehr auf ihren .Mlttelpunct als Anfangspunct der 
Coordinatcn bezogen wird, i.egen wir die, an die Spitze dieses Paragraphen gestellte, allgemeine 
Gleichung zu Grunde, so verwandeln sich in Folge der Gleichungen (3) die Gleichungen (6), wo- 
durch die Richtung der drei Axen bc.sUmmt wird, in die folgenden beiden: 




Wenn die Fläche insbesondere eine Rotations-Fläche sein soll, so geht die Doppel-Bedingung 
(II) in die folgende über: 



’Pt. 



= Y. 



’I'so 

Für die Aeguatorial-Ebene ergibt sich die Gleichung: 



Y *.0*5, 

»j. * 'Psz 



und für die Rotations-Axe : 
156. Wir haben: 



^4-— = 0, 
m * nj 1 ® * 

^J1 ^34 



¥,o.x = >p3,.y = Wjj.z. 



A+ A‘ + A» = ~ 



(18) 



(60) 

(81) 



ferner mit Berücksichtigung der identischen Gleichnngen IV. der 10. Nummer: 



AA' — B“^ 



YY. - OPyg)" 

D* 



D‘’ 



AA" — B'‘ 



YY,-(W„)« 

D* 



b*’ 



s, » , Y.Y, -(«„)* 0 

AA -B g- = 
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rohfciti 



(AA' — B"‘) + (AA"— B' 0 + CA'A"-ß>) 



Endlich iil, mit BerQckBichlignng der 4. idcolischen Gleichang VIII, a der 10. Nummer 



A"B"'+2BB'B' 



Hiernach geht die Gleichung (9) deren drei Wurzeln immer reell und gleich den Quadraten der 
drei Halh-.Axen sind, bezogen auf die ursprüngliche Gleichung (I), in die folgende über: 



r‘ + (Y+Y,+Y,) 



137. Wir kUnnen an die Discussion der vorstehenden Gleichung (22) zurSrderst die Unter- 
scheidung der verschiedenen Falle von Flächen zweiter Classe, die einen Mittelpunet haben, an- 
kniipfcn. Wenn 

'h > 0, (23) 

so sind die drei, immer reellen Wurzeln dieser Gleichung entweder alle drei negativ oder zwei 
derselben sind positiv während die dritte negativ ist: die Fläche selbst ist alsdann entweder imaginär 
oder ein einschaliges Hvperboloid. Krsteres findet Statt, wenn gleichzeitig 

Y-fY,-fY,>0, D;©-|-©.-1-0.,| >0: (24) 

Bedingungen, welche sich in die folgenden ' ' 

Y > 0, Y. > 0, Y, > 0, 

und darin' auflösen, dass 9, ©,, 9.^ unter sich und mit D im /.eichen Ubereinstimmen.*) Wenn 
neben der Bedingung (23) nicht gleichzeitig beide Bedingungen (24) befriedigt werden, so ist die 
Fläche ein einschaliges Hvperboloid. 

^^enn 

<1> < 0, (25) 

so sind die drei M urzeln entweder alle drei positiv oder zwei sind negativ, während die dritte 
positiv ist. Dem entsprechend ist die Fläche entweder ein KIlipsoid oder ein zweischaliges 
Hyperboloid. Im Fa^e des ElUpaoids besteben gleichzeitig die beiden Bedingungen: 

Y+Y,-|-Yi<ü, D(Ö-f0,+©,)>O, (26) 

welche sieh dahin auflSsen, dass Y, Y, und Y', negativ sind und 0, 0, und 0„ unter sich und 



*) In Folge Ser Irlilen der beiden Bedingnnzm (24) ist neck den drei teuten idemiechen Gleicliungta IV: 

YY,-|-YYi-+-Y,Y,>0, 

Mcb und bicrntch mit Ber&duichliKitnj^ der ersten dieser Bediagiingen, dass weni^eiw Birei dei 
drei Attsdniclie X, Yi« Yt peiiliv «iodo (113, Note.) AI»o itiaoien Mch dea drei leUlen identUchei 
GIcicbuDgea IX in K«l|ce von (S3) die Ausdrüclie 6, 0i, 6] nnter mich im Zeichen überein, lUa lacl 
■ut D. IVB«b IV und der er»leo BedinpiBg (34) eiod hiemacb Y, Yt, Yr «ÜBinUicli posiUr. 
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nih O im Zeichen Qbcrcinstimmcn. *) Venn diese Bedingungen nicht gleichzeitig erflillt werden, 
so bt die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid. 

158. Wenn insbesondere 

1> = », (27) 

so stellt, dem Verschwinden einer Wurzel entsprechend, die allgemeine Gkdehung (1) eine ebene 
Curve dar, deren Axen durch folgende Gleichung gegeben sind: , 



+ 



(Y-HY.+Y,) 

D* 



r’ + 



(e+e,+e,) 

i>i 



= 0 . 



(28) 



M'enn 

0(0+0, +©,)<(), 

eine Bedingung, die sich nach den drei letzten identischen Gleichungen IX dahin audfiset, dass &, 
0, und unter sich gleiches aber mit D entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die beiden 
Holb-.Vxen-Quadrate entgegengesetzte Zeichen und die ebene Curve bt eine Hyperbel. 

Wenn 

D(0+0,+0,)>O, 

so sind die Holb-Axen-Qnadrate beide positiv oder beide negativ und dem entsprechend ist die ebene 
Curve eine reelle oder imaginäre Ellipse, je nachdeni: 

Y+Y,+Y,<0 oder Y+Y, + Yj>0. 

Dann stimmen die Ausdräcke 0, 0, und 0.j unter sich und mit D im Zeichen Ubereiu, während 
Y, Y, und Yj in dem einen Falle sämmtlich negativ, in dem andern sämmtlich positiv sind. 

Wenn 

«• = 0, 

0 = 0 , 0 ,= 0 , 0 , = 0 , 

so artet die ebene Curve in ein System von zwei Puncten aus, deren halbe Entfemnng durch 
die folgende Gleichnng: s 

rJ+(Y+\, + Y,) ^ = ü 

bestimmt wird, und die reell oder imaginär sind, je nachdem 



Ya<0, 

Yz>0, 

Y, = 0. 



Y<0, 

oder Y > 0, 

und die zusammenfallen, wenn 

Y = 0, 

159. Wenn 

D = 0, 

so werden die drei Aicn der Fläche, die alsdann in ein Parabyloid übergeht, unendlich gross, 
aber die Ordnung des Unendlichgrossen bt nicht dieselbe, was ein Blick auf die Gleichung 



Y.<0, 

Y.>0, 

Y. = 0, 



(29) 



1b Folg^ der xweitea der beiUen Bediofiingen (26) ergibt uch o«eh IV 

YY,+YY,+YY,>0 

woDicbj weon wir lugleicb die erste der gcDsniiten Bedingungen berOcksieblifcen, wenigstens twei der 
drei Ausdrücke Yi^ Ya negstiv siiid. Nach IX slimmen hiemacb Q, @i nnd 0i voter ücli und also 
Mcb mit D überein, tueb IV sind dann cadlicb Y, T« und Y« aaiitAlUcb negativ. 
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r« + r4+ t = 0 

«■ -r jjj -r jj, .r -r 

unmittelbar seigt. Für die grilaste Wurzel dieser Gleichung erhalten wir aut der Stelle : 

Y+Y. + Y, 



ü‘ 
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(») 

(30) 



(31) 



und dann, mit Vernachla.seigung dieser Wurzel, zur Bestimmung der beiden übrigen, die folgende 
quadratische Gleichung in 

(y+y.+y,)p 4+(e+©.+e,) Y+p = o. 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung, die nolhwendig reell sind, haben entgegengesetzte Zeichen, 
und dann ist die Fliehe ein hyperbolisches Paraboloid, wenn 

<P > 0; 

denn nach den identischen Gleichungen I der 10. Nummer ist: 

Y+Y,+Yj = - (Ci+C'^+C"«), 

also immer negativ. Wenn 

d> < 0, 

so stimmen die beiden Wurzeln im Zeichen überein, wonach die Fliehe ein elliptisches Parabo- 
-loid ist. Wenn wir die letzte Gleichung berücksichtigen, und die Wurzeln der Gleichung (31) durch 
p't tmd p"* bezeichnen, ergibt sich: 

+ P — c*+C'4+C"* ’ D ’ 

«t. 1 

P'^P" — ‘ D*’ 

C'>+C'’‘+C"» 

' ~ D» ’ 

und hiernach, wenn wir die halben Parameter der beiden HauptschniUc des Paraboloids p' und p" 

p»« p'fi 

nennen, für diese — und , folglich 



p/ + p/«_ Q4-Q. + Qj 

P ~ (C4-i-C'i+C"0 ’A* 



^ (C + C"-f-C"0‘’ 

so dass wir zur Bestimmung von p' und p" die nachstehende quadratische Gleichung erhalten: 
, 04-0, + 0., d> 

MV» — 



(38) 

(33) 

(34) 



(C+C'»+C"04/» ■ (Ci+O^+C"*)’ 

Wenn <1* 0, so haben die beiden halben Parameter entgegengesetzte Zeichen, die Parabeln 

in den beiden Hauptsehnitten Offnen sich nach entgegengesetzter Richtung und das Paraboloid ist 
ein hyperbolisches. Als besonderer Fall gebürt hierher, dass 

04-0, + ©, = 0, 
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dann sind die beiden Parameter, abgesehen vom Zeichen, einander gleich. Das hyperbolische Para- 
boloid heisst alsdann ein gleichseitiges. 

Die beiden AVurzeln der vorstehenden Gleichnng sind einander gleich, wenn 
(0+e^+0j)*+4(Ci+C'^ + C"') 4» = 0. 

Dann ist die Fläche ein elliptisches Kotations-Paraboloid, für dessen hall^ Parameter wir 

_ 

^ ~ C ‘+C"+C^ 

erhalten. 

Wenn endlich 

•• 

<I> = 0, 0 + 0.+0J = 0, s 

so werden zwei Aren gleich Null, während die dritte nnendlieh gross bleibt. Die Parabel geht in 
ein System zweier Puncle über, von welchen einer nach gegebener Richtung 
nnendlieh weit liegt. 

160. Die CoefScienten der Gleichung 



r‘ + 



y+ Y, + Y, e-t-Q .4-0 



t ‘t’ 

'■■^ + 05 = 0. 



(«) 



D* ■■ D’ 

deren drei Wurzeln die Halh-Axen-Quadraie der durch die allgemeine Gleichnng 

r = 0 (1) 

dargestellten Fläche sind, bleiben unverändert dieselben, wie wir auch die I.age dieser Fläche gegen 
die Coordinaten-.Axen ändern mOgen, eine Lagen-Aenderung, die sich in eine parallele Verschiebung 
der Fläche und eine Drehung derselben um den .Anfungspunct auQOscn lässt. Bringen wir die Fläche 
in eine solche I.agc, dass ihr Mittelpunct mit dem Anfangspuncte zusamnienfällt, so können wir, 
indem die Gleichung der Fläche in die folgende übergeht: 

.4t*+^'u»+j4"v'+*J?"tu+8Ä'tv+8fiuv = w% (8) 

die Gleichung (88) nnicr der folgenden einfacheren Form schreiben : 

r« — iA+A'+A"}r* + (AA‘'—E‘‘^+(A‘A"—£*}]r^ 

— (AA'A"—AJ!^—A'B'^—A"ß"^+Sß£'B") = 0. (9) 



Ks bedeuten aber A, A', A" die Quadrate derjenigen Perpendikel die, vom Mittelpuncte der 
Fläche ans, auf diejenigen Tangential-Kbenen, die den drei Coordinaten-Ebenen parallel sind, ge- 
fällt werden können. Die Summe dieser Quadrate ist also, da wir voraussetzen, dass die Coordinaten- 
Ebenen auf einander senkrecht stehen, gleich dem Quadrate des Abstandes des Durehschnittspnnctes 
dreier solcher Tangential-Ebenen vom Mittelpnocte der Fläche. Da hiernach der .Ausdruck 



A-hA'+A" ~ — 



Y^,+Y, 

D^ 



bei jeder Drehnng der Fläche um ihren Mittelpunct zunstant bleibt, so ist der nachstehende Satz 
bewiesen. 

Der geometrische Ort für solche körperliche Ecken, welche von drei belie- 
bigen paarweise auf einander senkrechten Tangential-Ebenen einer gegebenen 
Fläche der zweiten Classe gebildet werden, ist eine Kugel, deren Radius der 
Quadratwurzel aus der Summe der drei Halbaxen-Quadrate der Fläche gleich ist. 
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' , W'enn A lUr sich coostant Ul, so ist es aach (^A'+A"). Diese Bedingung «ird erniilt, wenii 

die CoordiDatcD-Ebene YZ ihre Ricblung behält, während die beiden anderen Coordinaten-Ebenea 
eine beliebige Lage erhalten. Dann ergibt sich der Satz, dass die Durchschnills Linie zweier auf 
einander senkrechten Ebenen, dir sirh so bewegen, dass sie in allen ihren Lagen eine gegebene 
• Fläche zweiter Classe mit einem Millcipuncle berühren, einei^ geraden C.vlinder mit kreisfiirmigcr 
Basis beschreiben. Wenn insbesondere A = 0, so ist die durch den Miticipunct gehende Cuordinaten- * 

* Ebene YZ selbst eine Tangential-Ebene der Fläche und also zugleich eine Tangential-Ebene des 
As;rmptotcn-Kegels, Die Fläche ist also ein Hyperboloid und der Radius des beschriebenen 
Cylinders gleich der Quadrat-Wurzel aus der Summe der Quadrate der drei Ualb-.\zen. s 

Zwei Ebenen, die einen Kegel in geraden Linien berühren, bilden einen W inkel, dessen Grösse 
sich (oder 0) um so mehr onnäherl, je näher diese Berührungs-Linien einander rücken. Aber 
nicht jedesmal lässt sich demselben eine rechtwinklige Kante umschreiben; es gibt im .Allgemeinen 
ein maximum der Fintfernung des Durchschnitts-Winkel der beiden Berührungs-Ebenen von :r 
(oderO). Ist für dieses maximum der fragliche Darchschnills- W inkel y' (oder<C4^), das heisst, 
wird, indem wir aus der unbegrenzten Kegelfläche einen geraden Kegel mit elliptischer Basis ab- 
nchuciden, die kleinere .Axc dieser Basis von der Spitze aus unter einem Winkel gesehen, der 
grösser ist als ein rechter — so lässt sich keine rechtwinklige Kante der KegelOäche umschreiben. 

Also auch nur in dem entgegengesetzten Falle, wo dicss möglich ist, können wir annehmen, dass 
gleichzeitig A = 0 und A‘ = 0, wonach A" constant wird. W enn man also senkrecht auf der 
Durchschnitts-Linie irgend zweier auf einander senkrechter Tongential-Ebcncn des .Asymptolen- 
Kegels eine Tangential-Ebene an das Hyperboloid legt, so Ut der .Abstand einer suiciten Tangential- 
Ebene vom Mittelpunclo constant. Wenn insbesondere auch A" — 0, und also auch die Qtiadrat- 
• Summe der drei Halb-.Axen-Quadratc gleich Mull ist, so verschw indet der fragliche Abstand, und auch 
. die dritte Coordinalen-Ebene, berührt, indem sie durch den Millelpunct gehl, den .Asymplotcn-Kcgel. 

W ir haben hiermit zugleich den Salz bewiesen, dass wenn sich einem Kegel zweiter Ordnung über- 
haupt eine rechtwinklige Ecke umschreiben lässt, sich demselben solcher Ecken unendlich viele um- 
schreiben lassen, in der Art, dass jede durch die Spitze des Kegels gehende Ebene, welche auf . , 

zwei auf einander senkrechten Tangential-Ebenen senkrecht steht, ebenfalls den Kegel berührt. 

Der allgemeine Satz dieser Nummer behält seine volle Geltung, auch dann, wenn an die Steile 
der Fläche eine ebene Curvc zweiter Classe tritt. ' * 

Der geometrische Ort für solche Ecken, die von drei paarweise auf einander 
senkrechtenEbenen, die fort während eine Curvc zweiter Classe berühren, ge- 
bildet werden, ist eine Kugel, deren Radius gle i^ Ist der Quadrat-W urzel aus 
der Summe der beiden Halb- Axcn-Quadrale und^deren Mi ttclp un ct m-it dem 
Mittelpuncle der Curve zu sammen fäll t. 

Es kann auch noch die ebene Curve in ein System von zwei Piinclcn übergehen und dann eine ' 

- körperliche Ecke gebildet werden, indem zwei der drei Tangential-Ebenen und also auch ihre 
Durchschnitts-Linie (die Vbrigens eine ganz beliebige sein kann) durch den einen l’unct gehen, 
während die dritte Tangential-Ebene, die auf dieser Durchschnitts-Linie senkrecht ist, durch den 
anderen Punct geht. Dann kommt also der Satz darauf hinaus, dass, wenn man, von einem festen 
Puncic aus, auf Ebenen, dio durch einen zweiten festen Punct gehen, Perpendikel fällt, der Fusspunct 
dieser Perpendikel eine Kugel ist, welche die Verbindungs-Linie der beiden festen Puncic zu einem 
‘ ihrer Durchmesser hat. 
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161. Analoge SKlze gibt es auch für den Fall der parabolischen Flächen. Dra diese in 
erhalten, wollen wir an die Stelle der Gleichung (88) die Gleichung (34) setzen, deren Wurzeln, . • 

in dem Falle der genannten Flächen, die halben Parameter der beiden Hauptschnitte sind. So lange 
die Fläche dieselbe bleibt und nur ihre Lage gegen die Coordinaten-Axen sich ändert, behält der 
Coefücient des zweiten Gliedes • 

, ■ e+ 0 ,+ 0 , , • 

~ (C‘+C'»+C''«)’/s ' • ‘ ’ 

denselben Wciib, Indem er immer, wenn wir sein /.eichen ändern, der Summe der beiden halben ' 

Parameter gleich ist. Diesem .Ausdrucke sind wir bereits schon in der 151. Nummer begegnet. 

Wenn wir nemlich um das Paraboloid eine rechtwinklige kSrpcrlicho F.ckc beschreiben, die von 
drei den Coordinaten-Kbenen parallelen Ebenen gebildet wird, so erhalten wir den Abstand dieser 
Ecke von der Tangential-Ebene im .Scheitel der Fläche gleich der Hälfte des vorstehenden Aus- 
drucks. Dieser Abstand bleibt also constant bei einer beliebigen Drehung des Coordinalen-Systems, 
und somit ist der folgende Satz bewiesen. 

Der geometrische Ort für die Scheitel rechtwinkliger körperlicher Ecken, 
die einem gegebenen, elliptischen oder hyperbolischen, Paraboloide um- 
schriebensind, ist eine Ebene, die der Tangen tial- E b en e im Scheitel parallel 
ist und von dieser, auf entgegengesetzter Seite, doppelt so weit absteht, als 
die Mitte zwischen d en beiden auf der Axe der Fläche li egende n D rennpnncte 
der H aup ts chni tte. 

Für den Fall des R o ta t i ons - Par ab 0 1 oids steht diese Ebene doppelt so weit von dem 
Scheitel ab, als die Polar-Ebene des Brennpunctes der Fläche; Für den Fall des gleichseitigen 
hyperbolischen Paraboloids, das durch die Bedingungs-Gleichung 

0-1-©, -f0., = 0 

cbaracterisirt ist. Fallt diese Ebene mit der Tangential-Ebene im Scheitel zusammen. Wenn endlich 
die Fläche in eine Parabel ausartet, so geht die fragliche Ebene durch die Directrix dieser Parabel 
und steht auf der Ebene derselben senkrecht. 

168. Zur Veranschaulichung Füge ich noch einige Bemerkungen hinzu. Eine körperliche Ecke, 
die überhaupt einer Fläche zweiter Ordnung und Classe umschrieben ist, ist zugleich auch einem 
Kegel umschrieben, der seinerseits der Fläche umschrieben ist. Wenn die körperliche Ecke eine 
rechtwinklige ist, so gibt cs unendlich viele solcher Ecken mit demselben Scheitel, die alle dem 
Kegel und also auch der Fläche Umtrieben sind, in der Art, dass jeder Punct der Kugel-Ober- 
fläche, die wir in der vorigen Nui||facr als geometrischen Ort für die, der Fläche umschriebenen, 
rechtwinkligen körperlichen Ecken erhallen haben, der Scheitel von unendlich vielen solchen 
Ecken ist, I.egen wir durch irgend einen Punct dieser Kugel-Oberfläche irgend eine Tangential- 
Ebene an die Fläche, so gibt es immer zwei andere durch denselben Punct gehende Tangential- 
Ebenen, die auf der ersten senkrecht stehen und auch einander rechtwinklig durchsebneiden. Die 
fragliche Kugel-Oberfläche ist hiernach zugleich auch der geometrische *Ort für die Mittelpnnete 
solcher Kegel, denen überhaupt rechtwinklige körperliche Ecken sich einschreiben lassen, ln dem 
Falle des Ellipsoids entspricht jedem Puncte der Kugel-Oberfläche ein reeller Kegel mit nnetld- 
lich vielen umschriebenen rechtwinkligen Ecken ; ebenso in dem Falle des z weischaligen Hyper- 
boloids. ln diesem letztem Falle wird die Kugel-Oberfläche durch den Asvmptoten-Kegal 
in drei Zonen getheilt. Bezeichnen wir diejenigen beiden Pnncte, in welchen dieselbe von der 
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reellen ^xc der Fläche grschnillen wird, als ihre Pole, so xiclien sich um die beiden Pule zwei, 
im Allgemeinen, durch Linien doppelter Krümmung umschlossenen Zonen, denen Kegel eutspreeben, 
welche die näher liegende Schale der Fläche in einer Ellipse berühren. Die drille Zone liegt zu 
beiden Seilen des Aeqnalors und ihr entsprechen Kegel, welche beide Schalen in einer Ihperbel 
berühren. Diejenigen Kegel, deren Miltelpuncte auf der Durchschnitts-Curve der Kiigel-Oberflächc 
und des As^mptoten-Kegels liegen, berühren die nöherliegendo Schale in einer Parabel. Wenn 
die Fläche ein e i n sch a li ges U} p er boluid ist, so sind zwei Fälle r.n niiterseheiden. W ir wollen 
die grüsscre reelle Halb-.Lxe a, die kleinere (1 und die halbe Neben-.^xe (=1 nennen 

und überhaupt voraussetzen, dass die Kugel-Oberfläche reell ist, was 

> r"* 

fordert Die Kugel-Obcriläehc schneidet entweder die Fläche oder schneidet sie nicht Ini letztem 
Falle ist ihr Radius kleiner als die kleinere reelle Axe, oder was hieriiiil gleichbedeutend ist: 

< 7’- 



Der Asvmptuten-Kegcl iheilt hier wiederum die Kugel-Oberfläche in drei Zonen und wenn wir hier 
die Neben-Axe als die Axe der Kugel betrachten, so erhallen' wir dieselbe Reslimmung wie eben 
über Kegel, die die Fläche in Ellipsen, flvpcrbeln und Parabeln berühren, wodurch zugleich auch 
ein Unterschied Uber die Art gegeben ist, wie die entsprechenden rechtwinkligen Ecken von dem 
zwei- oder cinschaligcn Hyperboloide berührt werden. Wenn der Radius der Kugel grösser ist 
als die kleinere reelle Axe und demnach 

> 7 '’, 



so wird das einschalige Hyperboloid von der Kugel geschnitten, und die Durchschnitls-Curve be- 
zeUbnet auf der Kugel-Oberfläche die Grunze zwischen Puncten die die Miticipuncle reeller und die 
Minelpuncte imaginärer Kegel sind. Für einen Punct der fraglichen Durchschnilts-Curve artet der 
entsprechende Kegel in ein System von zwei zusammenfallendcn Ebenen aus, dem eine einzige 
körperliche Ecke zugehört. Die Berührungs-Ebene ist die eine der, diese Ecke bildenden. Ebenen, 
die beiden andern (ebenfalls als Tangcnlial-Ebcnen des au.sgcarleten Kegels zu betrachten) schneiden 
sich in der Normalen. Die beiden durch diese Normale gehenden Tangential- Ebenen der Fläche 
müssen sich also rechtwinklig schneiden, oder, mit andern Worten, die beiden in dem Diirchschniiis- 
puncte von Kugel and Hyperboloid sich schneidenden beiden Erzeugenden des letztem sichen auf 
einander senkrecht. Beiläufig ist also der folgende Salz bewiesen. 

Der geometrische Ort für die Scheitel der einem gegebenen eitischaligcii 
Hyperboloid aufgeschriebenen rechten Winkel, ist die Durchs chnilts- Cu r vc 
dieser Fläche nnd einer Kugel, derenRadius-Quadrat der Summe der drei Halb- 
Aien-Quadrate — 7 ''^) gleich ist. 

Wenn 

a« = 

BO reducirt sich die Dnrcbschnitts-Curve anf einen Punct. Sie besteht aus zwei Theilen, wenn 

„z ;> yl/, p < y-l, 

die in den Scheiteln der grüssern Axe zusammenstossen, wenn 

p = 
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und sich wieder in anderem Sinne trennen, wenn | ‘ ^ 

ui > > /i. 

Der Ort für die Mittelpiincte imaginärer Kegel bildet einen Theil der Acquatorül-Zone der Kugel 
: und liegt dem Aequalor am nächsten. 

Wenn das Hsperboluid eine Ko tntioiia- Fläche ist, so wird es von der fraglichen Kugel in 
zwei gleichen parallelen kreisen geschnitten, die, im Falle des gleichseitigen Uotations-Hvperbo- 
luids, mit dem Kreise des Hauptschnittes zusammcnntllen. 

In dem Falle der beiden Paraboloide artet die Kugel-Oberfläche in eine Ebene aus, welche, 
wenn das Parabuloid ein hvperboiisches ist, dieses in einer Hvperbel «chneidet. Diese Hvperbel 
ist der geometrische Ort für die Scheitel der, der Fläche aufgeschriebenen, 
rechten M inkel. ln dem Falle des gleichseitigen h v pcrbolischcn Paraboloids fällt die frag- 
liche Ebene mit der Tangential-Ebene im Scheitel desselben zusammen, und ist mithin auch eine 
gemeinsame Tangential-Ebene aller entsprechenden Kegel. Durch jede gerade Linie, welche anf 
dieser Tangential-Ebene senkrecht steht, mit andern Worten durch jeden Durchmesser der Fläche, 
lassen sich also zwei auf einander senkrechte Tangential-Ebenen an dieselbe legen. Wir erhalten 
diese Tangential-Ebenen, wenn wir, einerseits durch den Durchmesser und andrerseits durch die, 
in Diirchschnittspuncte der Fläche und des Durchmessers sich schneidenden, beiden Erzeugenden 
zwei Ebenen legen. Und somit kommt das erhaltene Resultat darauf hinaus, dass die Linien der 
beiden Erzeugungen eines I’arabuloides überhaupt zweien gegebenen Ebenen parallel sind , die auf 
der Tangential-Ebene im Scheitel der Fläche senkrecht stehen, so dass die Prujeetionen dieser 
I.inien in der letztgenannten Ebene mit einander einen constanten W inkel bilden, der in dem Falle 
des gleichseitigen Paraboloids ein rechter ist. 

W enn die Fläche in eine ebene Curve ansartel, so ist insbesondere die Ebene der Curve 
selbst als eine Tangential-Ebene derselben anzuschen, und somit erhallen wir den bekannten Satz 
der Pbiuimelric, dass der geometrische Ort für die Scheitel rechter Winkel, die einem gegeblien 
Kegelschnitte umschrieben sind, ein Kreis ist, der, wenn der Kegelschnitt in eine Parabel sich ver- 
wandelt, in die Directrix derselben übergeht. 

163. Um den .Ausdruck 



geometrisch zu deuten, brauchen wir bloss in der allgemeinen (lleichung (8) 



zu setzen, wonach wir für diejenigen Tangential-£bcnen der Fläche, die auf der Ebene XY senk- 
recht stehen, die Gleichung 

zIt>-f,d'u»4-2Ä'Tn = w» 

erhalten. Diese Gleichung stellt, in Aerbindiing mit der vorhergehenden, denjenigen der Eläche 
iimsehriebenen Cvliiider dar, welcher auf der Ebene XY senkrecht steht oder auch, allein für sich, 
wobei w ir von der dritten Dimension ganz abstrabiren können, die Projeetion der gegebenen Fläche auf 
die genannte Coordinaten-Ebene. Die identischen Ausdrücke (3ä) bedeuten also, in Gemässheit der 
Gleichung ( lOaj, das Product der beiden Halb-.Axen-ünadrate dieser Projeetion. Ebenso bedenten 

und y die Pruduete der beiden Halb-.Axen-Onadratc der Projeetion der Fläche anf die Ebenen 

XZ und YX< Da für eine gegebene Fläche der Coefücient des dritten Gliedes der Qlcichnng (9) 
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oder (22) nnverändert bleibt, «clcbc Laf;e die gegebene FUdie gegen die Coordinaten-Axen aaeb 
haben mag, so ergibt sich hiernach der folgende ^tz. 

Die Quadrat-Summe der drei Projections-Flächen eines gegebenen Elli- 
psoids auf Irgend drei auf einander senkrechte Ebenen ist constant. 

Die Modificationen dieses Salzes, wenn an die Stelle des RIlipsoids eines der beiden Hjper- 
boloide teilt, ergeben sich leicht. Für den Kall des zwciscbaligen Hyperboloids ist die Projcction 
ein /cellcr Kegelschnitt und dann immer eine Hyperbel, nenn derjenige Durchmesser der Flüche, 
n'cichcr auf der Projeclions-Ebenc senkrecht steht, ausserhalb des As,yfflploten-Kcgcls liegt Für 
den Fall des einschaligcn Hyperboloids ist die Projection reell und dann nolhnendig eine Ellipse, 
nenn derjenige Durchmesser, welcher auf der Projeclions-Ebene senkrecht steht, innerhalb des 
Asymploten-Kegels liegt. Wenn also in dem Falle des einschaligcn Hyperboloids innerhalb des 
Asymploten-Kegels rechtwinkliche Ecken sich legen lassen, so behält der vorstehende Satz seine 
unmittelbare Geltung. Wenn die Projeclions-Ebene auf irgend einer Seile des Asymptoten-Kegela 
senkrecht steht, so verschwindet die Fläche der Projection. Nimmt man, wenn es Oberhaupt mSglich 
ist, irgend zwei solche Setten des Kegels, die auf einander senkrecht stehen, fOr die Axen Y und 

e 

Z, so wird durch das Vcrschyvinden von 0j und ©, der .Ausdruck — constant. Die Projection 

• 

eines gegebenen Hyperboloids auf jede Durchmesser-Ebene, die den Asy mploten-Kegel in einem 
rechten Winkel schneidet, hat einen constanten Flüchen-Inholt. Auch dieser ist insbesondere gleicli 
Null, wenn sich eine rechtwinklige körperliche Ecke in den .\symptoten-Kcgcl beschreiben lässt. 
Die auf diese Weise particularisirte Fläche w ird durch die folgende Bedingungs-Gleichung charakterisirt: 

© i -|- 0,-|-0 — 0 . 

V 

164. Das Product der drei Halb-Axcn-Qnadrate der Fläche ist gleich dem, mit entgegenge- 
setztem Zeichen genommenen, letzten Glieds der Gleichung (22), nemlich gleich 



D,“ D*Y, ' 



(36) 



In eine geometrische Discussion dieses Ausdrucks wallen wir hier nicht näher eingehen, und ver- 
weisen in dieser Beziehung auf die analogen Erörterungen des 6. Paragraphen (116). Nur eins 
Bemerkung wollen wir an die Form des vorstehenden Ausdrucks noch anknOpfen. Es bedeuten 



Y 



D»’ 



^ I ^ s 



die Quadrate derjenigen Perpendikel, die, vom MittelpUDCte der Fläche 



ans, auf diejenigen Tangential-Ebenen derselben, welche den willkShrlich angenommenen, auf ein- 
ander senkrechten, Coordinaten-Ebenen parallel sind, gefällt werden können, wonach 




(37) 



das Quadrat des achten Theiles des Inhaltes desjenigen Parallclepipeds ist. dessen Seitcn-Flächen 
den Coordinaten-Ebenen parallel sind, so wie J* das Quadrat des achten Theiles des Inhalts des- 
jenigen Parallclepipeds ist, dessen Seilen-Flächen den drei Hauptschnilten parallel sind. Es ist in 
Folge von (36); 

(-Y,)D+j‘ = ee.-(A.,)*<©e,, (38) 



ferner, in Folge der drei letzten identischen Gleichungen IV : 



*7 
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Flächen zweiter Ordnong nnd zweiter Clasae. 



- iY.Yi-( y»o)*l ^ YY.(Y,)» _ 

' — Dl Dl ~ 

-Y, = (-Y.) DiJ'i. 



( 39 ) 



Bei dieeen Schlnssfol^n ist Torausgesctzt, dass die Werthe van 0 nnd 0, im Zeichen Oberein- 
sümmen und dass Y, nnd Y, sSrnmllich negative Werthe haben, was fDr den Fall des EUl- 
psoids immer Statt findet. Stellen wir hiernach die Ausdrücke (38) und (39) zusammen, so eif^bt 
sich, nach Hinweglassung des positiven Factors ( — Y.j) D^: 

Ji < J'i. 

Es ist hiermit bewiesen, dass unter allen, einem gegebenen Ellipsoide umschriebenen, 
rechtwinkligen Parallelepipedcn dasjenige das kleinste ist, dessen Seiten* 
Ebenen den drei Hanptschnitten parallel sind. 

Hieraus folgt weiter, dass das grösste Ellipsoid, welches einem gegebenen Paral- 
lelepiped sich einschreiben Usst, dasjenige ist, dessen drei Hanptschnitte den 
Seitenflächen desselben parallel sind, nnd das also diese Seitenflächen in ihren Mittel- 
pnnclen berührt. Denn das Product der drei Axen dieses EUipsoids ist dem Inhalte des gegebene^ 
Parallelepipeds gleich nnd das Product der drei Axen jedes andern eingeschriebenen EUipsoids 
nach dem eben bewiesenen Satze kleiner als derselbe. *) 

Da alle rechtwinkligen Parallelepipede, die einem gegebenen Ellipsoid umachrieben, zugleich 
einer Kugel eingeschrieben sind, so ist das grifsste dieser Kugel eingeschriebene Parallelepiped, 
welches, wie bekannt ein Würfel ist, zugleich auch das grösste der Fläche umschriebene. 
Es bieibt nur noch nachzuweisen, dass einem gegebenen Ellipsoide, das wir, in der Voraussetzung 



*) Aaf moinRim- nnd tnijnmum»Sct{\mmiinf;tn der voratebraden Art werden wir noch •otfuhrlicber and 
In ZiuanmenbanKe nnrQckkomineB. Nur benerken wir gleich hier Bclunip dui die Seine de« Texten 
•ogieich in die nedutehenden »ich eeraligeneioem lasien. 

Unter ollen einem gegebenen Ellipfotd nmsehr (ebenen Porollelepipedei^ für welch» 
die Neigung der Seikenriicben gegen einender gegeben ist, hotdosienige (wenn über- 
honpt ein selehes eorbonden ist) den kleinsten Inholt, dessen Seitenflochen dreien 
nugeordneten Durchmesse r*Ebenen perollel sind. 

Von ollen irgend einem gegebenen Porellelepiped eingeschriebenen ElHpioiden 
hot dosjenige den grüssten Inholl, welches drei den Seiten desselben porollele sn* 
geordnete Durchmesser bot 

Wir broneben hierbei nor sa erwogen, dos«, wenn wir die Gleichnag (9) ouf irgend ein odliflf-> 
winklige« Coordinolen^SysIeB beoiehen, in welchen swei der drei Axen den Winkel i etnschlieosen und 
die dritte Axe mit der Ebene dieeer beiden den Winkel d bildet und wir dnon 



oetoeo, die Anodrücke 



YY.Y, 

D* 



= JO, 



J' sine sin J, 




JsintsinJ 



bvBÜglich dcD Inhalt deejenigen ttmachrtcheMn Parntlelcplpndn, dnwwn BeUenSächen den Coerdinaten- 
Ebencn parallel aind, und deajenigen, in welchen dieaea übergebt, wena wir daa Coardinatea-Syeteia an 
drehen, diae ea, nach der Drehaag, mit drei augeerdneten DurchmeMera anaamnenmit, dtnlellca. 
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rechtwinkliger Coordiotlen-Axen, durch folgende Qleichang darstcUen vollen: 

ait»+^>u*+r’V* = V», CdO) 

sich wirklich ein Würfel nmschreibcn lässt. Ein solcher Würfel muss, weil er einer concentrischen 
Kugel, deren lUdios (“*+?’+)'■') «um Quadrate hat, eingeschrieben ist, zugleich einer zweiten 
Kugel umschrieben sein, deren Radius-Quadrat gleich Vh (a* ist, und deren Qleichang 
hiernach 

Vs (t’+us+vs) = w*. (41) 

Um die Richtung der Seiten dc.s Würfels zu bestimmen, müssen wir w'* zwischen den beiden vor- 
stehenden Gleichungen eliminiren; wir finden alsdann 

(*a»— y’) t*+(83>— o^— J-’} u*+ — T» = 0. (48) 

Das System dieser und der folgenden Gleichung 

w = 0 

«teilt einen Kegel dar, als geometrischen Ort, der von allen Ebenen umhüUt wird, die, parallel mit 
den Seitenflächen aller dem Ellipsoid umschriebenen Würfel, durch den Mittelpunkt dieser Fiäeli« 
gehen. Dieser Kegel ist immer reell, denn die Summe der drei Coefficienten von t^ u * und v* 
ist gleich Null, woraus — was die Natur der Sache von Vorne herein verlangt — zugleich folgt, 
dass demselben sich anendlich viele rcchtninklige körperliche Ecken umschreiben lassen. Jeder 
solchen Ecke entspricht ein der Fläche umschriebener Würfel. Für den Fall des Ellipsoida sind die 
unendlich vielen umschriebenen Würfel sümmtlich reell. 

M'enn wir statt des Ellipsoids eines der beiden Hyperboloide betrachten, so gibt es keine um- 
schriebenen Parallelepipede mehr, deren Seitenflächen den drei Hauptschnitten parallel sind; wenn 
es aber umschriebene rechtwinklige Parallelepipede gibt, so haben unter ihnen die M'flrfel immer 
noch den grössten Inhalt. 



S.9- 

Bebtlniniung der Axen ln dem Systeme der Piinct- und Plan- 
Coordinnten bei schtefWlnkllsen Coerdlnaten-Axen. 
Dlscnsslon besonderer Formen. 

165. Bei der Bestimmung eines Systems dreier zugeordneter Durchmesser einer Fläche zweiter 
Classe mit einem Mittelpunctc kommt es, abgesehen von seiner I.age, anf die Länge der drei 
Durchmesser und diejenigen drei Vinkel an, welche dieselben, paarweise genommen, mit einander 
* bilden. Es seien p, <r, t die drei Holb-Durchmesser-Längen und e", e', t die drei fraglichen 
Winkel. Dann geben die Sätze der 119.— 181. Nnmmer, auf deren Beweis in dem Systeme der 
Plan -Coordinnten wir hier nicht mehr znrückkommen wollen, die folgenden drei Retalionen 
zwischen den sechs zu bestimmenden Stücken: 

»• 
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Flächen zweiter Ordnnog and zweiter Classe. 



p’ + a« + T» = 



Y+Y.+Y, 



D» 



p’ o-’sin’ = 



e + e,+e^ 

D> 



pV’x’Ct — cos*« — cosV — cos’£" + 8cos«cbst'cos«"J = — 



( 1 > 



Die vorstehenden Gleicbongen bestimmen unmittelbar die drei Coefficienten der Gleichung (28) 
der 156. Nummer, wenn die langen irgend dreier zugeordneter Durchmesser der Fläche und di« 
von je zwei derselben gebildeten Winkel gegeben sind. Wird also diese Fläche zweiter Ordnung; 
und Glosse in dem Systeme der Punct- und Plan-Coordinaten durch folgende Gleichnng;en d ar- 
gestellt : 

— = 1 
p’ O* T* ’ 

p*t’+l7’u*+T’v* = W*, 



indem wir beidesmal irgend drei zugeordnete Durchmesser derselben zu Coordinaten-Axen nehmen, 
so erhalten wir zur Bestimmung der drei Halb-Axen-Ouadrate die folgende Gleichung des dritten 
Grades: 

-|-(p’o-’sin*«"+p''T*«in’«'+o*x*sin’«)r* 

— p’o-’rt (1 — cos’«— cos*«' — eos*t"+2cos«cos«'eos«")=0. (8^ 

* ^ 

166. Die allgemeine Aufgabe „die GrSsse der Axen einer Fläche zweiter Ord- 
nung und Classe zu bestimmen, wenn dieselbe, bei gegebener Richtung der 
Coordinaten-Axen, durch die allgemeine Gleichung in Punct- oder Plan-Coor- 
dinaten gegeben ist“ haben wir, in der Voraussetzung, dass die Coordinaten-Axen sich unter 
rechten Winkeln schneiden, vollständig in der 111. und 156. Nummer gelüset, und in der Voraus- 
setzung schiefwinkliger Coordinaten-Axen für den besondem Fall, dass diese mit irgend drei zuge- 
ordneten Durchmessern zusammenfallen (165). Um diese Aufgabe bei schiefwinkligen Axen voll- 
ständig zu ISsen ist uns der directe Weg unmittelbar gewiesen, indem wir die frühem Entwicklun- 
gen nur zu verallgemeinern brauchen. 

Legen wir zum Beispiel Punct-Coordinaten zu Grunde, indem wir wieder, jedoch unter der 



•) 



Wenn wir^ wm die AbleUuag der leUten Gleichunf betrifft, Kie io den ODgexogCBen Nnauoem, den- 
jenigen Winkel, welchen der dritte Durchnenner nil der Ebene der beiden ernten bildet, durch i'* und 
denjenigen W'inkel, welcher em ersten Durchmesser, von den beiden Ebenen, die glcicfaKeitig mit diesen 
Dnrebmesser such noch bcsügUch den zweiten und dritten enlhsllen, gebildet werden, durch ^ bczcicluen, 
so ist 



sin 3" 
cos^ 



co8€ — cose'cost'' 
siiM^sine^' 



Wenn wir zwischen den beiden vorstehenden Gleicfanngen i eliminiren, so ergibt sieh nach eiafschCD 
lieductionen : 

(8ln^"8me'0’ = 1 — cos^c — cos**'— co8‘^t''-f“®€Osecose'cose", 
wobei wir in ersten Tbeile sin^'^siot^' such mit sio^^sins' und sin^sini vertsuschen kdnoen. 
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Vorauwetzang, daaa die drei Coordinaten-Axen paarweise genommen mit einander irgend drei ge- 
gebene Winkel e", i' nnd e bilden, von der Gleichung 

Ax« +A j 4+ A"*» -I- *B"xy+8B'xx -|- SB'xz + 8Byz = I 
ausgeben, so nehmen wir wieder den Anfangspunci der Coordinaten in dem MiUelpuncte der FUehe 
an. Dann sind 

X = az, y = bz, (1) 

die Gleichungen irgend eines Durchmessers, nnd wenn wir, der Kürze wegen, 

Aa+ B"b+B' = g, 

B"a + A'b-i-B = h, 

B'a+ Bb-t-A" = k 

setzen, erhalten wir für die Gleichung der zugeordneten Diametral-Ebene: 

gx + hy+kz = a 

Derjenige Durchmesser, weicher auf dieser Ebene senkrecht steht, hat, wenn wir wiederum der 
Kürze wegen 

kfcosecose" — coseO -|- h (cosecose' — cose") + gsin’c 

ksin’t"+h ccost'cost^'— co8t) + g(cosecost" — cost') 

kfcost'cost" — cose)4-hsin ‘^e'+gfcosfcost'— cose") 

k sin^ t"-f- h (cost'cost^'— costj + g (cost cost" — costO 
setzen, die folgenden beiden Gleichungen : 

X = mz, y = nz.*) 

Um also auszudriieken, dass die Gleichungen (I) insbesondere eine der drei Axen der Flüche dar- 
stelien, erhalten wir die Bedingungen 

a = m, b = n, (81 

wodurch die Richtungen der Axen vollkommen bestimmt sind. 

Stelien wir die Axen-Gleichungen (l) mit der Gleichung der Fläche zusammen, und nennen 
die Unge der bezüglichen halben Axe r, so kommt : 

CAnHBb'+A"J+8B"ab+8B'a+8Bb)x» = 1, 
r* = (l+a’+b'+8abeost"+8acose'-|-8bco80 z’> 

nnd hieraus 

(AaHA'b*+A"+8B"ab-i-8B'a+8Bb) r» 

= (l+a*+b*-i-8abcoBc''-f-2aeoSE'+8bcose). 

Wenn wir zwischen dieser Gleichung und den beiden Gleichungen (8) a nnd b eliminiren, so 
ergibt mch die verlangte Gleichung des dritten Grades in r^. 

167. Der am Schlüsse der vorigen Kummer angezeigten Elimination, die, wenn auch nicht 
tmsere Kräfte, doch unsere Geduld übersteigt, können wir uns Oberbeben, und, durch Induction ge- 
Idtet, das Resultat sogleich hinsebreiben, und dann nachweisen, dass es nothwendig das richtige ist. 
Diesen Weg wollen wir bei der Bestimmung der Axen der Fläche sowohl in dem Systeme der 
Fnnct- Coordinaten als auch in dem Systeme der Pian-Coordinaten einschlagen. 

•y Veigl. Magnu S. 32. 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter Clasae. 



£« sei kl«rnae)i, Indem wir zuerst Plan-Coordinaten zu Orunde lagen, 

At»+A'u+>A"v’+*B"‘“+2B'i»+*Buv+»C«w+tC'nw+lC"TW+Dw* = 0 (1) 

die allgemeine Gleiehang der Fläche, bezogen auf Irgend drei gegebene Coordinoten-Azen, eon 
welchen die erste und zweite, die erste und dritte und die zweite and dritte bezüglich die Winkel 
t", e' und e cinschlieasen. Verschieben wir diese Axen parallel mit sieh selbst bis ihr DurchschniU 
mit dem Mittelpuncte der Fläche zusammenfälll, so geht die vorstehende Gleichung, gerade wie in 



der 158. Nummer, indem wir 






Y 


Y, 


Y, 


>f 

III 

I«« 

' IQ 
1 






-wr = ^’ 


^ =5' 
D« ~ ’ 


D» 


setzen, in die folgende über: 


b 




Al'^+A'u^+A" 


v*H-8i?"tu-|-8Ä1v-|-8Änv = w’. 


Wir behaupten, dass alsdann folgende in 


Beziehung auf r* 


cubische Gleichung 



r* — ) ^-t-^'+^"+22t"cose"-i-8B'cose'-{-85cosr I r^ 
j (cose" — coereosf') . 

+ 1 + (_AÄ"—B‘'‘y sinti'— 8(id'Ä'— ÄÄ") Ccosr'— cos t cose'O r’ 

I -f- (A'A" — B^) sin’t — 2(.AB—B'B") (cose— cost'cos t") | 

— QAA‘A"—AB^—A‘B*^—A"B"^+2BB'B"y X 

CI — cos*«— cos’e' — cos*«"4'8®®s ecost'tos «") 

= 0 (3) 

die drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche zu ihren Wurzeln haL Beziehen wir uns auf die ursprüng- 
liche Klächen-GIcichung (1) zurück, so geht diese Gleichung, unter Beibehaltung der Bezeichnung 
der 10. Nummer in die nachstehende über: 

r" -f |Y-l-Y,-t-Y,-f8W„eos«"-f-8«'„cos.'-|-8¥,oeoscl^ 

J0.isin*«"+e,sin’t'-r0sin*c 

r* 

— 8A,jC®®*r — oose'cose")— 2Ajj (cos«' — cosccosc") — 8A,,,(cose"— costcos«') j — 

4> 

-1- — (1— cos*«— cos’«'— cos*f"+8cos(cost'cos«") = 0. C-t) 



Bei diesem Uebergange kommen die in der 15S. Nummer bereits angewandten Substitutionen 
wiederum vor. Ueberdiess ist noch, in Folge der drei letzten identischen Gleichungen VII., der 
10. Nummer, 



AB-B'B" = 




1)4 — 


A‘B'-BB“ = 




D* ~ 


A"B"-BB‘ = 




o 

¥ 

II 



« 

D’ ’ 

D' ’ 

Aq. 
D* ■ 
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Die Gleichangen (3) und Cd) bleiben nnverindert, «enn vir die drei Coordinaten-Axcn mit 
einander Tertauscben. 

Die graannten Gleicbangen, deren Richtigkeit nachzuweisen uns noch obliegt, müssen ihre 
Geltung auch dann behalten, venn die Fliehe zweiter Classe sich particulariürt, und insbesondero 
also auch in dem Falle, dass sie in ein Svsiem von zwei Pnncten ausartet. Alsdann redneirt 
sich die Gleichung C3)« indem zwei der drei WurzcUQuadrale verschwinden, auf: 

T* = A+A'+A"+2B‘'cost“+t)i'eoat‘+tBcose, ( 5 ) 

wobei r die Entfernung jedes der beiden Puncte des Systems von ihrer gemcinschaltlichcn Mitte 
bedeutet. 

Indem wir das Svstem der beiden Puncte, deren Coordinaten wir in dem zu Grunde gelegteil 
Coordinaten-S/steme durch X, j, z und (— x), ( — y), ( — z) bezeichnen wollen, durch die Gleichung 
At»-\-A'a‘^+A"yi + ZB"tu + 2B'iy + 9Bnv = w» 

darstellen, ergibt sich 

A = X*, A‘ = A" = z^, B" = x/, B‘ = xi, B yz, 
wonach die vorstehende Gleichung folgende w ird : 

(xt+yu+zv)* = 1. 

Für den Abstand dieser Puncte vom Anfangspuncte erhält man 

x*+j’+z® + 2 * 1 * 0 *'"+**^ ^ 0 »*'+ 2y zcose : 
in Gebereinstimmung mit der Gleichung C&)' 

Der Coefficient des zweiten Gliedes der Gleichung (3) (und mithin auch der Gleichung (4y) 
ist also, fttr den eben betrachteten besondem Fall, der richtige. Er ist überhaupt der richtige, 
weil er die Coeffieienten der Gleichung (8), die von der zweiten Dimension sind, nur in der ersten 
Potenz enthalten kann, und die Relationen, welche zwischen diesen Coeffieienten bestehen müssen, 
wenn die Fläche in ein System von zweiPuncten ausarten soll, durch die folgenden nicht linearen 
Gleichnngen zwrbcben diesen Coeffieienten 

AB—B'B" = 0, A‘B'-BB" — 0 

ansgedrückt werden, und also die allgemeine Form des fraglichen Coeffieienten nicht modificiren 
können. 

168. Wir wollen ferner particularisircn, indem wir annehmen, dass die Fläche zweiter Classe 
in eine ebene Cnrve, etwa eine Ellipse übergehe. Weil alsdann eines der drei Wurzel-Quadrate 
der Gldchnng (3) verschwindet, geht diese Gleichung, nach Vernachlässigung desselben, in die 
folgende über: 

r« — !^+.4'-f-^"+8Ä"eose"+8Ä'eose'-l-8Pcost[ri 
+ iAA‘—B"''iMH"~tiA"B“—BB'^ (cos."- cos c cos lO 
+ (.<<.^"—2?'*) sin *c' — 2CA'B*—BB") (cos«'— cos « cos«") 

-i- CA'A"—B^')tia*t—HAB—B'B'‘') (cos«— cos «'cos«") 

= 0 . ( 6 ) 
Das Product der beiden Ualb-Axen-Quadnte der ebenen Curve ist also gleich dem letzten, von r< 
unabhängigem, Gliede dieser Glekhuag. Dieses Glied können wir allgemein, indem wir die Neigungs- 
Winkel der Coordiatten-Ebenoi gegen einander durch {, i' und betmehnen, wonach 
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folgvndergcsult sclireiben: 



cos c — cos e‘ tos t“ = sin e' sine^' cos i, 
tost' — cosECOse" = sin e sio <" cos 
cos«" — cos« cose' = sin «sin«' cos 

j0, Bin^«"+0,sin*«'*+0sin‘*e 



2A I j sin «' sin t" cos ^ — 2A„ ^ sin « sin «"cos i ' — 2Ao > sin « sin c' cos^" | 



und für den besondern Fall, den vir belrachlen, wo durch das Verschwinden von in Folge der 
identischen Gleichungen IX. der 10. Nummer: 



A,, =±»''0,0., Aoj = ±»^©j0, A„, = ±»^0.0, 

auch fuigendergestalt: 

j 0jsin’«"4-0,ain*«'+0siu^ « 

^ 2 •''©,0.j. sin «'sin «"cos ^ T 2 •''00J . sin «sin «"cos i' T 9 *^00« . sin «sin «'cos 4" | i , 
oder kurzer : 

I. » + M ' +N ' + 2LMcos^ + 2LNcos^' T 2M.Vco8^", (7) 

indem wir 

sin«" = L, . sin«' s M, . sin« = N, 

D* D» D» 



setzen. Es bedeuten aber hiernach :tL, wM, wN den Fldchen-Inhalt der drei Projectionen der 
Flüche zweiter Classe auf den drei Coordinaten -Ebenen, hier insbesondere den Flächen-lnhalt der 
drei Projectionen der ebenen Curve (Ellipse). Bei diesen Voraussetzungen aber ist der Ausdruck 
(7), wenn wir ihn noch mit mnllipliciren und die obem Zeichen nehmen dem Quadrate des Flüchcn- 
lobaltcs dieser Curve, er selbst also dem Producte der Quadrate ihrer beiden Halb-Axen gleich:*) 



*) Schneiden wir von der durch die drei Coordinaten.Ebenen gebildeten Ecke dnreh eine beliebige Ebene 
rine PrrAmidc ab, deren Ba«i9 uir in dicaer Kbeno anoebmen und durch H bcacichncn wollen, wahrend 
wir den Fliclien-liihall der drei Seiten-Flacben L, M, N nenoen, ae Lat nach bekaoniem Salae: 

Rl = L'-fM»+N'-8LMcos^— 2LNcos4'— 2MNcos^". (a) 

Dieaes Remiltat erj^ibt sieb leicht. Bezeichnen ivir nemlich diejenigen Winkel, welche die Baals der 
Pyramide mit den drei SeitenflZchen derselben bildet bezüglich durch w, w' und w'', so lat: 

H s LcO8b>’f*^lcO8t0'4'^fC0S<>>^^, 

I. = Rcoso+ Mcos^+Ncos^', 

M = Rcosu'+ L cos^ +Ncos^", 

N = Rco8w"+ L cos ^' + N cos(", 

.Miittipliciren %%'ir die erste dieser Gleichungen mit A, und nehmen dsnn ans den folgenden drei Gleichnngn 
die Werthe von Acoao, Hcosa' und Rcos<y' um dieselben in die erste Gleichung einxuaetaen, eo er- 
gibt sich nnnailtelbar die üleicfaung (a}. 

Wir können die Gleichung (a) noch nnler einen allgraeinern Oeaiebtapnnete anffasaen. Wenn wir 
ncmlich parallel mit den Coordinalen-Axen auf die gegenüberliegenden Coordinatea-Ebenea projidren, eo 
sind die SeitenflZchen der Pyramide lg, M und N, die Prcyectiooea der Bam R. Dieae PrejectioMB aber 
behalten denselben Fliehen-Inhall, wenn wir der prejeotirten Klicbe R. irgend eine andere Begrenwii^ 
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Die vorstehende Bestimmaog der Vorzeichen bezieht sich nnr auf die numerischen Werthe von 
A,,, Aoi und Aoi, keinesweges aber auf die Vorzeichen, mit welchen die durch diese Symbole 
vertretenen algebraischen Ausdrücke genommen werden müssen. Das Princip der Symmetrie fordert 
von Vorne herein, dass diese Vorzeichen übereinslimmen müssen, aber nnr ein vorliegender Fall 
kann entscheiden, ob die in der Gleichung (6) genommenen negativen Vorzeichen die richtigen sind 
oder mit den entgegengesetzten vertauscht werden müssen. Wir wollen zu diesem Ende den Fall 
der Kugel nehmen, und diese auf irgend drei beliebige Durchmesser beziehen. Setzen wir Uberdiess 
den Radius der Kugel der Einheit gleich, so ist ihre Gleichung die folgende: 



+ 



sin^d'* sin’d" 



• 8 . 



lucosd" 
siu S sind' 



tv cos 
sind sind" 



— 8 . 



uveos 4 
sind'sind" 



= w’. *) 



Um alsQ die Gleichung (_3) zu entwickeln, haben wir 

1 I 



A = 



»d’ 



A' — 



A" = 



B“ = 



— cos 



ß' = 



sin'd' 

— cos 4' 



sind sind'’ ~ sind sind"’ 
und linden für dieselbe, wenn wir, der Kürze wegen, 

1 8 cos e" cos 4" 8eost'cos4‘ 



sin’d"’ 

B= 



-K-+~ 

sin ■ d sin ’d' 



sin’d" 



sin d sin d' 



sind'sind" 



8cosecos4 



sin d sin d" sind'sind" 



= K 



setzen, nach einigen trigonometrischen Reductionen: 

r« _ Kr« + Kr’ — 1 = 0. 

Um darüber zu entscheiden ob im Coefficienten des dritten Gliedes der Gleichung (3) die drei letzten 
Glieder wirklich das negative Zeichen haben, oder .ob das entgegengesetzte Zeichen das richtige ist, 
setzen wir K der Summe der Producte je zweier der drei Halb-Axen-Quadrate gleich, also gleich 
3; dann kommt: 

. /cos6"cos4" cosf'cos4' cosicos4\ 

cotg’d + cotg-d'-i-colg d" = 8 ( : 

eine Gleichung, die wir nicht weiter* zu verificiren brauchen, weil cs in die Augen springt, dass der 
zweite Theil derselben unmüglich statt des positiven Zeichens das negative haben kann. 



geben, ohne debei ihren Inhelt zu indem, und die Ebene dieser Fliehe, mit eich selbst pmrsllcl, beliebig 
verschieben. Xtiuh diesen Bemerkungen ergibt sich unmiUeJbsr der folj^ende Stiz. 

Wenn wir eine begrinzte ebene FÜche nzcli der Hichtung dreier gegebener Coer- 
dinzCen-Axen zuf die ^e^eituberlie^eiidon Co^rdinzlen-Ebenen projipiren, so ist die 
Qusdrzl-Summe der drei Projectionen weniger der doppelten Producte je zweier 
dieser Projectionen mit dem jedesmaligen Cosinus des von den Ebenen derselben 
gebildeten Winkel multlplicirty gleich dem Qu%drzte der projitlrlen Flzciie. 

*) Die versiebende Gleichung ergibt sich unniiUelbar sus dem Ausdrucke, dem wir io der 172. Nummer be- 
gegnen w'crden, um den Abstand de» Anfangspuncles der Coordinzten von der durch die Gleichung 

• a X + a'j -f" -|- 1 = 0 

dzrgeslelllen Ebene zu beslimacn^ wir brauchen nur diesen Abstand der Einheit gleich zu nehmen und a^ 
t u V 

a' und a'^ bezüglich mit—, — und — zu vertauschen. 
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D«r CoetBdent dca dritten Gliedes der Gleichung (3), so vie der Gleichung (4), ist also, thr 
den fraglichen Fall, wo die Fläche io eine ri>ene Curre ausarlet, auch was die Zeichen betrilR, der 
richtige. Er ist Qberhaupt der richtige, weil in diesem Coefficienten die Constanten der Glei- 
chung (8) nnr im Quadrate oder paarweise mit einander mnlUplicirt (Ausdriicke Ton der vierten 
Dimension) Vorkommen können, und daher die aligcmeine Form dieses Ausdrucks, durch die Be- 
dingungt-Gleicbung 

— ^ = AA>A"—AB'^— = 0, 

welche den particnlären Fall charactcrisirt, n i ch t modificirt werden kann. ’ 

169. Das von r‘ unabhängige Glied der Gleichung (3) ist nothwendig in Beziehung auf die 
Constanten der Gleichung (8) von der dritten Dimension, und kann daher, da es versriiwinden 
muss, wenn in Folge der letzten Gleichung der vorigen Nummer, die Fläche in eine ebene Curre' 
sweitcr Classe ausarlet, nur die folgende Form haben 




wobei X unabhängig von den, Constanten der Gleichung (8) ist. Cm X zu bestimmen brauchen wir 
also nur, indem wir ein Coordinaten-Sjstem, dessen Axen nicht auf einander senkrecht stehen, zu 
Grunde legen, die Gleichung zu kennen, deren Wurzeln die Axen-Quadrate der gegebenen Fläche 
sind. Beziehen wir die Fläche auf irgend drei ihrer zugeordneten Durchmesser als Coordinalen- 
Axen, wonach ihre Gleichung die folgende wird: 

A»+A'u+A"v^ = w'i, 

so sind, in Gemässheit der 163. Nummer die Quedrate ihrer Halb-Axen durch folgende Gleichung 
gegeben 

r« — (A+A'+A")r« 

+ AA'sinV'+AA"sinV+A'A"sin’t 
— AA'A"(1— cos’«— cos’t'— cos’e"+8cos«cost'cos«'0 = 0. 

• <I> 

Es hat sich hier durch das 'Verschwinden von B, B' und B" der Ausdruck — auf ( — AA'A") re- 
ducirt, wonach 

X = (1— cos’« — cos’«'— cosii''-|-8costcost'cost") 

und also die Form der Gletchung (3), die auf die ursprüngliche Flächen - Gleichung (1) bezogen, 
in die Gleichung (4) übergeht, vollständig gerechtfertigt ist. 

170. Wenn Vir von der .Annahme schiefwinkliger Coordinaten-Axen wieder zu der Voraus- 
setzung, dass die Coordlnaten-Axen sich rechtwinklig schneiden, zurückgehen wollen, so brauchen 
wir nur 

cos« = cos«' = cos«" = 0 

zu setzen, wonach dis , Gleichung (4) in diejenige übergeht, welche wir in der 136. Nummer direct 
entwickelt haben. . 

Wenn wir endlich in der allgemeinen Gleichung der Fläche (I) 

A" =0, B = 0, B' = 0, C" = 0, 
setzen, so ist die resultirende Gleichung 
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. At»4-A'u»+2B"tu-|-2CtwH-*C'ow+Dw» - 0 

die allgemeine Gleichung einer in der Ebene XY liegenden Curve zweiter Classc, die wir, indem wir 
von der dritten Dimension ganz abstrahiren, uns durch eine gerade Linie in der fraglichen Ebene 
omhiillt denken können, und zur Bestimmung der beiden Ilalb-Axen-Quadrate dieser Curve erhalten 
wir alsdann aus (4): 

r«+ 1 Y4-Y, +2?’>;cosic" 1 8inn"== 0 (8) 



eine Gleichung, die ich im zweiten Bande der Entwickelungen n. 511 direct abgeleitet habe. 
171, Es sei zweitens 



Ax’+A'j'+A"z^+2B''xv+2B'xz+2Bvz+8Cx+2C'y+2C"z-fD = 0 (1) 

die allgemeine Gleichung der Flitclien zweiter Ordnung, wobei wir wiederum ein schiefwinkliges ^ 
Coordinaten-Sv Stern zu Grunde legen. Wenn der Anfangspunct in den .Mittclpunct der FUche rückt, 
so geht die vorstehende Gleichung in die folgfiide über: 

Ax^-i-A'j J-|-A"z’+2B"x)+2B'ij + 2Bvz-|- ^ = 0. (2) 

®3 

Wir behaupten, dass die drei Halb-Axen-Quadrate der Fläche die Wurzeln der nachstehenden Glee- 
chnng des dritten Grades sind: 



H, + H, + Ä— 2T„jCost— 25,jC0S£^— 2?,jC0S£" <I> ^ 

^ e, 

Asin*«4'A'5in*c'+A"sin'^c-2B"(cosc"-cos(Cost')-2B'(cosr'-co8«cos£'')-2B(eoej-cosc'eose") /<J> \'* 



®3 






•<j> Y» 

ßj 



1 — cos’e — cos’f'— co5'«"+2costco8£'cosE" / d> 

H S S- = «• 



©. 

Setzen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 

•b 






(3) 



er-’’ 

so geht die Gleichung der FUche in die folgende Ober 

Aii+A'j«+A"zi+2B"xj+2B'xz-f-2Bjz = 1, 



(O 



nnd bei dieser Bezeichnung verwandelt sich die Gleichung (3) nach einigen trigonometrischen Sub- 
stitutionen, die in den bisherigen Entwickelungen öfter schon vorgekommen sind, in die folgende: 

0, r* — (Hj+H, + 3 — 2T*j cost — 2¥,,cost' -2Vj,cose'')r* 

+ (A8in-e-i-A'5in-£'4-A"»in*c" — 2B"sin!sint'cos^"— 2ft'sin£sin£"cos4' — 2Bsinc'sint"cos^)r* ’ 

— sin^csin'd = 0. (5) 

Es bleibt uns übrig, die Uichtigkeit der Gleichungen (3) und (5) darzulegcn, wobei wir auf 
ihnliche Weise, wie in dem Falle der Plan-Coordinalen verfahren kösnen. Zuvörderst sehen wir, 
dass diese Gleichungen die Bedingung der Symmetrie erfüllen. Ferner können wir dieselben in 
zwei Voraussetzungen verificiren, einmal in der * Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, 
wobei sie in die, in der 111. Xummer direct abgeleiteten Gleichungen übergehen; das andere Mal in 

M* 
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der VoraassetzDDg, dus die Coordinaten-Axen mit irgend drei zugeordnelen Dnrchmeseem zusan- 
BienraUen. Nehmen wir nemlich, hiermit in Uebereinstimmung, statt der Gleichung (1) die folgende: 



wonach 



T* *7 

= 

pa -J.2 



1 , 



B = B' = B" = 0, 

i A'-i 



A = 



C = C' 
A" = K 



= C" = 0, 
D = - 1, 



= = * 1 , = 0 , 



nnd also die Gleichung (5) in die Gleichung (2) der .165. Nummer übergeht. 

Wenn 

< 1 . = 0 ^ 

so gibt die Gleichung (3), der Kcgelfläcfie entsprechend, Tür r^ drei verschwindende Werthe. Die 
Gleichnngs-Form (4) ist hier unmöglich und wollen wir der Gleichung (5) noch ihre Geltung lassen, 
so müssen wir 6j nnendlich gross nehmen. Alle Gleichungen erhalten ihre unbedingte Geltung 
wieder, wenn die Kegelflüche in eine C^lindcrflüchc übergebt, wobei <1> und €>^ beide verschwinden und 

^ 

Sie Gleichung (3) muss also, wenn verschwindet eine Wurzel haben, die unendlich gross wird 
und @1 daher als Coeffieient des ersten Gliedes erscheinen. Nehmen wir 63 als vollständigen 
Coefficienten dieses Gliedes, so ist, im Falle rcchtwinlligcr Coordinalcn-Axeo, das letzte Glied gleich 
( — 1) und dieses Glied bann, wenn wir diese Aien ganz beliebig annehiuen, nur eine Function der- 
jenigen Winkel sein, von welchen die gegenseitige Kiefatung der Cuordinatcn-Axen abhSngt. Diese 
Function können wir in dem speciellen Fall, dass diese .Axen mit irgend drei zugeordneten Durch- 
messern der Fläche zusammcnfallen, direct bestimmen und erhalten alsdann nach dem Vorstehenden 
für dieses letzte Glied : 

• sin*<sin’d = sin’t'sin'^d' = sin''e"sin‘*d" 



= 1 — cos’e — cos'* t'— cos*r"-t-2cosf cost'cost" 
Betrachten wir den Fall des Cjrlinders, so ergibt sich, indem wir 



( 6 ) 



0, s AA'A"— AB’-A'B'*— A"B"* -|-2I1B'B" ^ 0 
setzen, die folgende quadratische Gleichung in r^ : 

'(Si+E.-f-S — 2'Poi cost— 2=F,jC0st' — 24''.jj cose") r* 

— (Asin*c-f- A'8in*e'-f-A"sin'*i"— 2B"shiEsine'cosi" 

— 2B’sine sin i"cos4' — 2Bsin t'sin e"cos^) r* 

-|-sin’*£sin''d = 0, (7) 

in deren Coefficienten durch das Verschwinden von 0, keine Form-Aendernng bervorgebracht werden ^ 
kann. £s ist also, um die Richtigkeit des zweiten CaelTicienlen der Gleichungen (3) und (5) zu 
constatiren, bloss zu zeigen nOthig, dass, in dem Falle des Cvlinders, der Coeffieient des zweiten 
Gliedes durch das letzte Glied gctheilt, dem reciproken AA erthe des Productes der beiden Halb-Axen- 
Quadrate des C^tinders gleich'ist. 



I 
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Dtm VenchviDden von 0, cntapriclit (10, I\^: 

«., = ± ^^2, ’P.S = ± ’flS = ± 

wonach der fragliche Quotient die folgende Form annimmt: 

g,4-H,+£± t^H,H,cosf± t^£g,cosf'± coat" • 

ainnain’J ~ ~ 

Bezeichnen wir das Product der beiden Halb-Axen der drei Durchschnitts-Corvcn des CUinders mit 
den drei Coordinaten-Ebenen XY, XZ und YZ durch L, M und N, so ist*) 

^ sin'^ e" _ _ sin'^t' _ sin® c 

»1 — Lt ’ — M'"’ ~ “ N® ’ 

wonach der vorstehende Ausdruck, mit Berücksichtigung der Gleichungen (6), in den folgenden 
übergeht : 

L®ein®a" M^sin'<V ^ N'sin'i» 
cos« cose' cos«" (9) 

LM8ind"sin3' LNsinil"sin3 MXsinit'sinil 



Wenn überhaupt irgend ein gerades Prisma, oder irgend ein gerader Cvlimler, deren Basis wir 
erS nennen wollen, durch drei beliebige Ebenen — diejenigen, die wir zu Coordinaten-Axen ge- 
nommen haben — geschnitten wird und wir die Flächen der Durchschnitte durch :tL, :tM, und nX, 
nnd die Winkel, welche diese Ebenen mit der Ebene der Basis bilden, durch u", u' und u be- 
zeichnen, so ist • 

8 8,8 

— = cos u", — = cos u', -- = COSM. 

L M X 



Zwischen den drei Winkeln o", a' und u, von welchen zwei den dritten bestimmen, 
folgende Relation: 



1 = 



cos ö' 



sin’d" 



cos ’ , cos ’m 
sinhV sin®J 



cos(o"eo 8 Ei' cos <a" coso cosm'cosw 

+ * • «os« + * • cos«'-t-2 



sin d" sin 3' 



sind" sind 



sind'sind 



besteht die 



t (>')) 



Aa»l)'t. geon. EnlMriekelun^eti^ ertter Buid, n. 8AI. 

**> Um diese Gleichung der CoordioAteD^Geomelrie sbziileiteDj wähle ich vorzugsweise den folgemlen Weg, 
der uns zugleich za einer allgemeinen Bemerkung führt. 

Steilen wir mit unserra Coordinaten-Systeme ein zwcilr» «uitaromen, deturn Äsen auf den Ebenen 
des ersten, trad dessen Kbcncn also auch, umgekehrt, auf den Azen des ersten seukreebt slehett, so köuuen 
wir die fosilive Richtnng der neuen Aien so nehmen, da»s die von den CoordrasteiHAicD jedes der 
beiden Systeme gebildeten Winkel diejenigen Winkel, wetcUc von den Coordtua(cii>Kbenen des andern 
gebildet werden an awei Rechten ergänzen. (Es entsprechen die von den Coordinaten-Axeo der beiden 
Systeme gebildeten körperlichen Ecken zweien sphärischen Dreiecken, vor welchen eines das Potar*>l)rrierk 
des andern ist*) Bezeichnen wir in dem zweilen Systeme die >Vlnket der Axe», indem xvir uns zur 
UnteiHcbeidung unten angchiugter Marken bedienen, durch <«, c, , und die Winkel der Ebenen 
durch ^ 0 , 4ft so ist insbesondere 

cos^o= — cos^, = — cos«', cos^„ = — cost". (a) 
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W«nn wir in dine Gleichung fSr eosu", cosu' und eosu die Yorstehenden Werthe eietseUen und 
dann durch S' dividiren, so geht der erste Theil dieser Gleichung in ^ und der zweite Theil der- 

selben 'in den Ausdrnck (9) über, vorausgesetzt, dass wir in diesem die obern Vorzeichen nehmen. 
Hiernach kbnnen wir, wenn die Flächen der Durchschnitte eines geraden Prismas oder eines geraden 
Cj'lindcrs mit irgend drei Ebenen, deren gegenseitige I.nge bekannt ist, der GrSsse nach gegeben 
sind, die kleinste Schnittfläche S, bestimmen. Nehmen wir insbesondere den oben betmchlelen 
C)ltnder, so ist bewiesen, was bewiesen werden sollte. • 

Die Be.stifflmnng der Vorzeichen in den Ausdrücken (8) und (9) beruht darauf, dass wir die 
lAurzeln in dem erstem .\iisdruckr, denen L, M und N in dem zweiten entsprechen, als absolut 
positive Grössen ansehen, und hat keine directe Beziehung zu den Vorzeichen von Vjj, V,, und 
in der Gleichung (6), so wie in den Gleichiingen (5) und (3), wobei die genannten drei Aus- 
drürkc, an und für sich, sowohl positive als auch negative Wertbe haben können. Ob dieselben 
alle drei mit positivem oder alle drei mit negativem Zeichen genommen werden mUssen, darüber 
gibt uns erst ein anderer besonderer Fall Aufschluss. 

Die Gleichung einer Kugel, bezogen auf ihren Mittelpunct als Anfangspnnct der Coordinaten, 
ist, indem wir den Kadius derselben gleich Eins nehmen, die folgende: 

x*+>*+z’+2xvcos c"-l-2xzco8e'-t-8jzeo8t = 1. 

Hierbei ergibt sich 



ln dem Ktveiteii Systeme bleiben diejenigen Winkel, welche jede der drei Axen mit den gegenüberliegende« 
Coordinaten-Ebenen bildet, dieselben als iai arslen Sysiame: «inl, aind' und aind'' behalte« dieselbe Be- 
deutuag auch in dem sweilen C'cmrdinaten-Systeme. Wenn wir eine gerade Linie wilikübrlich annehmen, 
welche mil den Axen dieses xweilen Systems die drei Winkel er, o* und a*' bildet, es bildet eine Ebene, 
welche aut der Riebliing dieser geraden Linie senkrecht stellt, dieselben Winkel mit den Coordinaten- 
Rbenen des ersten Bystems. \acli Magnat (Saite A) besteht aber, swiacben den drei Winkeln o, a* 
und welche in dem zweiten Systeme eine beliebige gerade Linie mit den drei Courdinalen-Axa« 
bildet die folgende Relation: , 



( I — cos — cos’f, — cos'^e,, -|- 8 co 8 CoC 08 t,cose„) 

— sin^r„cos'io" — sin*e, eos*<a'— sin’toCos’o 

+8(coS£o — cosf,co5f„)eoso)'eoscj"-}-2(co8r, — cos(gCOS(„)cosucos6i"-(-S(cose„-coscoeosc,)cosucosu'=0> 



die wir, nach bekannter Umformung, auch folgendargestati schreiben können: 



1 = 



cos’u" . cos’«./ 






stnM" sin *3' 



cos’ u 
sin^ö 



_ cosu)"cosw' cos6)''cosw Cosa' cosu 

— 8.- . ... ■ — cos<— 2. . . . -cosi' — S— 



8in<l"sin5' 



sinö"sinö 



sinö'sinö 



G^hen wir tum er.Atpn äj-slPine zurück, ho finden wir die GleieJiufig (0) de« Tctle«^ irob«i dann o, o' 
und f»** dirjenicen Winkel bedenlen. die eine beliebige Kbene mit den drei Coordintfen-Kbctien bildet. 

Das Vortlehende enthilt eiu Beispiel, welches uns darauf hinweiael, in diejenigen Bntwritkeinngefip 
welche an die s\nuahroe eines acliiefwinkligen Coordinalen^SysIem« sich auknupfrn, aolcbc Betrach- 
Hingen auftunrbraeny die der Betrachtung der Pol ar-Drciecke in der apbiriachen 
Trigonometrie riilaprechen, und den BrklitnmgS'Gruad für die Fom-Verwandtaabaft analytischer 
Auadrückc enthallcn. 
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©3 = sin’csiii’^ 

Sj — sin’e", £■, = sin’i', E = sin^f, 

,Toj = »in e" »in«' cos = siiu"einccos 4 ', f j, = sin c' sin c cos 
vonach die Gleichung (5) in die nachstehende Sbergeht: 

r‘— Kr«+Kr'— 1 = 0, 
indem wir wiedernm der Kürze wegen 

1 t 1 8 cose"cosd" Scose'cos^' Scosecos^ 

»in’J sin’d' ^ sin’ J" sin^sinJ' sinisinJ" ainä'siniJ" ^ 
setzen. Oiese Gleichung ist die richtige (16S) und namentlich der Cocfficicnt von r* gleich ( — 3 ). 
Somit ist bewiesen, dass wir ^'oj, 7,, und wie geschehen, mit dem negativen Zeichen pehmen 
müssen. 

178. Der zweite Coefficient der allgemeinen Gleichungen (3) und (5), dessen lUchtigkeit 
vollständig nachgew iesen wurden ist, muss, abgesehen von jeder besonderen Annahme der Coordinaten- 
Axen zugleich mit ©3 verschwinden, wenn der in der vorigen Nummer betrachtete CvUnder in ein 
System von zwei parallelen Ebenen ausarlen soll. In diesem Falle ist (89, 18): 

Ä3 = 0, Al = 0, A = 0. 

worans folgt, dass auch 

<P<,,=0, W ,3 =0, W,3=0. 

ln Folge dieser Bedingungs-Gleichungen verschwindet wirklich der fragliche Coefficient, während 
dieselben, so wenig als das Verschwinden von ©j, irgend einen Einfluss auf die Form des Coeffl- 
cienten von r’ haben können. Es bleibt uns hiernach bloss nachzuweisen übrig, dass der letztge- 
nannte Coefficient für den besondem Fall der richtige ist. In diesem Falle können w ir die Gleichung 
(4) auf folgende Weise schreiben; 

(ax-l-a'j-fa"z)* = I, 

so dass 

A = a’, A' = a'», A" = a"», B" = aa', B' = aa", B = a'a", . . 

hiernach geht die Gleichung (3), nachdem zwei ihrer Wurzeln unendlich gross geworden sind, 
anf den esten Grad sich redueirend, in die folgende über: 

1 _ a»’ a't B» 

r* sin’ 3" sin* 3' »in* 3 

8 aV'cos^ 8 aa"cos^' 8 aa'cosf" (11) 

Ein3'sin3" sin3 sin3" sin 3 sin 3' 



Es bedeutet hierbei r die Hohe einer Pyramide, deren Basis in einer der beiden parallelen 

Ebenen liegt, und deren drei Seiten in die drei Coordmaten-Axen fallen und bezüglich gleich — , 

a a 

und — sind. Die drei Seitenflächen einer solchen Pyramide sind aber 
1 sine" 1 sine' 1 sine 

7 * aa' ’ 7 " aa" ’ 1 '~mF’ 

und hiernach ergibt sich, in Gemässheit der Note zur 168. Nummer für das Quadrat der Fläche 
der Basis: 






t 



Flächen zweiter Ordnung und zweiter Ciasse. 



1 /sint'N’ , /sine\’ 



eos4 — *. 



. cos^' — 8.- 



sine 1 



Der Inhalt der I’Tramide ist aber 



ginesind 



Dividiren wir das Quadrat der Dasis durch das Quadrat des dreifachen Inhaltes der Pvraniide, so 
erhalten wir das Quadrat des reciproken Werthes ihrer Hohe, und für dasselbe den zweiten Theil. 
der Gleichung ClH- 

\Alr haben hiermit das uns vorgestecktc Ziel Tollständig erreicht. 

173. Um von der Gleichung (3), welche die drei Halb-Axen-Quadrate einer Fläche zweiter Ordnung 
zu ihren Wurzeln hat, zu derjenigen Gleichung Oberzugehen, deren Wurzeln die beiden Halb-Axen- 
Quadrate einer Curvc zweiter Ordnung sind, nehmen wir für die Fläche einen Gelinder, der auf 
der Kbene XY senkrecht steht, und machen Qberdiess die Voraussetznng, dass die Axe Z auf den 
beiden Axeii X und Y senkrecht stehet, während diese beiden Axen mit einander den beliebigen 
M inkel c" bilden. Alsdann ist die Gleichung des Cvlinders 

Axt-fA'yi-|-2B"i)-f8Ci-|-2C'yH-D = 0, 

indem wir von der driUen Dimension abstrahiren, zugleich auch die Gleichung seiner Basis und die 
beiden endlichen Axen des Crlindcrs sind auch die Axen dieser Basis. Indem wir hicruach 



.\« = 0, B = 0, B' = 0, C" = 0, e = .' = Jrr, 

^ „ ‘ 1 ’ ©1 

0s = 0. - = 

. --2 



setzen, geht die Gleichung (3) in die folgende Ober: 

. • • • =,r«-t-CA4-A' — 2B"cos£«)|^.r=-f ^^ysinV' = a 

174. Auf gleiche Weise, wie wir in der 159. Xummer aus der Gleichung (22) der 157. Xumnier, 
welche überhaupt (indem wir IMan-Coordinatcn und rechtwinklige Coordinaten-Axen zu Grunde 
legen) die drei llalb-.\xen-Quadratc einer Fläche zweiter Glosse gibt, durch die Gleichungen (30) 
und (:ll) hindurebgebend, die Gleichung (34), die für den Fall eines Paraboloids die beiden halben 
Parameter desselben zu M urzcin hat, abgeleitet haben : so können wir auch, bei .Annahme schief- 
winkliger Axen, verfahren, nnd unmittelbar zum Hesullate gelangen, indem wir die GoefCcienten 
der Gleichung (4) der 160. Xummer an die Stelle der Gocfllcicnten der eben angezogeuen Gleichung 
setzen. Es sei demnach erstens 

At’+.Vu'-|-.V'v*-f2B"lu-t-2B'lv-|-2Buv-f2Gtw-(-2G'uw-f-2G"TW = 0 
die Gleichung des Paraboloids, wobei zugleich 

Y = -GS Y. = - Y, = - G"^ = - GG', = - GG", =-G'G"-, 

dann ist die gcsucblc, an die Stelle der Gleichung (34) der IISB. Nummer tretende allgemeine 
Gleichung; 
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j 0l8in*t"+ ,(eo9t-coB£'co^0-*A„i(cosr'-co«r^t">-*A„ ,(cost"-co»ttogtO 
p __ ■(C*+C'^C''’+*CC'cost"-r2CC''cosj''+8CC"eos6)% 

tos’f— co.sV— eo»V'-f-8coMcost'cosf") 

“ (C’+C'^ + C"''+*CC'c7s7'T2CC"cosi'+2C'C ~ 

Wenn wir <1 ab Paraboloid zweitens durch die allgemeine Gleichung in Bchiefwinkligen Panllel- 
Coordinalcn x, j, z darstcllen, so erhalten wir, indem wir zu der 123. Namncr uud der beigenglcn 
Note ziiriickgehen und in dem dortigen Entwickeluugsgange die Gleichung (3) der 171. Nummer 
der zu Grande gelegten Gleichung siibstituircn, ohne alle Mühe die folgende quadratische Gleichung; 
1 (Asin’ed-A'ain’i'+A"sin’E'— 8B"(cost"— coaecosi')— 2B'(coa4'-coS£CO8t")-2B(co»*-C0MCO»£') ( 

/ S. + H, + j-8W„i C 08 E— 2 y , 3 C 08 t^— 2»^, eoat«\ q 

l ~ <I> / ' sin (Sind 

,+.=—2 ^0.0081 — g y, jCost'— 2 ^.; ,co9t'0^_ ^ 

<I>sin’'esin’d 



deren Wurzeln die reciproken Mcrthe der beiden halben Parameter des Paraboloids sind. 

Der Raum verbietet, in weitere Uiscnssionen einzngehen. 

175. Unter den zugeordneten Durchmessern einer Ellipse sind die einander gleichen besonders 
ansgezeiehnet. Die Aufforderung liegt nahe, auch über die gleichen zugeordneten Durchmesser eines 
Ellipsaids in nähere Untersuchungen cinzugehen. Nehmen wir drei solche Durchmesser zu Coordl- 
nalen-Axen, so ergibt sich für die Gleichungen des ElUpsoids in den beiden Coordinaten-S/slemen 

jl + y^+z' = - (1) 

. ti+ui + vi = — , (2) 

X 



wobei X die gleichen Halb-Diirchmesscr bezeichnet. Diese Gleichungs-Formen enthalten — es ist 
nicht zu übersehen, dass die drei von je zwei der drei Coordinaten-Axen gebildeten M'hikel fllr die 
Bestimmung der Fläche maassgebend sind — zehn Conslante, und unter diesen eine überzählige, so 
dass also ein Svstein dreier gleicher zugeordneten Durchmesser in keiner ausschliesslichen Beziehung 
zur Fläche stehen kann, sondern dass es vielmehr solcher Systeme unendlich viele geben muss. 

AVenn wir der Kürze wegen, diejenige Gleichung, deren M urzeln die drei Halb-Axen-Quadrato 



des ElUpsoids sind, auf folgende Meise schreiben: 

r^-fgri-fhr-f-k =0, (3) 

so erhalten wir überhaupt (165) die folgenden drei Bedingungs-Gleichungen zwischen den GrSasen 
irgend dreier Halb-Durchmcsser f>, a, t und denjenigen drei M’inkeln, i“ e', c, welche die Hich- 
tUDgen derselben, paarweise genommen, mit einander bilden; 

p’+o'+v’' = — g, (4) 

p’er^sine"-i-p*T-sin^e'-i-o’*T’ain’« = h, (5) 

(1 — cose* — cos’f' — cos*r"-f-8cosicoS!'eoS6") = — k. (^ 

Mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung können wir die letzte Gleichung (165, Note) auch 
unter folgende Formen bringen : 

* . < 

(poTsinfüinfy)^ = (pcrrsln«'Äm^0‘* = ^ 
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Flächea zweiter Ordnoog und zweiter Ciasee. 



und «rUtco, wenn wir diwetbe in di« Torlierige dividir», dem S«Ue der ISl. Nammer estepreckend: 

( 7 ) 



(. V4. (^_L Y+ r_L_V= _ : 

Vjxind/ \<rsiii3'/ \T«iiid"/ 



Die Gleichung (4) zeigl, dass Oberhaupt wenn das Verhältniss der GrSsse dreier zugeordnetcr 
DurchmesBer gegeben ist, diese Durchmesser selbst der Griisse nach gegeben sind. Wenn diese 
insbesondere einsiider gleich sein sollen, so kommt: 

*’=-??• (8) 
Die drei gleichen zugcordnelen Durchmesser aller möglichen solcher Systeme sind hiernach alle 
unter einander gleich. Sie bilden eine Kegel OSche, welche durch diejenige Gurre geht, in welcher 
das EUipsoid von einer Kugel geschnitten wird, deren Radius-Quadrat dem dritten Thcile der Quadrat- 
Summe der drei Halb-Axen-Qnadrate gleich ist. Das Eliipsoid wird von einer solchen Kogel, deren 
Radius hiernach kleiner als die grösste und grOsser als die kleinste Halb-.4jte ist, immer geschnitten. 
Die fragliche KegeiSäehe Ist also immer reell. Um hiernach drei gleiche zugeordnete Durchmesser 
zu constmiren, nehmen wir eine Seite dieser Kegelfläche willkOhrlich an und bestimmen diejenige 
Durchmesser-Ebene des Ellipsoids, deren zugeordneter Durchmesser diese Kegelseite ist, und die 
Kcgelfläche noch in einer zweiten und dritten Kegelseite schneidet Die drei Kegelseilen bilden als- 
dann ein System dreier gleicher zngeordneten Durchmesser. 

Ist r 

xl y» rJ 

+ ( 9 ) 



die Gleichung des gegebenen Ellipsoids, bezogen auf seine drei Axen, so ist die Gleichung der (fag- 
Ikhen Kugel: 



und wenn wir abziehen, erhallen wir fiir die Gleichung der Kegelfläche, die der geometrische Ort 
fOr die gleichen zngeordneten Durchmesser ist, die folgende : 



-j .X -1 






r> 



..v*+ 



gy«_g1— |5 

r* 



. z» = 0. 



( 10 ) 



Nehmen wir irgend drei gleiche zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten-Axen, so loden wir 
für Ellipse, Kugel und Kegel die folgenden Gleichungen : 

x«-f j*-)-z» = 

x’-f-y*-i-zt-f-8xyco8t"-i-8izco8t'-f-8yzeose = x’, 
xycosc"-t-xzeos«'-f-jzeost = 0. 



Es ist bekannt, dass, wenn wir eine gegebene positive GrOssc in drei Thrile zerlegen, das 
Product dieser drei Theile dann ein mordnum ist, wenn dieselben einander gleich sind. Für ew 
gegebenes EUipsoid tritt also das mozönumdes Productes pW dann ein, wenn p^, und t*, deren 
Stnnme constant ist, einander gleich sind, und dem entsprechend gibt die Gleichnng (6) für 
1 — cos*t — cos't^ — cos’e"-f-lcos£cose'cose" 

ein Bimnnmn. Dieser Ausdruck aber bestimmt die Griisse der Oeffhung derjenigen kOrperUchen 
Ecke, die von den drei zugeordneten Durchmessern gebildet wird, er ist gleich dem Quadrate des 
sechsten TheUcs des Inhaltes einer Pyramide, die durch diese Ecke bestimmt wird, wenn wir auf 
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dieten Durcbmcgsern die Seitei der Einheit gleich aehmen, und je kleiner er wird, danto mehr ent- 
fernt eich die kUrperliche Ecke von äner rechtwinkligen. Für diese ist er gleich Eine; überhaupt 
bleibt er derselbe, wenn wir statt der Seiten der ursprünglichen Ecke beliebig die Verlängerungen 
derselben nehmen, um neue Ecken zu bildeu. Wir sind hiermit zu dem folgenden Satze gelangt. 

Körperliche Ecken, deren Seiten in irgend drei zugeordnete Durchmesser 
eines gegebenen Ellipsoids fallen, weichen dann am meisten von einer recht- 
winkligen ab, wenn diese Durchmesser drei gleiche sind. 

W'enn wir durch irgend zwei Halb-Durchmesser eines gegebenen Ellipsoids eine Ebene legen, 
so bestimmen in dieser Ebene die Endpuncte dieser Halbdnrchmesser und der Mittelpunct dann das 
grösste Dreieck, wenn die beiden Halb-Dnrchmcsser irgend zwei zngeordnete der Durehsehaitts- 
Curve sind. Nehmen wir dieses Dreieck zur Basis einer P^rramide, deren vierter Eckpunct in der 
Fläche liegt, so hat diese Pyramide dann den grössten Inhalt, wenn ihre Hohe die grOsseste ist 
und jener vierte Eckpunct also in den Endpunct des der Ebene zugeordnetea Durchmessers fällt. 
Die von drei zugeordneten Halb-Durcbmesscrn eines gegebenen Ellipsoids gebildeten Pyramiden, die 
io Folge der Gleichung (6) alle gleichen Inhalt haben, sind folglich die grOssesten, welche überhaupt 
von drei Halb-Durchinessem gebildet werden können. Hiernach sind die Systeme dreier gleicher 
zugeordneten Durchmesser auch dadurch bestimmt, dass ihnen dem Kegel (10) eingeschriebene 
Pyramiden entsprechen, deren Inhalt (bei gegebenen Seiten-Längen) ein «narnRinn ist. 

M ährend der geometrische Ort für die gleichen zugeordneten Durchmesser die Kegelfläche ()0) 
ist, wird eine zweite Kegelfläche von den entsprechenden zngeordneten Diametral-Ebenen umhüllt. 
Um diese zu bestimmen sei (x', y', zQ der Endpunct irgend eines der gleichen zugeonlneten Durch- 
messer; dann ist die Gleichung der Tangential-Ebene des Ellipsoids (9) in diesem Puncte 



x'* . )'y , 

r‘‘ 



= 1 . 



Parallel mit dieser Tangential-Ebene ist diejenige Diametral-Ebene, die dem obigen Durchmesser 
zugeordnet ist. Für die Coordinaten derselben ergeben sich hiernach die folgenden; 




und da die Coordinaten des Endpunctes des Durchmessers die Gleichung (10) befriedigen, finden 
wir für die Gleichungen der fraglichen zweiten Kegel-Fläche in Pian-Coordinaten : 



w = 0. (II) 

In Pnnct-Coordinaten erhalten wir für dieselbe Kegel-Fläche hieraus sogleich die folgende Gleichung: 






= 0 . 



( 1 «) 



Die Systeme dreier gleichen zugeordneten Durchmesser bilden hiernach körperliche Ecken, die 
gleichzeitig der Kegelfläche (10) eingeschrieben und der Kegelfläche (IS) umschrieben sind. 

Für den Fall dreier gleichen zngeordneten Durchmesser geben die Gleichungen (5) und (7) 



9h 

sln^s-t-sin*t'-|-sin’s" = — , 
g' 



(IS) 



sin'd sin’iP sin’d" 3k 



(H> 



8S * 



«- 
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Flächen zweiter Ordnuof; und zweiter Clnsse. 



Die erd« dieier beiden Oleichongen fllr eich und in Verbindung mit (6) führt ni den felgenden 

3fg'-3h) 



cos^e+cos’t'-fcos^e" =• 

S‘ 

m— 9gb4-3g’ 
cosicoae'cost" = . 

2gi 



( 15 ) 

(16) 



Diese letzten Gleicliungen insbesondere sagen ans, dass die Ouadrat-Snmmo und das Product der 
Cosinus der von je zsrci der drei gleichen zugcordnclen Durchmesser gebildeten Winliel für alle 
S/ateme solcher Durchmesser desselben Ellipsoids constant ist. 

Die Coefficienten der Gleichung (3) 

r’+gr'’+hr + k = 0 (3) 

sind in der Art znsammengesetzl, dass, in Folge dieser itusammcnselzung, die Wurzeln dieser Glei- 
chung nothwendig reelle Werthe erhallen. M ir haben diess früher auf die einfachste Weise gezeigt. 
Die Bedingung aber, dass die fragliche Gleichung, welche, wenn wir 

•■ = q — 

setzen, in die folgende übergeht: 

,’-f*(3h-g0q + »V(*7>‘-9gl>+8g’) = 0, 

drei reelle Wurzeln habe, ist behannllieh die nachstehende: 

(g‘-3h)»>(87t-9gh-t-2g’)', (17> 

oder, entwickelt: 

g»h’-M8ghk— 4h>— 4g’k — 27k> >0,*) (18) 

ein Ausdruck, der unverändert derselbe bleibt, wenn g und k gleichzeitig ihr Zeichen ändern. Ein 
Blick auf die beiden Gleichungen (15) und (16) zeigt, dass wir die Bedingung (17) auch folgen- 
dergestalt schreiben können: 

(eosl-fcos''t^-|-cos*t")’ > 87cos’tcosVcos*{". (19) 

Hierin ist also eine geometrische Interpretation der allgemeinen Bedingnng enthalten, unter welcher 
überhaupt eine Gleichung des drillen Grades mit einer unbekannten GrUsse drei reelle M'urzeln hat. 
Was die Bedingung (19) eigentlich aussagt, können wir nicht verkennen, wenn wir ihr di« folgende 
Form geben: 

|)(a4-b-fc)]’ >abc, 

wobei wir die drei Cosinus-Ouadrale durch die drei Zahlen-GrOssen a, b und c ersetzt haben. Es 
heisst dieselbe nichts anders, und dasselbe bedeuten auch die frühem Bedingungen (17) und (l8), 
als dass, wenn wir eine Zahl in drei Theilc zerlegen, das Product dieser Theile d.inn ein masimum 
ist, wenn dieselben einander gleich sind. Dieser Salz hört aber dann auf richtig zu sein, wenn die 



*) Herr Kamner Ut tu dem in «imlylinther HinnicliC merkwürdif^cn HeaulUtc |?eUng1, dass der Auidrack 
k€t (16j «ich tl« die Sumse von sieben Quadraten d«rstellea läast, uud hnl to direct j^cacigl, dass die 
Worarln der Glekhunf^ (d) «tiimmtlirh reell sind. Geht die Küche iosbesoodere in eine iiotalions>Fliche 
aber, so müssen, damit der fragliche Ausdruck verschirindet die sieben Quadrate gleirhceitig gleich Null 
seini was sieben Bcdingunpi-taleichutigen gibt, die sich aber auf awei, die wir früher entwickelt haben» 
redueiren. B e m e rk uiigen üh e r die ciibisehe Gleichung» durch weiche die Haopt-Axen 
der Küchen awelten Grades bestimmt werden, l'relle’s Journal XXVI S. 886. 
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drei Theile nicht mehr eimintUeh poeitir sind nnd somit redueirt sich die fragliche geometrische 
Interpretation darauf, dass die Cosinus der vun den gleichen zugeordnelen Durchmessern aller 
FlXchen zweiter Ordnung gebildeten Winkei reell sind. Die diesen Cosinus entsprechenden 
Winkel selbst sind aber nur dann reell, wenn die Quadrate jener kleiner als die Einheit sind. 

Aus den beiden Gleichungen (15) und (Ui), die sich auf keine Webe ändern, wenn g und k 
gleichzeitig das entgegengesetzte Zeichen annehmen, folgt dass dieselben Richtungen gleicher ztige- 
ordnetcr Durchmesser unendlich vielen Ellipsoidcn entsprechen, deren Durchmesser-Längen durch 
Null hindurchgehend, auch imaginär werden können. Eür das reelle, wie Tür das imaginäre Kliipsoid 
ist die Summe der drei Cosinus-Quadrate, die in Gemässheit der allgemeinen Bedingung (I7J positiv 
ist, überdiess, weil h ;> 0, kleiner als 3, und dos Product der drei Cosinus-Quadrate kleiner als 
die Einheit. Hiernach gibt es denn auch immer, welchen Werth dieses Product haben mag, drei 
Cosinus, zn denen reelle Winkel gehören. Es kann insbesondere der Werth dieses Proditctes, 



^ 27k-«gh-f- gg^^ _ 



K, 



verschwinden, dann ist einer der drei Cosinns, etwa cosr", gleich Null, die beiden enlsprethendeii 
eugeordneten Durchmesser schneiden sich also unter rechten Winkeln nnd die Ebene derselben nt 
ein Kreisschnitt des Ellipsoids. Da fiberdiess der diesem Kreissebnitte zugeordnete Halb-Durch- 
messer dem Radius dieses Kreises, mithin der mittlern Axe der Fläche, S, gleich sein muss, so er- 
gibt sich unmittelbar die Bedingungs-Gleichung 

23^ = a^-hr\ (W) 

and wir können auch leicht uns überzeugen, dass in Folge dieser Gleichung 

27k— 9gh + 2g» = 0, 

nnd also K verschwindet. Die mittlere Axe der Fläche ist alsdann den beiden gleichen zngeordneten 
Dnrehmessem des Hauptschnittes in der Ebene der kleinsten und grössten Axe gleich. Die beiden 
Kreissebnitte, welche auf dieser Ebene senkrecht stehen, gehen durch diese beiden gleichen zuge- 
ordneten Durchmesser, und jeder ist der, durch den andern gehenden, Kreisschiiitt-Ebene zugeordnet. 
In Uebereinstimmung hiermit, redueirt sich die Gleichung (10), welche denjenigen Kegel darstellt, 
der der geometrische Ort für die gleichen zugeordneten Durchmesser ist, auf 




wonach dieser Kegel in das S)stcm der beiden Kreisschnilt-Ebrncn ausartet, so da.ss zu jedem 
Durchmesser, den wir in einer dieser Ebenen willkQhrlich annehmen irgend zwei, in der andern 
liegende und auf einander senkrecht stehende, als zugeordneic gehören, und ihm überdiess noch 
gleich sind. Die Gleichung (15) gibt im vorliegenden Falle, indem wir cosc" gleich Null setzen: 

cos>.+ cosV = 

s‘ 



wobei wir sogleich sehen, dass der zweite Theil dieser Gleirhnng kleiner als die Einheit und in 
Folge der Gleichung (20) immer positiv ist. Insbesondere können wir also auch noch i' einem 
rechten M inkel gleich nehmen, wo dann die mittlere .Axe selbst einer der drei gleichen Durchmesser 
ist, und der inkcl der beiden andern, die auch die gleichen zngeordneten Durchmesser des oben 
betrachteten Hauptschnittes sind, wird dann durch die Gleichung 
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cos’« = 



«V* 



bcslinimt. 

176. \Vir wollen ln dieser Nummer denjenigen Kall noch besonders faervorheben, dass nicht 
nnr die drei zugcordoclcn Durchmesser einander gleich sind, sondern dass sie Uberdiess auch, paar- 
weise genommen, mit einander gleiche M iokel bilden. In dieser Voraussetzung gehen, indem wir 
i" = t' = e setzen, die Gleichungen (15) und (16) in die folgenden über: 

g'cos’e = g* — 3h, 

8g>c0s’e = 27k-9gh-|-%*, 



nnd wenn wir zwischen diesen beiden Gleichnngen cose eliminiren ergibt sich die folgende Bedin- 
gungs-Gleichung; 

4(g’-3h)> = (27k-9gh+8g«)», (81) 

Diese Bedingungs - Gleichung wird befriedigt, wenn die Gleichung (3) zwei gleiche Wurzeln 
hat, und die Fläche also eine Uotations-Fläcbe ist. Nur eine solche Fläche kann also drei zugv— 
ordnete Durchmesser haben, die einander gleich sind und sich Uberdiess unter gleichen Winkeln 
schneiden. *) 



*) Kille j^eoinelrinche Inlerpretation der Bedinzunz (Sl), welche überhaupt zwiichen den drei Ceefidealen 
der allgemeiiien Gleichung dea drillen Grades 

r^+grd-l-hr±k = 0, (a) 

(in der wir g, h und k als pesitir betrachten künnen und die Obern und untern Zeichen Xttsaninen- 
nebinen) Statt finden muss, wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurxeltt haben soll, knüpft sich an das 
Zusanmenbesteben der folgenden drei Gleichungen, die, in den Vorauasetaungen dea Tealca, aua den 
Gleichungen CD) (D nnd (0) bervorgehen: 

= TJg. 

n^sin’a = ^h, 

**(I-i-2cosc) (I— cost)t = **sin’esin’d = k. 



Wenn die allxemeinc Gleichuni^ (•) dea dritten Grades nilt einer unbekannten 
Gröaae, drei pesitiire oder drei negative Waraetn und unter diesen Wnraeln awei 
gleiche bat) so Issst sich immer eine geride Pyrsniide) mit einem gleichseitigen Dreieck als llasis, 
Btruiren, so dass da.s Quadrat jeder Seile (Vhg)p das Quadrat jeder Seilenflicbe ('/nh) und das Quadrat 
des Inballes (yatk) ist. 

Daa ZnaaniBcnbestehen der drei vorstehenden Gleichungen redHcirt sich auf das ZnsamaienbeBtehett 
irgend aweier der folgenden drei Gleichungen: 



3h 

sinif = ■ — , sm’ii 



gh’ 



sin^^ 



3kg 



>^'enn wir eine körperliche Krke constniirenp deren Seite», paarweise gcaonmea, einen Winkel s 
bilde») deren Sinus vermittelst der ersten der drei vorstehenden Gleirhungen durch die Coefßcienten der 
Gleichung (a) bestimmt ist) so bestimmen sich) wenn diese Gleichung swei gleiche Wuraeln 
hat) die Neigungs-Winkel je zweier der Seitenflächen der Erke gegeneinander vermittelst der xwriten 
der vorstehenden Gtrlchmigen und die N'eigungs-lVinkrl der Meilen gegen die gegenubertiegenden Seiten- 
flschrn vermittelst der dritten dieser Glricbungen durch die Coerflrienfen der Gleichung (a). 
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Schrei^o vir die letzte Qleieliiing, nacli Aulogle des FriUierD, in folgmder Weise: 
(cos’f-+-cos*f'+eos’r")* — 87cos’cos*4'cos'j" = 0, 



so sehen wir dass, , umgekehrt^ ein Rotations-Ellipsoid nur sulche gleiche zngeordnele Durchmesser 
hnhen kann, die gleiche K inkel mit einander bilden. 

Es sei, intern wir a’ nehmen, hierbei aber unentschieden lassen ob oder 



+ _ 1 



(«) 



die Gleichung des Rolations-Ellipsoids; dann gehen die Gleichungen (10) und (12), welche die- 
jenigen Kegelflächen darstellen, die bezüglich von den gleichen zngeordneten Durchmessern der , 
Fliiche gebildet und von den durch sie bestimmten zugeordneten Durchmesser-Ebenen umhüllt 
Verden, in die folgenden über: 



xi-l- yi 8^1 

a* 7* 



_ n 

a‘ 27^ 



(23) 

(W) 



Diese Kegel-Flächen sind also Rotations-Flächen, welche mit dem EUipsoid dieselben Rotations- 
Axen haben, und dieses folglich in zwei Kreisen schneiden. 

Stellen vir insbesondere die Gleichung (23) mit der Gleichung (22) zusammen, so erhallen wir 
nnmittelhar für diejenigen Kreise, in welchen die Fläche von Ihren gleichen zugeordneten Durch- 
messern geschnitten wird, 

z» = '/S7», 

= y,a% 



fOTBCr aus (13) zur Bestimmung der von je zwei derselben gebildeten Winkel 



cos*« = 




g* — 7* 



(85) 



Um drei gleiche zugeordnete Durchmesser der Rotations-Fläche (22) zu erhallen, brauchen wir 
also nur auf der leicht zu bestimmenden Kegelfläche drei solche Seilen zn nehmen, welche mit ein- 
ander gleiche Winkel bilden, oder welche, mit andern Worten, die eben bestimmten Kreise in den 
drei W'inkclpnncten eines eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks schneiden. Für die Länge der 
Seiten eines solchen Dreiecks ergibt sich aus dem Radius des Kreises, dem es eingeschrieben ist, 
" 1^2, und hiernach zur Bestimmimg von «, als desjenigen Winkels, der in einem Dreiecke von 
zwei gleichen Seilen ^2a'^ + y‘ eingeschlossen wird und der dritten Seite a F^2 gegenflbersteht, 
in Vebereinstimmung mit der Gleichung (23): 



cos« = 



o* — 7* 

2a’-)-7' 



Zugleich ist ersichtlich, dass wir im letzten Ausdrucke der eben angezogenen Gleichung das untere 
Zeichen dann nehmen müssen, wenn wir bei der Bestimmung von « solche Erstreckungen der gleichen 
zugeordneten Durchmesser wählen, welche demselben derjenigen beiden Doppel-Kegel, die im Mittel- 
pnnete der Fläche zusammenstossen, angehüren. Der so bestimmte W inkcl « ist hiernach ein spitzer 
oder stumpfer, je nachdem die Aequatorial-Axe kleiner oder grOescr als die Rotations-Axe ist. 



* 
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Dirjenigrn beiden Kreise, in welchen dan Rotations-Ellipsoid von seinen gleichen rageordneten 
Durchmessern geschnitten wird, bestimmen eJnen geraden der Fläche ciogeschriebenen Clünder. 
lieberhaupt lassen sich dem FUipsoide solcher Criinder unendlich viele einschreiben, deren Basen in 
der Fläche desselben liegende Kreise sind: von allen diesen Cvlindem hat der eben bestimmte den 
griissten Inhalt. Nehmen wir Tür die Hohe irgend eines der fraglichen Cvlinde^Sr, so kommt 
für das Ouadrat des Radius seiner in der Fläche liegenden Kreis-Ba.sen 



und fSr seinen Inhalt, den wir C nennen wollen, 



DilTercnliiren wir, so ergibt sich 



c = w(rl^). 







(r’ - 3i»), 



d«C _ Ifcca’a 
dz* ' 



wonach der fragliche Inhalt, wenn wir wie früher 

2 = yyvr 



setzen, ein tnaiimuai wird und gleich ist: 

4 

3 k'a 






Vir sehen hieraus, dass der Inhalt des Cvlinders sich zu dem Inhalte des Ellipsoids wie 1 : 3 

verhält Jeder der heiden Rutations-Kegel, deren Spitzen im Mittelpuncte der Fläche znsammen- 
stossen und von den gleichen ziigeordncten Ourchmessern gebildet werden, haben den sechsten Tbeil 
des obigen Ausdruckes zu ihrem Inhalte.*) — 



Wrna wir dk all^^nwinen Klidiea sweiler Onlmin;;, in der V'oraMsspUuax;, dtM die drei Ctfordinalen« 
AxeN Winkel ty t'* mit einander bilden durrh die Glaickun|': 

x*+/'+z* = 

darKlclIen, »o findet aicb in dieser (aieichuiif; eine ribcntihlicT* Censtanle, weil «n den vecha Conatanlen, 
\on wrldhen die laXge des Coordiiiaten-SyatemH überhaupt abbingt, jene drei Winkel und x iioeh biuxu» 
humuicn. Die der drei Coerdbateu-*Axe jecgeii die Fläche kann also keine aiiascblieaslirhe sein* 

Vun den neun Coiuitardcn einer Fliehe aweiler Ordnunc und C'lasse kommen seeha auf die l.agen- 
Brotimmunjc derselben und die drei übrigen auf die Bestimmung Ihrer Natur. Wenn eine Fläche sieh 
partirnlarisirl; so hängt «e von weniger als neun (roiistanlen ab, und dann ist in erwägen, welrbe Con- 
stauten diese Partirularisation beirifTt. Kine Uoialiuiix-Fläche hängt nur van sieben Constanten ab, von 
den beiden ausgefallenen Constaiiten kommt nur rltie auf die Natur der Fläche, der Bedüignng entspre>> 
chciid, dass awei .\xen derselben einander gleich sind, Hie Constanlrn der Izige redueireu "Ick also auf 
so das» es keine drei Cuordinaten^Axen mehr geben kann, die eine au aschliessHche Lage zur 
Fläche haben. Hie ronstanten der Lage zerfallen wieder in kwel Gruppen. Im AllgemeineD be-^ 
stimmen die drei Cimslanlen der einen Gruppe die Coordinaten eines Piinctes, welcher zu der Kläcke eine 
atissettlieHslicbe Lage hat, und die drei Coiuhiatcn der andern Gnip(ke die Hichlungen dreier durch dicam 



b 
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177. Dio vorstehenden F.rilrterungcn \t Qrden eine Lücke Hihlbar lassen , wenn wir nicht , die 
beiden n>'prrboIoidc ins Auge fassend, das Kntsprechende anfsueben wollten. Wir linden dies«, 
wenn wir einmal die zugeordneten Durchmesser des Ellipsoids durch Asvmptoten der Hyper- 
boloidc, das andere Mal die ziigcordnetcn Durchmesser-Ebenen des Ellipsoids durch Tangential- 
Ebenen des Asymptoten- Kegels ersetzen. 

Nehmen wir erstens drei beliebige .Ass inptoten eines gegebenen ein- oder zweischaligen Hyper- 
boloids, das heisst, irgend drei Seiten des Asymptoten-Kegels desselben, zu Coordinaten-Axen, so er- 
holten wir Tür die (ilcichung der Flüche, die folgende sich selbst rechtfertigende’ Form: , 

ciy-|-bxz-f ayz = abc, a 

oder ancli 



^ + + 1 . 

ab ac bc 



0 ) 



Wir können sogleich an diese Form die Unterscheidung der beiden .Arten von Hyperboloiden 
anknUpfen. Die Durchschnitts-Curven in den drei Coordinaten-Ebcnen sind Hyperbeln und die drei 
Coordinaten-Axen, {vaarweise genommen, die Asymptoten derselben. Nehmen wir die positive 
Richtung dieser .Axen. snmmtlich, vom .Mittelpnncte angcrechnct, auf demselben der beiden in diesem 
Puncto znsammenstossenden -Asymptotcn-Kcgcl, so liegen in dem Falle der zw eischaligen Fläche 
die Durchschnitts-Hyperbeln innerhalb der von je zwei der positiven und je zwei der negativen Axen- 
Erstreckungen gebildeten Winkel, in dem Falle der cinschaligcn Fläche innerhalb der Neben- 
winkel von diesen. Im ersten Falle sind a, b, c sänirotlich reell und wir können sie überdicss als 
positiv betrachten; im zweiten Falle sind a, b, c, weil die Productc je zweier negativ sein müssen. 



Pnnct gehenden jFpndeii Linien (oder Ebene«), die ihrerseits wieder eine auir^chUc.'>ü1kho Bexiebung *ur 
Flüche lubcn. Bloss die l'onstsntcti der ersten Groppen erhallen andere Werthe, AA'cnn die Flache, parallel 
mit aich selbst, rortruckl. es ander« sieh bloss die Conslanten der xweiten Gruppe, wenn die Flache um 
den fraglichen Pnrirt sich dreht. Ein Rotations-Ellipsoid hat seinen ausgexeichacten Punct liehallco (den 
Mittelpnnct) aber nicht mehr drei aiisgeEeklinclc Richtungen, die durch diesen Punrt geben (nicht mehr 
drei bestimmte Axcii-Richlnngen), Harum also — weil nemlicb eine l.ageii*Con$tantc der Kweiten Gruppe 
rchlt — kann kein Coordinaten-System geben, dem au-sscblicfislich eine bestimmte Gleichung ent* 
spricht, lukndem, ohne dass diese Gleichung sich ändert, kann das Coordinatcn-Sysiem sich drehen. Dies« 
gilt insbesondere, wenn wir, den Entwicklungen des Textes entsprechend, die Fliehe durch folgoude 
Gleichung darstellen: 

a'+y'4->=^ = *®, 

in welche die eine der beiden Constanlea, von welcher die \alnr der Flache abliangt, in der Annahme 
des von je zwei der drei Coordinaten-Axen gebildeten Winkels ^ zu suchen ist 

Die Kugel hat x'on ihren Constantrn der Lage nur die der ersten Gruppe behalten $ darum sind je 
drei auf einander senkrechte Ourchincsscr drei augeordnete Axen derselben. 

Ein Paraboloid hat simnitliche Constante der Lage behalten. Ein Cyliodcr hat eine Lagen-Conslante 
der ersten Gruppe verloren, boxichen wir denselben auf ehi beliebiges Coordinaten-System, so kann also 
dasselbe, parallel mit ticli selbst, nach bestimmter Richtung fortrücken, ohne dass die Gleichung des 
Cylindcrs sich ändert. 

Die Wichtigkeit solcher Erörterungen, die gOAvisaermaassen die Metaphysik der Geometrie bilden 
und zeigen, wie abstracto Zahlen die letate Grund-Bedingtisg ihrer Resultate aiad, lasst sich nicht ver- 
kennen. Mehr als bloss anxndeuteo^ würde hier nicht an der Stelle aein. 

30 



Digitized 6y Google 




234 



Pläclien zweiter Ordnung und zweiter Clas$e. 



imaginäre Grossen. Dem cmsprcthcnj wollen wir die vorstehende Gleichung (1), indem wir dntth 
a, b, c immer reelle und positive Constanlen bezeichnen, durch die folgende Doppel-Gleiehnng ; 



ab 



iz . V* 

H — 

nc bc 



1 , 



(«) 



in welcher das obere Zeichen für das zweischalige und das untere Zeichen für das cinschalige 
Hvpcrboloid gilt, ersetzen. 

Da die Coordinaten-Azen beliebig-, aber auf dem Asvmploten -Kegel liegend, angenommen 
«erden, so hängt ihre lUchtung nur von drei Consinnten ab, während drei Conslanlc auf die Bc- 
* Stimmung des Miltelpiinctes der Flüche kuinmen, und hiernach durch a, b, c Art und Dimension 
derselben bestimmt werden. \\ eiin also die Richtung der zu Coordinaten-Axen genommenen Asvniptoten 
eines gegebenen Hspcrboloids gegeben ist, so sind die letztgenannten Constanten dadurch vollkommen 
bestimmt, und diese Constanten erhalten andere W erlhe bei einer andern Wahl dreier Asvmptoten 
zu Coordinaten-Axen. Zwischen den drei willkührlicheu Constanten, von welchen diese Wahl der 
.Asvmptoten abhängt und den M erthen der fraglichen drei Coustauten a, b, c müssen also drei Dc- 
dingungs-Glcichungcn bestehen, entsprechend den drei Gleichungen (I) der IGÜ. \ummcr, zwischen 
denjenigen Constanten, von welchen die gegenseitige Richtung itnd die Griissc irgend dreier zuge- 
ordneter Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung abhängig ist. 

• 

171:^. AAir wollen zunächst die Gleichung: 

T + - + f = *- 

ab ac bc 

die ein zwcisclialiges Ilvperboloid darstellt, discutiren und die Bedeutung ihrer drei Constanten 
nachwclsen. Die Gleichungen 

xj = ab, xz = ac, J* = bc, (3) 

stellen, wenn wir von der jedesmaligen dritten Dimension abstrahiren, die Durchschnitts-Hvpcrbeln 
in den drei Coordinalen-Kbcnen dar. Wir sehen hieraus, dass, wenn wir eine Ebene construiren, 
welche von den Coordinaten-Axen bezüglich die Segmente 2a, 2b, 2c abschneidet, die Durchschnitts- 
Linien dieser Ebene mit den drei Coordinaten-Ebenen, die fraglichen drei Hvpcrbcln berühren. Sie 
bilden ein Dreieck, dessen Winkeipnnctc auf dem .Asvmplotcn-Kegel liegen und dessen Seiten die 
eine Schale des Hvperboloids berühren. Die Gleichung der Ebene dieses Dreiecks ist hiernach die 
folgende: 



*) Für die fraglichen drei nurtlischnina-Hyperbeln (3) ergebet» »teil »n Plan-Coordinalen unmiltclbar die 
folgenden drei Gleichungen: 

4abtu = 4actv = w’, 4bcuv = w’, . 

die gleirbteitig befriedigt werden, wenn wir 



, ±1 ±1 ±1 

t = -r-, v = 



2a ’ ~ 2b ’ 2c 

aetsen, und hierbei die obern und die untern Voneichen stiKaBmeaDcbmen. Die beiden durch ^e vor- 
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Die Gleichung der Fläche wird hcfriedigl, wenn wir 

X =: a ) = b 2 = c 

setzen. Für die Tangcnlial-Kbcnc in diesem Funde ergibt sich 

X . J . * _ , 

a 1^3 b 1^3 c ~ ’ 

wonach diese Ebene von den Coordinaten-Axen die Segmente aV'S, b t^3 und c abschneidet. 

Die fragliche Tangential-Ebene ist also der Ebene des die Fläche berührenden Dreiecks parallel ; 
die beiden Ebenen bestimmen sich gegenseitig dadnreh, daa.s diejenigen Segmente, welche sic von 
den Coordinaten-.Vxen abschneiden, und also auch ihre Abstände vom Mittclpunctc der Fläche sich wie 



verhalten. Jeder Tangcntial-Rbenc entspricht also eine, hiernach leicht zu cunstrnirende, ihr parallel^ 
Ebene, welche die Fläche und ihren Asrmptoten-Kegel in zwei E^llipsen schneidet, die eine solch« 
gegenseitige I.age haben, dass alle Dreiecke, welche sich der einen umschreiben lassen, zugleich der 
andern eingeschrieben sind ; denn nach einem bekannten Satze der ebenen Geometrie gibt es solcher 
Dreiecke, wenn deren ein einziges c.vistirt, unendlich viele. Im vorliegenden Falle, wo die beiden 
Ellipsen ähnliche sind und eine cuticcntrischc Lage hüben, wonach sic als orthographische Projec- 
tioneii zweier kreise anzusehen sind, ist der Inhalt aller solcher Dreiecke derselbe. Durch die drei 
M inkelpunctc jedes derselben sind drei .\svmptolcn des Hyperboloids bestimmt; nehmen w ir diese, 
von welchen wir eine nach dem \'orstelicnden von Vorne herein wUlkuhrlich annehmen können, zu 
Coordinatcn-.kxen und nenifen w ir ihre .Abstände vom Mittelpuncte der Fläche 2a, 2b, 2c, so können 
w ir diese durch folgende Gleichung darstcllen; 

j. ” j. — f !-\ 

H 1- -T~ = I. (o) 

ab ac bc 

Die drei zu Coordinatcn-.k.ven genommenen A.svmptoten wollen wir zugeordnetc nennen, und 
die drei Constanten a, b, c zngeordnetc Asymptoten-I.ängcn. 

17U. Um die llalb-Axen-Ouadrate des durch die letzte Gleichung dargestelltcn zweischaligen 
llvpcrboloids zu bestimmen, brauchen wir nur zn der Gleichung (5) der 171. Xummer zuriiekzu- 
gehen, und in dieser Gleichung , 

A = A'=A"=0, li" = -i-, B'=— , lt=-L, 

2ab’ 2ac 2bc 

zu setzen, wonach 

~ la’b'c“’ - ~ 7 ( gl i,T + )> 



•Po. = — 



4.v° bc ’ 



W.,=- 



»Irhetulfn CoordinMiMis-Wrilhc bf'tiiinmlei'i Kbcncn^ ivclclie i^lftchicüig die drei liyperliein bcrührtiip 
werdro in Pimci-CoordiiiBten durch die Düppel-Gleichung 






d«rgc»tetU. 
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Alsdann kommt: 

r* + (a’+b^+c’— Zabcost" — 2ac cost'— 2bc cost J r* 

— 4 abc (asior'sinc"cos^ bsint sin£"cos^'+ csin« sint'cos^“ r ’ 

— 4a’b''c’sin’£sin’d = 0. (6) 

Dies« Gleichung liefert uns sogleich die in der 177. Xumnier bereits angedeuicten drei Rela- 
tionen zwischen den drei zugeordneten Assniptotcn-Lüngcii und denjenigen Winkeln, welche die drei 
Asymptoten mit einander bilden. £s ist nemlich 

, a’+b'“-}-c’ — Zaheose" — Zaccost' — Zbccose = g, ( 7 ) 

— 4abc(a8inE'8in£"cos44-bsinesint"cos^'+csine sim'cos^") = b, (8) 

— 4a''‘b‘'c’sin’£sin’A = k, (9) 



wobei, fiir ein gegebenes Hyperboloid g, h und k unverändert dieselben Werthe behalten, wie wir 
auch die Gleichung (5) mit einer andern von derselben Form vertauschen mögen; und zwar sind 
diese drei M erthe, w enn wir die reelle Halb-Axc der Fläche a und ihre beiden halben Neben-Axen 
ß' nnd f“ nennen, bezüglich gleich 



Die geometrische Deutung der Gleichun'g (7) gibt den folgenden Satz: 

ln allen so leben dreiseitigen Pyramiden deren Seiten in dem Asymptoten- 
Kegel liegen nnd deren Rasis einer Schale des Hyperboloids umsebrioben ist, 
ist die Quadrat-Summe der drei Seiten, weniger der Q uad rat-S nmme der drei 
Seiten der Basis constant und zwar gleich ( — 4g). ^ 

Wenn der Asy mptoten-Kegel sich wenig öffnet, so ist offenbar g negativ und also die erstge- 
nannte Quadrat-Summe die grössere. Wenn u m den Asymptoten-Kcgel sich rechtwinklige körper- 
liche Ecken beschreiben lassen, so verschwindet g (llö) und also sind dann die beiden Quadrat- 
Summen einander gleich. Da die Gleichung (S) eine positive und zwei negative M'urzeln hat, so 
ist wenn g negativ bt auch h negativ. Dinser letztere Cocfficicnt ändert sein /eichen erst später 
nnd geht dann erst durch Null, wenn der Asy mptoten-Kegel sich so weit öffnet, dass in denselben 
sich rechtwinklige körperliche Ecken beschreiben lassen (114). Dieser Fall wird durch folgende 
Bedingungs-Gleichung characterisirt : 



acos 

sine 



i , bcosd 
■ : — 7 

sine' 



c cos 



= 0 , 



( 10 ) 



die insbesondere befriedigt wird, wenn die Winkel i, 4" und mithin auch die Winkel e, i\ i“ 
rechte sind. Je drei auf einander senkrecht stehende Asymptoten der durch die vorhtehendc Glei- 
chung particularisirten Fläche, sind zugeordnetc. 

Für das Quadrat der Basis der eben betrachteten Pyramide, die wir, der Kürze wegen, hier die 
eingeschriebene Asym ptoten -Py ramid e nennen wollen, erhalten wir, wenn wir erwägen, 
dass die Seitenflächen derselben bezüglich gleich sind : 

Zabsim", Zaesüu', Zbesine, 

den folgenden Ausdruck (168); 

(2absint")'^-)-(2acsin£')t-r(Zbc8int)’-fZh 

und somit erhalten wir als geometrische Deutung der Gleichung (8) den folgenden Satz. 
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In allen eingeschriebenen Asy niplot cii- Pvraniiden ist die Quadrat-Summe der 
drei Seitenflächen, Mcniger dem Quadrate der Basis constant und gleich ( — 8h]. 

So lange der Asymplulen-Kegel sich nuch nicht soweit öGTuet, dass in demselben eine recht- 
winklige dreiseitige Ecke sich beschreiben lässt, ist die Quadrat-Summe der drei Seitenlläclicn die 
überwiegende; wenn dicss Statt finden kann, so ist diese Summe dem Quadrate der Basis gleich; 
üffnet der Kegel sich weiter, so ist dieses grösser als jene.*) 

Die geometrische Interpretation der Gleichung (8) gibt unmittelbar den folgenden Satz. 

Der Inhalt aller eingeschriebenen .\symptoten-Py ramiden ist constant. 

Für diesen Inhalt finden wir 

-*abc sine sind = 

und da (117) der Inhalt des durch eine beliebige Tangential-F.bcnc von dem Asymptotcn-Kegel der 



7C 

Fläche abgeschnittenen Kegels gleich ist — «(!'}'', so verhält sich der Inhalt jener .Asymptoten- 

d 

PyTumide zum Inhalte eines solchen abgeschnittenen Kegels wie: 



2 : rr. 



Für den Fall des einschaligcn Hyperboloids 



XV xz vz 
-e. .1 

ab ' ac be 



(II) 



dessen Gleichung aus der Gleichung des bisher betrachteten zw eischaligen Hy perboloids dadurch 
hervorgeht, dass wir a, b, c mit a ^ — 1 , b ^ — 1 , c ^ — 1 , oder a, b, c vertauschen — woraus er- 
sichtlich bl, dass die drei zugeordneten Asymptolen-Längen imaginär werden — : bestehen alle bb- 
herigen analytischen Entwicklungen, wenn wir auch in diesen die eben angczcigten V'crtauschtingen 
vornehmen. Es kommt abo: 

— (_a^+b^-\-c^ — ^2aicose"— 8occost'— 2Äccosf) = g (12) 

— baic(osinE'sin£"cos^-i 4sine sin£"cos^'-i-rsinfsine'cos^") fc: h, (13) 

. da’i’e'sin’csin’d = k. (Id) 



*3 iku»rühriidi dLicutirte Gleichung 

4- hr'^-l“k = 0, 

deren Wurzeln die drei llaIb>Axcn>Qutdra(e der durch die allgemeine Gleichung ikveilcn Grade« in 
PuncU oder Plan-Coordioaten dargestclhen Fliehe sindy bietet die folgenden acht vemchiedenen Falte In 
Bciicliting auf die Vorzeichen der Wertbe ihrer Cocfficienten; 

_) 1 — I -1 h + III H 1- ' -HH H' 'H 

II -I--H IV -f -f VI -I vni. 

Dicaen acht Fillen cntKpreehcB cbarakterUtitücbc Unteracheidiingen der Fläche. Die Combinationeii I und 
li beziehen aich auf das reelle und imaginäre Ellipsoidy die Combinationea llfp Vf VII allf das cinscbaligc, 
die CunbinalioDen iVp Vly VllI auf das zweischaligc Hyperboloid. In den Fallen lll und IV öRnct 
aich der AaymploteD-KegcI ao weit, daaa er eine rechtnrinklige Fckc ln der Art urasrhliessen kann, das« 
die drei Kanten der Kche ganz innerhalb desselben liegen; in den Fällen V und VI findet diese zwar 
nicht mehr Statt, aber er öffnet sich doch nocli so weit, dass er die drei eine solcbc Kcke bildenden 
Ebenen gleichzeitig schneiden kann, in den Fällen VII und Vlll öffnet er sich auch so weit nklit mehr^ 
so dJksa er ganz innerhalb einer rechtwinkligen Ecke liegen kann. 
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Nor die geometrische Deutung wird eine andere. Es gibt keine Dreiecke mehr, die zugleich der 
Fläche um- und ihrem .\svmptolen-KegeI eingeschrieben sind, dagegen aber gibt es Dreiecke, die 
umgekehrt der Fläche eingeschrieben und ihrem .Aermptoteu-Kegel umschrieben sind, in der Art, 
dass die drei zugeordneten As>mploten, die früher durch die Eckpuncte des Dreiecks gingen, nun 
durch die BerUhrnngspuncte auf den Seiten desselben gehen. 

Der A.srmptuten-kegcl der Flüche (9) wird durch die folgende Gleichung 

xr xz \z 

. — --i 1- = 0 

ai ac bc 



dargestelll, und hiernach erhalten wir für die Gleichungen derjenigen Ebenen, welche denselben auf 
den drei zu Coordinalcn-Axen genommenen zugeordneten .\s_»niptotcn berühren, die folgenden; 



-•- + - = 0, 1 + 1=0, 

b e a c 



X . V 

" + t = “• 

a b 



Diese drei Tangential-Ebenen schneiden die durch folgende Gleichung 



1 + 1 + 1 = 1 

a b c 



(15) 



(16) 



dargeslelllc Ebene in den Seiten eines Dreiecks, die offenbar den A$>mplulcn-Kegcl berühren und 
von dem wir behaupten, dass cs der Flüche eingeschrieben ist. Um diese Behauptung zu rechtfer- 
tigen brauchen wir bloss zu bemerken, dass je zwei der Gleichungen Ct5) gleichzeitig mit der 
Gleichung (1 1) und der Gleichung der Fläche (.6) befriedigt w erden.*) 



« 



e> Wir geUnjcen zu cUesem Resultate durcli rolgemle Erwägtlug. Oie Gleictiung 

— +— + —=>! 

^ ab ac ' bc 

htfilt; wptm >vir für x riAcbcinxiutcr alle niüj^licheii posiliven imd ncj|;ativcrt >Vcrfhe nehmeut alle mög- 
lichen auei- und clnschalijEcn llj pcrbotoidc dar^ welche dteftelbeti drei au^eordueten Axymptolcn haben, 
.nd deren drei ent«prerhcndo (reelle oder imaginäre} Asymptolen-Lan^cn unter einander ein gc'^ebcnea 
Verhaltnias habeo. Orii LVber^an^ xAtischeu beiden Arten von Hyperboloiden bildet, x gleich Xull ent- 
•sprcchend, der ihnen ifemeiimcbafUirbe As> inploten-Kc|^el. Alle dies« Fliehen werden von einer he- 
iebigen Kbene in ctincenlrtKchen, ibnlirhen und ähnlich liegenden Cur\eii j*eschnit(eii. Nehmen wir für 
die schneidende Ebene 





C 



= 2 , 



((*) 



fro ffind dieae Cnrven Kllipaeti, deren Dimriutonen aiinetiBiena wenn x vermindert wird. Für x = I und 
X = 0 erhalteii wir awei Ellipsen von der Art, dass steh ein Dreieck der enden iimschrcibcn lisat, das 
der xweiten rinxesibricben ist (17>^). Wir kuuneii endlkh einen negativen Werth von x so bentimmen, 
dass wi^ eine dritte Kilipee erhalten, deren Dinirnnionei] von der Art sioil, dans ihr ein Dreieck ein|^- 
•^rbrieben ist, dessen i$eUtti die xweite Ellipse in den Wiukcipmiclen des cralen Dreiecks berühren. Es 
findet dies» bekanntlicli dann Statt, wenn die Dimensionen der awxtteii KUip«e mittlere Proportionalen 
.^wischen den DiinenwioneD der ersten und dritten Ellipse aind. IHese Bedingung, wobei wir die drei 
Kilipsrii ancli mit Uirm Projectioiicu auf eine beliebige Ebene vertanaclien kühnen, |pib( x = — 4. 

Eliminiren wir nemtich xnisehen den beiden CileUlningeii (a) und (b). so konmt: 
c 
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Die geumcirische Interpretation der Gleichungen (10) — (12) gibt hiernach den folgenden Satz. 

Wenn man in ein einschaliges Hyperboloid irgend ein Dreieck beschreibt, dessen Seilen den 
Äsj'mptoten-Kegel desselben berühren, so bestininicn die drei ncriihrungspanctc auf diesen Seiten die 
Eckpnncte der Basis einer Pyramide, deren Spitze in den Mittclpunct der Fläche fällt. In allen 
solchen Pyramiden ist constanl: 

1. die (Juadrat-Sumnic der drei Seiten weniger der Ouadrat-Sumnic der drei Seiten der Basis 
und zyvar gleich (g), ferner 

2. die Quadrat-Summe der drei SeilcuOächcu weniger dem Quadrate der Fläche der Basis und 
zwar gleich ( — Jh) und endlich 

3. der Inhalt und zwar gleich (Jj 

Fän Dreieck, welches einem cinschaligen Hyperboloid eingesebricben und dem .\symptutcn-Kegcl 
desselben umschrieben ist, hat einen viermal grossem Flächen-lnhalt als dasjenige, welches von den 
drei BerQbningspnnctcn auf den drei Seilen desselben gebildet wird nnil die Basis einer der eben 
betrachteten Pyramiden ist. Hiernach schliesst sich an den letzten Theil des vorstehenden Satzes 
der folgende. 

Alle Pyramiden, welche zur Basis Dreiecke haben, die einem gegebenen cin- 
sehaligen Hyperboloid eingeschrieben sind und deren drei Seiten-^bcneii den 
Asymptoten-Kegel desselben berühren, haben gleichen Inhalt (J P'k). 

ISO. \cben den in den letzten Xumniem discutirten Gleichungen stellt sich in dcui Systeme 
der Plan-Coordinaten die folgende Doppel-Glcicbung von ganz entsprechender Form: 






at« Gleichung der Projection der beaügliclieo Durchaehaitta-Cury-e auf die Ebene \Y. Für daa Product 
der beiden HaJb-Axen ftnden fvir, indem wir 




teUe^n (173): 



O.a siue" 2absine'' ,, 

— i Ä — •— =^.0 — 

3V-3- 



Von den drei Werlben, die der vorsiebende Ausdruck erbiItT wenn wir nach einander x = 1, x == 0 
und X zz — 4 selxen, ist dss Qusdrat des xweilen dem Producte des ersleu mid dritten jcieicb. Selxen 
wir X = 4» so entsprechen die Gleiebungen (s) und (b) den Gleichungen (11) und (14) des Texte.i. 

Wenn ein einschaliges Hyperboloid gegeben ist, so gibt es im Allgemeinen zwei Ebenen, die einer 
gegebenen Ebene ptrxUcl sind, und Dreiecke enthtllen, welche xugleldi der Fliehe ein* und dem Asym- 
ptotcn-Kegel umschrieben sind. Diese Ebenen sind reell, wenn die gegebene Ebene den Asyraptoten-Kcgcl 
io Ellipsen schneidet, und dsnn leicht xu consfruiren. Wir brauchen hierzu nu/ in dieser EUipsc irgend 
einen Halb-Diirchmesser xu ziehen, diesen um ein gleiches Stück über den t'mfang derselben hinaus xti 
verlingern und durch den F.adpunct der Verlingerung und den Mittclpunct der Fische eine gerade l.iuie 
ftu legen. Diese gerade Linie schneidet die leUlerc, in zwei, gleich weit vom Mittelpiincle sbstehenden,^ 
den beiden xu construirenden Ebenen aiigeliürenden Puncten. K» beruht diese ronsiracilon suf dem be- 
kannten Satze, dws jede dieser Ebenen die Kliclie in solchen zwei ilwlirbeo und concentrischen F.llipsen 
schneidet, deren lineare Dimensionen, weil die obigen Dreiecke einer dieser Ellipsen eingrschrieben and 
der aaderu uauebrieben sind) sich wie 2 : 1 verhsKcn. 
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abtu + nclv+bctiT = db"'”. (1) 

Diese Doppel-Gleichung stellt Flüchen zweiter Classe dar; deren Millcipnnct in den Anfongspunct 
der Coordinaten rülll. Sie wird befriedigt wenn, gleichzeitig mit w, zwei der drei übrigen Coordl- 
naten t, u und v verschwinden; die Cuordinaten-Ebenen berühren also den Asvmploten-Kcgel. Cm 
hiernach überhaupt eine livperbolische Flüche durch die vorstehende Gleichung darzustellcn, brauchen 
wir nur irgend drei Tangential-Ebenen ihres .’Vsvmptoten-Kegels zn Coordinaten-Ebenen zu nehmen. 
Die vollstündige Desliimnung dieser Ebenen hängt also noch von drei willkührlichen Constanten ab 
und nachdem diese beliebig angenommen worden sind, erhalten für eine gegebene Fläche a, b, c 
vollkommen bestimmte M erthe. 

Indem wir, nach einander, jede der drei Veränderlichen v, ii und i gleich Xull setzen, kommt 
abtu = ±w*, actv = ±w^, bcitv = ±w». (8) 

Diese drei Gleichungen stellen drei in den drei Coordinaten-Ebenen liegende Hyperbeln dar, und 
zwar sind diese Hyperbeln diejenigen, welche wir erhalten, wenn wir, parallel mit den drei Coor- 
dinaten-Aven, die Flüche auf die drei gegenüberstehenden Coordinaten-Ebenen projiciren. Für den 
Fall des zw cischaligcn Hvperboloids fallen diese Projectionen innerhalb des Asv mptoten-Ooppel- 
kegels, für den Fall des einschaligen ausserhalb. Demnach stellt die Gleichung (1) im Falle des 
obern /eichdns ein zweischaliges, im Falle des untern Zeichens ein cinschaligcs Hvpcrboloid dar. 

Wir wollen erstens wieder die zwrischalige Fläche, in deren Gleichung; 

abtu -f- actv -f-bcuv sw’, 

wir a, b und c als positive Constanten anschen, näher betrachten. Dann erhalten wir für die 
Gleichungen der projicirenden Cylinder, den l’rojcctionen (2) entsprechend, unmittelbar die folgenden : 

vy ■= jab, xz = ’ ac, . jz = |bc. 

Diese Gleichungen werden gleichzeitig befriedigt, wenn wir 

X = Ja, j = }b, z = Je 

setzen, ln dem durch diese Coordinaten-Werthe bestimmten Puncte schneiden sich also die drei 
Cylinder, oder, mit andern Worten, durch diesen Punct lassen sich drei, den Coordinaten-Axen 
parallele Tangenten an die Fläche legen, welche eine Pyramide bilden, deren Seitenflächen dreien 
Tangential-Ebenen des Asymptotcn-Kcgels parallel sind. Dieser Punct wird durch folgende Glei- 
chung dargestellt; 

at + bn -F cv -f- 2 w = 0. 

Die Gleichung der Fläche wird befriedigt, wenn 

at = bu = cv = w 

die bezügliche Tangential-Ebene schneidet also von den Coordinaten-Axen die Segmente a W'äj' b 
c V'j' ah. Der DcrUhrungspuncI auf ihr, hat folgende Gleichung*); 



*} lleberhaupl ergibt »ich (Kinl. 23) xur BpstijdDiung des Pole« einer gegebenen Kbeae (t'p o'j v'p tt') die 
(tieichung: 

a(bu'-f"C^O ® ^ 

wobei da» untere Zeirltcn filr den in der folgenden Nummer betrachtete Fall des cioschaligen 0)*per> 
beloid« gilt. 
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at + bu + cr + wb'3 = 0, 
ond bkrnach sind seine Coordinaten 

X = a y = b z= c 

Er liegt also mit der Spitze der eben bestimmten Pvramide auf demselben Durchmesser der Flüche. 

Oie Abstünde beider vom Mittclpuncte verhalten sich wie ' 

2 : 

wodurch sie gegenseitig durch einander bestimmt werden. Die Polar-Ebene der Spitze der Pyramide, 

' dadurch bestimmt, dass sic durch den Derülirungspunct auf den drei Seiten dieser Pyramide geht, 
ist durch die folgende Gleichung 

at+üu -1- CV+ 5 w = 0 

gegebea, und schneidet also von den drei Coordinatcn-Axen Segmente ab, die gleich sind 2a> 

2b, 2c. Die durch die Spitze der Pyramide, parallel mit dieser Polar-Ebene gelegte Ebene schneidet ‘ 

»von den Coordinaten-Axen die Segmente |n, Jb, .Je ab. 

. Die fragliche Polar-Ebene ist endlich auch dadurch bestimmt, dass sie die Flüche und den 
Asyraptoten-Kegcl in solchen zwei Ellipsen schneidet, denen Dreiecke sich bezüglich um- und cin- 
schreiben las.sen. Die eben betrachtete Pyramide und diejenige, welche durch dieselbe Ebene von . /( 

der durch die .Asymplotcn-Ebene gebildeten Ecke abgeschnitten werden, haben ncmlich zwei Drei" 
ecke zur Kasis, deren Schwerpunct zusammenfallt und deren entsprechende Seiten parallel sind und, 
wie die Höhen der beiden Pyramiden, im Verhältnisse von 1:4 stehen. Es folgt hieraus, dass wenn 
wir die Mitten der Seiten des zweiten Dreiecks zu einem neuen Dreiecke verbinden, die Winkclpuncto 
des ersten in den Mitten der Seiten dieses neuen Dreiecks liegen, so dass also dicss letztgenannte Dreieck 
zugleich der Flüche umschrieben und dem .<\symptoten-Kcgel eingeschrieben ist. 

Die Glcicliung l3) der 16f?. Plummer gibt, indem wir 

A = A' = A" = 0, r." = Jab, B' = Jac, B = jbc, 

.setzen, zur Bestimmung der drei Halb-.Aicn-Quadrate der Fläche die folgende Gleichung: 

r* — (abcos£"-t-accost'-l-bccose)r* 

— J !Cabsine"3*-l-(acsintO^"l"(bcsincy* 

-|-2absin£".acsine' . cos^-l-2absinE". bcsin£.cosi'4-2acsinE'.besin£.cos^"| r’ 

— J a’bic’sin’Jsin'*« = 0. C3) 

181. Mir wollen zweitens das cinschaligc Hygerboloid betrachten, indem wir die Gleichung 
ablu-t-actv-bbcuv = — w* (4) 

zu Grunde legen, und wir behaupten, dass alsdann eine Ebene, welche von den Coordinaten-Axen >* 

die Segmente a, b, c abschneidet, die Coordinaten-Ebenen in solchen drei geraden Linien schneidet, 
die ein dem .\symptuten-Kegcl umschriebenes, der Fläche eingeschriebenes Dreieck bilden. Um diese 
nachzuweisen bemerken wir, dass die Gleichung der Fläche (4) befriedigt wird, wenn wir etwa * 

, cv = bu = — at = w 

setzen, wonach für die Gleichung des Berührungspunctes auf der bezüglichen Tangential-Ebene 

at = w 

sich ergibt, und dieser Berührungspunct also ein auf der Fläche liegender M’inkclpnnct des fraglichen 
Dreiecks ist. 

31 
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Wir wollen eine Pyramide, welche, wie die von den drei Coordioaten-Ebenen gebildete, ihre 
Spitze in dem Mittelpnncte der FISche und ein solches Dreieck zur Basis hat, das gleichzeitig der 
Fläche eingeschrieben und ihrem Asjmptotcn-Kegcl umschrieben ist, eine umschriebene Asymp- 
tuten-Pyramide nennen. 

Die drei Halb-Axca-Quadrate der Fläche sind durch die folgende Qieichung gegeben: 
r*-i (ab cosi"-l-ac cost'+bc cost)r* 

— \ t(absint")’ + (acsinr')^-|-(bcsinE)^ 

+ 2ab sine". acsine'.cos^+2ab sin»". bcsint. cos^'+2ac sine' . bc sine.cos?")! r^ 

+ Ja’b^c*sin*dsin''e = 0. '(5) 

Wie wir auch ein gegebenes einschaliges Hyperboioid durch eine Gleichung von der Form der Giei- 
chung C-i) darstelicn mögen, die Coefficienten der vorstehenden Gleichung (3} des dritten Grades 
bleiben unverändert dieselben. Deuten wir geometrisch, so erhalten wir hiernach den folgenden Salz. 

In jeder umschriebenen Asy mptoten-Pyramide eines gegebenen einschaligen 
Hyperboloids ist constnnt: 

1. die Quadrat-Summe der dreiSciteo der Basis, weniger der doppelten Quadrat-’ 
Somme der drei Seilen (=2g), 

2. das Quadrat der Basis, weniger der doppelten Quadrat-Summe der drei 
Seitenflächen (= h), 

3. d er Cubik Inhalt C= — Jk). 

Der letzte Theil dieses Satzes findet sich schon am Schlüsse der 179. Nummer bewiesen. 

Für den besondern Fall, dass die Summe der drei Halb-Axen-Qnadrate verschwindet, ergibt 
sieh die Bedingungs-Gleichung; 

cose eosc' cose" 



und wir sehen, dass dieser Genüge geschieht, wenn gleichzeitig für e, t' und c" rechte Winkel ge- 
nommen werden können, das heisst, wenn sich dem Asymptoten-Kegcl eine körperliche rechtwinklige 
Ecke umschreiben lässt. 

Der Raum verbietet uns hier in ein grösseres Detail einzugehen. — 



S- 10. 

Bolations«Flftcben Ewcller Classe. Rotatlons-Keifel) die einer 
Flftclie Bweller Clasete umschrieben sind. 

ISS. Wir haben bereits in der 154. und 155. Nummer, die Bedingungs-Gleichungen entwickelt, 
unter welchen die durch die aiigemeine Gleichung in Pian- Coordinaten dargesleille Fläche eine 
Rotations-Fläche ist. W ir wolien jetzt, von einem andern Gesichtspunctc ausgehend, nochmals hier- 
auf zurückkommen, in ein näheres Detail eingehen, und neue Betrachtungen anknüpfen. 

Es sei 

At-J-|-A'n'-fA"v*-f-2B"tu-f2B'lv-f2Buv-t-2Ctw-f8C'nw-l-SC"vw-fw» = o (1) 

die allgemeine Gleichung der Fläche. Soll diese Fläche eine Rotations-Fläche sein, so lässt sie sich 
auch durch eine Gleichung von folgender Form ausdrücken : 
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(x'l+>'u+z'v+w)(x"t+}"u+z"v+w)— p^O’+n’ + v’) = 0. («) 

Es folgt dioss, indem wir zugleich berücksichtigen, dass diese Gleichung die iiothwendigen sieben un- 
abhängigen Constanten enthält, aus den oben erwähnten ßedingungs-Gleichungen und zugleich stellt 
sich in Folge der frühem Erörterungen heraus, dass alsdann die beiden Punctc (x', y‘, z') und (x", 
t", z'O, welche durch die folgenden beiden Gleichungen dargestelll werden: 

x't-l-v'u-fz'v-f-w = 0, 

’ x"t-f )"u-i-z"v-|-w = 0, 

zwei Brcnnpnncte der Fläche sind, und dass p den Radius desAequators bedeutet. L'ebersetzen wir 
hiernach die Gleichung (8) in die Sprache der Geometrie, so ergibt sich, indem wir erwägen, dass 
. durch die Ausdrücke 

x't -i-)'u4-z'v-i- w x"t-|-r"u-f-z"v-|-w 
"Fo^+ü^-rv’) ’ 

die von den beiden Puncten (x', y', z') und (i", y", z") auf irgend eine beliebige Ebene (t, u, v, 
w) der Fläche gefällten Perpendikel gegeben sind, der Satz, dass das Product der von den beiden 
auf der Rotaliuns-Axe liegenden Rrennpuncle auf beliebige Ebenen einer gegebenen Rotations-Fläche 
gefällten Perpendikel dein tjuadrnte des Radius des Aequalors gleich ist. Uie beiden Brennpuncte 
können reell und imaginär sein, im erstem Falle ist die Fläche, wenn sie überhaupt reell ist, ein 
verliingertes Sphäroid oder ein zw eischaliges Hyperboloid, im zweiten Falle ein abgeplattetes Sphäroid : 
oder ein einschaliges Hyperboloid, .\ndrerscits ergibt sich dieser Satz unmittelbar aus dem ent- 
sprechenden Satze der ebenen Geometrie, dass dos I’roduct der beiden von den Brennpnncten einer 
Axe einer gegebenen Ellipse oder Hy perbel auf beliebige Tangenten derselben gerällten Perpendikel 
constant und dem Quadrate der halben andern Axe gleich ist. Denn dreht sich eine solche Curve 
am jene Axe, so sind die auf ihr liegenden Brennpuncte auch Brennpuncte der Fläche, w eiche durch 
diese Umdrehung entsteht, und die von diesen Puncten auf die Ebenen der Fläche gerällten Perpen- 
dikel sind zugleich Perpendikel, gelallt auf Tangenten der Meridian-Curven. Von dem fraglichen 
Satze als bekannt ausgehend, können wir, umgekehrt, indem wir die ersten Theile der beiden obigen 
Gleichungen (I) und (2) identisch setzen, die Bedingnngen entwickeln, unter welchen, die erste 
dieser Gleichungen eine Umdrehungs-Fläche darstellt. Der Fall des Paraboloids, das durch die 
Gleichungs-Form (2) sich nicht ausdrücken lässt, weil die Coordinatrn eines Brennpunctes, so wie 
die zw eite .Vxe unendlich gross werden, wollen wir hierbei einstweilen noch ausschliessen und später 
‘ besonders betrachten. 

183. Die Identität der beiden ersten Theile der Gleichungen (1) und (2) führt zu den nach- 
stehenden neun Gleichungen : 

i'x"-pt = A, x'y"+x"y' = 2B«, x'-f-x" = 2C, 

= A', (3) x'z"-l-x'V = 2B', (4) y'-fy" = 2C', (ö) 

zV'— pi = A“; y'z" -l-y'V =.2B; z'-i-z" = 2C". 

Diese neun Gleichungdh sind hinreichend zur Bestimmung der drei Coordinaten jedes der beiden 
Brennpuncte und des Coefficienten p, so wie auch der beiden Bedingungs-Gleichungen, welche be- 
friedigt werden müssen, damit die Fläche (I) eine Rotations-Fläche sei. Der kürze wegen, wallen 
wir die drei Projectionen der halben Brennweite auf die drei Cuordinaten-.\xen durch t, r' und c" • 
bezeichnen, wonach 

« = = i (>'->"), t"= *")• 

at* 
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Flächeu zweiter O^douiig und zweiter Chisse. 



Dann finden wir: 

= B"— CC' = — •Pj, s B'-CC" = —ic“, Pjo = B — C'C" = — eV', 
and hieraus 



’P,,?', 






-^n ' 



tt% — 

~ Wj,. ’ ‘ >Pi. 

Ferner kommt: 

Y = A — C' =— I* — p’, Yj = A'— C'* = — £'^— p», YjSA"— C"J= — 4"»— p’, (7) " 

mithin 

5 'l 1*M '^'iS ‘*‘30 X- _ '*' 3 . '*'■30 

>3 



p'3 = 1.3 31»* _ Y = 0 



’P« 



( 6 ) 



( 8 ) 



■^30 ’^’jl ''It 

Diese Doppel-Gleichung eulhult die beiden gesuchten Bedingungen und gibt zugleich da.s Quadrat 
des Radius des Acqiiators. 

Bezeichnen wir die halbe Brennweite selbst durch e, so kommt: ' 

c* = ei+t'3+t«i. (9) 

Das Zeichen von e’, so wie von c’, e'3 qqJ e »2 hängt gleichmüssig davon ab, ob 

negativ oder positiv ist. Im ersten Falle sind die auf der Umdrehungs-Axe liegenden Brennpnnct« 
reell, im zweiten imaginär. 

Das Quadrat der halben Rolations-Axe, die wir r nennen woUcn, ist 

rt = p'‘+e> 

A, , fssTjo , 'Pt.'FtoN . . '»' 32 ’*',. . ’Pl.'P3o\ 

_ fx I '*'31 ’P.. , ’Pss’Pto N 

V ft. ’P.,. } 

Die Coordinaten des Miltelpunctcs sind, wie überhaupt, C, C und C", die Coordinaten der beiden 
Brennpunete : 



.v"'=C+K— >"'=C'±K— — ,1^— , z'"=C"±r— 

W < 






01) 



V30 ^3t 

Für die Doppel-Gleichung der Rolations-.Axe ergibt sich 

X — C y-C' z-C« 

t ~ e ~ 3" ’ 

oder 

¥,„(x-C) = W„(y-CO= (18) 

IS4. Wenn die durch (1) dargestellte Fläche insbesondere eine Kugel sein soll, so müssen 
damit e, und also auch e, e' und 3 " verschwinden, gleichzeitig die folgenden fünf Bedingungs- 
Gleichungen bestehen: 

<P„ = = <P,o = 0, Y, = Y. = Y = -pS 

wobei p der Radius der Kugel ist. Die beiden Puuete (x',y', z^) und (x", y", z") fallen in den Mittel* 
punct zusammeu. Die Gleichungs-Form (2) geht demnach in die folgende über: 

(x't-f-y'a-f-z'v+ l)t — p’(ti+u‘-(-T’) = 0. (13) 
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Koch zwei besondere Fälle sind hier zu nntcrschciden. M ir \0nnen erstens zwei gegebene 
(reelle oder imaginäre) l’uncte, die in einer gegebenen *Ebeno liegen, um ihre Verbindungs-Linie 
sich drehen lassen, wonach alsdann dieselben beiden Puncic auch als eine Kotalions-Fläche zweiter 
Classo sich darstellen; und zweitens können wir die beiden Piincle nm ihre in der gegebenen F.benc 
liegende der (irSssc nach verschwindende Axe sich drehen lassen, wo alsdann ein (reeller oder 
imaginärer) Kreis entsteht, dessen Kbcnc auf der l’mdrehungs-Axe senkrecht steht und der eben- 
falls als eine nusgeartetc Kotations -Fläche zweiter Classc zu betrachten ist. 

M enn hiernach die allgemeine tileichung (1) ein System von zwei Pnncten darstellen soll, so 
kommt, weil alsdann p verschwinden muss 



ut m 

-y _ _ Y 






-Y,=0, 



wonach die Anzahl der Constanten sich auf sechs reducirt. Nach den identischen Gleichungen Vif 
der 10. Kummer, können wir die vorstehenden Bedingungs-Gleichungen auch folgcudcrgrslalt schreiben: 

A,2 — 0, Aflj 0, Ao, — = 0, 

oder nach IV aus denselben auch die folgenden ableiten : 

0.2 = 0 , 0 , = 0 , 0 = 0 , 

wonach in Folge von IX auch , 

<I> = 0. 

M enn die allgemeine Gleichung (1) einen Kreis darstellen soll, so muss die Rotations-A.vc ver- 
achwinden, und demnach kommt ' 

e’ = — p*, 

wonach, je nachdem der Kreis reell oder imaginär ist, die beiden lircnnpuncle, umgekehrt, imaginär 
oder reell sind, und, wenn wir entwickeln: 

Y+— ^5 — — =*• + -;? + =Y-1+-^ + --5, — =0. (lu) 

Die Zahl der Constanten reducirt sich hier cbrnfalls auf sechs; von diesen kommen fünf auf die 
Bestimmung der Ebene des Kreises und des Mittclpunctes in derselben, während die sechste, p, 
der Radius ist. Für die Gleichung der Ebene des Kreises, die einerseits durch den Mittelpunct gehl, 
und andrerseits auf der durch die Doppel-Gleichung (12) dargestelllcn Kolalions-A\c senkrecht 
steht, ergibt sich sogleich die folgende: 

’P,o(*-CH-’Fj,0-C'J+'F,2(z-C") = 0.») (IG) 



*) XVenn wir insbesondere den Mittelpunct des Kreises r.iim Anfsngspunclc der Coordinaten nelinen, so 
nimmt zunichst die Gleichung dc9»elbea die folgende Form »it: 

Al2-f-A'u'-i-V'v’+8B"tu-f2B'tv-f2Buv = w«, 
und kenn in Gemissbeit dcrBcdingungs-Gleicbiingen (IS), welche hier in die folgenden sich vercinfsrhen: 



. B'B B"B 

^ “ B" B' ’ 



B'B”, B"B' 

■ “ B" B ’ 



B"B ß"B' 



»ueb auf die nucbvCebcoUe Weise gescfirieben werden: 
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Flächen zweiter Ordnung and zweiter Classc. 



1S5. Die beiden Bedingungs-Gleichungen, welche ansdr&chen, dass überhaupt eine Flüche der 
zweiten Glosse eine Ratalians-Fläche ist, werden unmöglich, wenn ein einziger der drei Ausdrücke 
*131 ^11 "■"! '^jo verschwindet, dann aber wieder niOglicIi, wenn zugleich noch" ein zweiter der- 
selben Null wird. Lassen wir demnach die beiden letzten dieser drei Ausdrucke verschwinden, so 
folgt aus (S) 

(Y.-YXYs-VO-CFs,)» = 0. 

Die erste dieser beiden Gleichungen gibt den Radius des Aequators, die zweite ist die einzige Be- 
dingungs-Gleichung, die befriedigt werden muss, wenn die Fläche eine Rotations-Fläche sein soll. 
Aus (7) 

c« = 0, e'’ = Y, - Y„ z’- = Y, - Y, 

woraus ersichtlich ist, dass die Rutotions-.Yxe mit der Axe Z parallel ist. Dann kommt nach (9) 
und (10) 

e’=2Yj — Y, — Y, (6) 

r« = Y,-Y, - Y.*) (7) 

IbO. Wenn die allgemeine Gleichung (1) , dadurch, dass aus ihr w’ ausfällt, in die folgende 
übergeht: 

.\G‘-fA'u'‘-i-.V'v'-f 2B"tu-|-2B'lv-f-2Buv-|-8Ctw-f *C'uw-f *C“vw = 0, (18) 



f ± + JLY. a-H-LV’ + r *- + -i-v 

•Vb'i^iv'v \b»^B"V ^1,^b>^B'V 






1 

BB'B"*' 



Wir kÖQnGn such norky der Kürze wo£cD) 

1 



B 






B' 



= 



setzrBi und erhaheri aUdaiin für die Gieirbutif des Kreiüci: 

(b'^-l- c’)t*-f (al-rc'*)n^-t- (a*-J-b’)v*-)-2ablu-l-2actv-t-8bcuv = abcw*. 

UierUei ist der lladius dc.*i KrciHe« q diircli folgende Gleichung bestimmt: 

, . , B"B' B"B' , B«B , B'B 

P — jj — B B' B" ’ 



a . b c 

— ^ -f" 

bc ac ab 



abc 

*) Wenn wir, um der Gleirhting fl) die sllgemein^tc Form rn gehen, für dis leiste Glied U sUII Eine 
nehmen, *o komml das darauf binau», in den Kittwickluiiffcn der letzten \umnicni 

A, A', A", B, B', B", C, C. C", 

bezüglich mit 

A .V A" B B'* B“ C ^ ^ 

’ D’ F’ F’ D’ D’ D’ D’ F’ D’ 

ZU verlausclieii. 
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so ist es nicht mehr miiplich, sie auf die Form der Gleichung (S) 

(x't -1- j'u-t-z'v-J-w)(i"t + y"u+z"s' + w) — p’(t^ -}-u^ -1- V*) = 0 
SU bringen, sei es denn, dass wir p- und x", y", (oder, statt der drei letzten Constanten, auch 
x', y', z'l unendlich gross nehmen. In dem Falle eines Kutations-l’ a r a It o 1 o i d s liegt ein Brenn- 
punct unendlich weit und der Radius des Aequators wird unendlich gross. Die Torstchende 

Gleichung geht, wenn wir durch 



^'x"'+y"^ + z"* ~ «r 



dividiren und der Kürze wegen 



X" 

2r' 



«r 



1 " 



r. 7^P 



1 



setzen, mit Vernachlässigung von — in die folgende über: 

(x't+y'u4- z'v+w) (at-j-du+)v) — }p(t' + u*+v’) = 0. (19)* 

Cs bedeutet hierbei 2r den Abstand des immer weiter fortgerUckten Brennpunctes (x", y'', z"') vom 
Anfangspuncte der Coordinaten, oder auch die Länge der Umdrehungs-Axe, p den halben Parameter. 
Setzen wir ferner , 

x'l-f-y'u+z'v-f-\ 



V't'+u^ + v* 



= d. 



= COSlf, 



- = cosi:", 



V^’ + uJ + v» l^t’+ u‘ + v^ V't^+u'-fvi 

a 5 cos ? = cosy, y = cos&", 

cos&cosi; + cosS'eosi;'+ cosÄ"eosi:" = cos4, * 

so ist d die Länge des vom Brennpunctc (x', y‘, z') auf eine beliebige Tangential-Kbene der Fläche 
(t, u, V, w) gefällten Perpendikels; i;, r/ und r" sind die drei Winkel, die dieses Perpendikel, und 
9, 9' nnd ä" die drei Winkel, die die Kotations-Axe der Fläche mit den drei Coordinaten-Axen 
bildet. Es folgt hieraus, dass i der von der Rotations-.Axe und dem fraglichen Perpendikel ge- 
bildete W inkel ist. Die Gleichung der Fläche kann die folgende Form annchinen: 

dcos^ = 5 p, 

und drückt ans, dass der Brennpunct eines Rolations-Paraboloids, wenn wir ihn zuerst auf eine be- 
liebige Tangential-Kbene und von dieser Ebene auf die Kotatians-.\\c projiciren, mit dem Scbeilcl 
der Fläche zusammenfälll. 

^ Die Identität der ersten Theile der beiden Gleichungen (IB) nnd (19) gibt die folgenden neun 
Bedingungs-Gleichungen 

ax'— 5 p = A, ay'-t-?x' = 2B", « = 2C, 

Sx'— 5 p = .V, (20) az'+ '/X' = 2B', (21) (1 = 2C', (22) 

7 X'— >p = A"; ?z'-t-7v' = 2B; 7 = 2C". 

ln Folge der Gleichungen (22) gehen die Gleichungen (20) und (21) in die naclislehendcu über 
2Cx'— 5 p = A, Cy'-rCV = B", • 

2C')'— 5p = .V, (23) Cz'+C'V=B', (24) 

2C"z'-5p = A", . C'z'H-C"y'= B. 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter Classe. 



Die letzten drei dieser neuen Gleichungen geben zur Uestimmung der Coordinalcn des Brennpunctes : 



CB 



C"B“+ CB— C'B' 



C'B'+CB — C"B“ 



(25) 



” 2C'C“ 2CC" ’ 2CC' 

und wenn wir diese Werihe in die drei ersten dieser Gleichungen einsetzen und p eliniiniren; für 
die Doppel-Bedingung, dass das Paraboloid eine Rulalionsfläche sei: 

C'(C"B"-fC'B'— CB) — ACC'C" = C'HC"B"+ CB — C'B') — A'CC'C» 

. = C'"(C'B'+CB — C"B")— A"CC'C". (26) 

Die Gleichungen (22) geben zur Bestimmung der Axen-Richtung: 

Cl+C'u+C"v = 0, 

oder in Punct-Coordinaten die Gleichungen 

* 

X y z 

C^ ~ ^ ~ C"’ 

* wonach 

C _ C' 



cos» = r; 



cosä' = 



, COS&" = 



C" 



V^C^+C'^+C'"’ KCt+C"+C"*’ P'C'+C'‘‘+C''» 

Die ursprüngliche Gleichung (18) enthalt eine überzählige Constantc; nicht diese Constauten 
selbst, sondern nur die Quotienten je zweier derselben erhalten bestimmte M'erthe, wenn die Fläche 
gegeben ist. Die obigen M erthe der Brcnnpuncts-Coordinaten sind hiernach vollkommen bestimmt, 
nicht aber a, ß, f und p, sondern wiederum nur die Quotienten je zweier dieser Grössen. Sollen 
.sie die obige Bedeutung haben, so müssen wir, was von Vorne herein immer gestattet ist, 

4(C«+C't+C"ä) = 1 

setzen, oder, wenn w ir diese Beschränkung nicht wollen, zum Behuf der Bestimmung von ^ p in der 
obigen Bedeutung für «t, (1 und j- die vorstehenden M'crthe von cosS, cosÄ' und cosV io die Glei- 
chungen (20) einsetzen. Dann kommt 

^ P = = (' ' " -(*' - -w) 

187. ln dem allgemeinen Falle der Rotations-Flächen zweiter Classe geben, wenn die beiden 
Breiinpiinctc reell sind und wir den Anfangspunct der Coordinalcn in dem einen dieser Brennpunctc 
(x', z') annehinen, die Gleichungen (3) und (4) der 183. Nummer 

A = A' = A" = pi, 

B" = B' = B = 0, 

wonach die allgemeine Gleichung (1) sich auch auf folgende Form bringen lässt: * 






(27) 



indem wir der Kürze wegen 



C 



C' 

-jsn,. 

C'+C'2 + C"^-AD 
A« 



C« 
A ' 
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«etzen. Ebenso geben für den Fall des Rotalions-Paraboloids die Gleichnogen (80) nnd (81): 

A = A' = A" = J p, 

B" = B' = B = 0, 

wonach die Gleichungs-Form (87) auch hier unverändert forlbesteht, nnd nur in dem Werthe von 
die Constan(c D verschwindet. 

188. Es bleibt uns jetzt nur noch Übrig, die Bedingungen zu entwickeln, unter welchen ein 
Kegel, der, in dem Systeme der Plan-Coordinaten, durch ein System von zwei Gleichungen des 
ersten und zweiten Grades ansgedräckt wird, ein Rotations-Kegel ist: eine Aufgabe, die wir auch 
so auffassen kiinnen, dass wir nach der Bestimmung der Rotations-Kegel fragen, die einer gegebenen 
Fläche zweiter Classe sich umschreiben lassen. 

Wir kSnnen einen Rotations-Kegel im Allgemeinen dadurch delinircn, dass wir ihn als einen 
solchen Kegel betrachten, der einer Kugel umschrieben ist. Wenn sich hiernach einer gegebenen* 
Fläche zweiter Classe und einer gegebenen Kugel gleichzeitig ein Kegel zweiter Ordnung umschreiben 
lässt, so ist derselbe ein Rotations-Kegel. I.ässt sich aber Überhaupt zweien Flächen zweiter Classe 
ein Kegel umschreiben, so lässt sich ihr auch noch ein zweiter Kegel umschreiben, und dos System 
der Mittelpunete solcher zwei Kegel wird alsdann durch eine Gleichung ausgedriiekt, die eine 
algebraische Folge aus deir Gleichungen der beiden Flächen ist (865). 

Indem wir die Axen der gegebenen Fläche zu Coordinaten-Axen nehmen, sei 

At’-f-A'u’-l-A"v’ = w* (1) 

die Gleichung dieser Fläche und 

(»;l+.'/U+Z/V+«)’— r’(t’+u^-fv») = 0 (8) 

die Gleichung irgend einer, noch näher zu bestimmenden Kugel, der sich zugleich mit der gegebenen 
Fläche zwei Kegel zweiter Ordnung umschreiben lassen, wobei wir durch x„ r„ t, die Coordinaten 
des Mittelpunctes und durch r den Radius dieser Kugel bezeichnen. Es seien ferner (x', y, %') 
und (x", y", s") die Mittelpunete der beiden nmschriebenen Kegel und folglich 

x't+r'o+*'v+w = 0, 

x"t + y"u -I- i"v+ w = 0 

die Gleichnngen dieser Mittelpunete. Dann besieht also, in Gemässheit der vorstehenden Bemerkung, 
die folgende identische Gleichung: 

>. 1 .\t'-f.A'u*-|-A"v^— w’ [ — (» I (x,t+y,n+*,v+ w)’ — r* Cl’+u’+v’) ] 

= (x't+y'u+»'v-fw)(x"t-|-y"u-f-*"v-}-w), L 

* wobei zwischen den beiden unbestimmten CoefScienten A und ^ die folgende Relation Statt findet: 

. ^+8 = - 1 ‘ ( 4 ) 

Ans der 'Form dieser identischen Gleichung erhalten wir, auch ohne in eine algebraische Diseus- 
sion derselben einxngehen, die vollständige Bestimmung der umschriebenen Rotations-Kegel und ihre 
Bexiehnngen zur gegebenen Fläche. 

189. Dieselbe identische Gleichung I. kSnnen wir auch folgendergestalt schreiben: 
X(At»-f-A'n»-f-A"v’— w)>+(ir’(t’+u’+v>) 

= (x't + 7 'u -i- x't-I-w) Cx"t+y"u-|-x"v+w)-|-(iCx,l+y,u -f- i,v +w)i, IL 

so dass auch die beiden Gleichnngen 

X(Al»+A'u’-f A"v*— w)*+ur'0*+n*+»’) = 0, (6) 

31 
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Fhtefaen zweiter Ordniuig und zweiter Classe. 



Cx't+y'n+»'T+w)Ci"t+y"a+»"v+w)-t-(«(x,t+.T^4-i,T+iir)^ = 0 (6) 

dieselbe Fläche zweiter Glosse dorslcUen. Die Form der iwciten dieser Gleichungen, welche als 
eine homogene zwischen drei linearen Functionen Ton t, n, v und w unmittelbar sich darstellt, zeigt, dash 
diese Fläche in eine ebene Curve ausgeartet ist, welche in der Ebene der drei Puncte (*', y', zO 
(x"> y"» z") “i'l */) Die erste Gleichung (5) kann aber nur daun eine ebene Gurre 

darstellcn, wenn durch eine schickliche Annahme der unbestimmten Goefficienten X, ji und r^ eine 
der drei Veränderlichen t, u, t ausriillU Dicss fordert, dass eine der folgenden drei Bedingungs- 
Gleichungen: 

XA"+f<r^ = 0, XA'-f-firZ = 0, XA-f-f<r'* = 0, ( 7 ); 

befriedigt werde, wonach die Gleichung (5) in eine der folgenden drei übergeht: 



(A— A")t*+(A'— A'Ou» = wr*. 
(A— A'Jt’+(A"— AOv* = w% 
(A'-A)u^+(A"— A)v* = wS. 



Die fragliche Gurve kann hiernach eine dreifache sein und in jedem der drei Hauptschnitte der ge- 
gebenen Fläche liegen. Damit sie in einem dieser drei Hauptschnitte liege, müssen nothwendig z', 
z" und z, oder y', y" und y, oder x', x" und x, verschwinden und die einzige identische Gieichung 
U. ISset sich hiernach in die folgenden drei, von denen eine Statt finden muss, auf: 



X 1 (A— A")t’ + CA'— A'Ou’— w* ( s (x't+j'u-f- w) (x"t+j"n-f-wJ -f-u (x,t+y,u+ w)’, 
X1(A— A')t«+(A"-.AOv'— w*l == (y't+z'v+w)(x"t+z"v+»)+ji(i,t-l-y,v+wO, (9) 

X }(A'— A)u’ + (A"— A)v*— w' 1 = (y't+r'v-f-w) (y"l+z"v+w)+(i(,v,t-|-z,v4-w)’. 



Betrachten wir insbesondere die erste der drei Gurven (8), welche in der Ebene XY liegt nnd 
die wir auch, in Gemässheit der ersten der vorstehenden drei identischen Gleichungen, durch die 
folgende Gleichung dartelien können: 

(i't +y'u+ w) (x"t+-y"u+w) + fi Ct+y,u+ w)» = 0, (10) 

so folgt unmittelbar aus der Form dieser Gleichung, dass die Puncte • 



x't+y'n + w = 0, 
x"t+y"u+w = 0 



aiif dem Umfange der Gurve liegen nnd der Punct 



(tl) 



— 0 



(18) 



der Pol derjenigen geraden Linie ist, welche jene beiden Puncte verbindet. Diejenigen beiden 
geraden Linien also, welche die beiden Puncte (II), nemlich die Mittelpuncte der beiden umschrie- 
benen Rotations-Kegel mit dem Puncte ( 18), dem Mitclpuncte der Kugel, verbinden, oder, mit andern 
W'orten, die Axen der beiden Kegel, sind Tangenten- der fraglichen Cnrve nnd die Mittelplincte der 
beiden Rotations-Kegel die BcrUhrungspuncte auf ihnen. Ein und dieaeibe Gurve aber lässt sieh 
unendlich oft durch eine Gleichung von derselben Form (10) daratellmit wir brauchen den Goordi- 
naten x', y' und x" und y" nur andere M'crthe beizulegen, die irgend zweien andern Puncten der 
Cnrve angehiiren und für x„ y, alsdann diejenigen Goordinatcn-W'erthe cinzusetzen, die dem Durch- 
schnitte der Tangenten in diesen beiden Puncten entsprechen. Es ist die fragliche Gurve also 
der geometrische Ort in der Ebene XY für die .Mittelpuncte aller der gegebenen 
Fläche umschriebenen Rotations-Kegel und zugleich derjenige Ort, welcher von 
den Axen aller dieser Rotations-Kegel umhüllt wird. 
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190. Dia durch die GlcichDDgen C^) dargeatelltcn Curven heUscn die Focal-Curven der 
gegebenen Flache zweiter CUasr. Sie aind reelle oder imaginäre Kegelschnitte, welche in den drei 
UanptschniUen dieser Fläche liegen, mit deren Millelpunct ihr gemeinschafUicher Mittclpunct zn- 
aammcnralit. Ihre beiden Axen haben dieselbe Richtung als die beiden- Axen der Durehschnitta- 
Curve in den entsprechenden Hauptscbnilten ; die Quadrate der Häliten jener Axen sind gleich den 
Quadraten der Hälften von diesen, vermindert um das Quadrat der jedesmaligen dritten Halb-Axe 
der gegebenen Fläche. Insbesondere folgt hieraus, dass die Oilfcrcnz der beiden Halb-Axcn-Quadrate 
der Focal-Curve und der Üurcbschnitts-Curve der Fläche in jedem der drei Hauptschnitte dieselbe 
jst, und beide Curven also gemeinschaftliche llrennpuncte haben und demzufolge, wenn sic von ver- 
schiedener Art sind, sich rechtwinklig schneiden. 

ir wollen, bevor wir unsere Entwickelungen weiter fortfiihren, zunächst, für die verschiedenen 
Arten von Flächen zweiter Classe mit einem iMittclpuncle, in eine nähere Uestimmung der Focal- 
Curven cingehen. 

Wir wollen erstens ein KIlipsoid für die gegebene Fläche zweiter Classe (Ij nehmen, und 
dieselbe in der Voraussetzung, dass 



in den beiden Srstemen der Plan- und Punct-Coordinalcn durch die folgenden beiden Gleichungen 
darstclien 



Die erste der drei Focal-Curven (8) ist eine Ellipse, die im Systeme der Plan-Coordinaten durch 
die Gleichung 

(a’-y^tH(?’-r)u» = w». 



und im Svsteme der Punct-Coordinaten durch die beiden Gleichungen 

x‘ ,1 



z = 0, 






ß'~ 






dorgestellt wird. Sie liegt in der Ebene der beiden grössten Axen des EUipsoids ganz innerhalb 
desselben, so dass die Rotations-Kegel, für deren Mittclpnnctc sic der geometrische Ort ist, alle 
imagin ä r sind. . 

Die zweite der drei Focal-Curven ist eine Hjrperbel, die im Systeme der Plan-Coordinaten 
durch die Gleichnng 

(a’— = w». 



und hn Sjsleme der Punct-Coordinalcn durch die beiden Gleichungen : 




dargestellt wird. Sie liegt in der Ebene der grössten and kleinsten Axe des EUipsoids und schneidet 
die Durchschnitts -Ellipse in dieser Ebene in vier reellen Puncten: den vier reellen Kreis* 
pnncten der Fläche. Die Gleichungen der Durchschnitts-Ellipse sind nemlich 



r = 0. = 



und wenn wir die zweite derselben von der zweiten der vorsiebenden beiden Gleichungen abiiehen 
and reduciren, so kommt: 

82 ‘ 
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Flächen zweiter Ordnnng und zweiter Ciame. 

C 

y’ . . 

eine Qieichung, die mit den Gleichungen (15) der 141. Xummer Ubereinstimmt und diejenigen beiden 
'Durchmesser derstellt, welche durch die vier reellen Kreispuncle des Ellipsoids gehen. Jeder Ponct 
der fraglichen Focal-Hyperbel ist der Miltelpunct eines dem gegebenen Ellipsoid umschriebenen 
Rotations-Kegels; dieser Kegel ist olTenbar dann nur reell, wenn als Miltelpunct desselben ein 
Punct auf dem ausserhalb der Durchschnitts-Ellipse liegenden Theile der Hjrperbel angenommen 
wird, sonst imaginär. Die Tangential-Ebenen in den vier reellen Krcispunclen bilden den Ueber- 
gang von reellen zu imaginären Rotations-Kegeln. Rückt der Miltelpunct auf der Focal-Hvperb^ 
unendlich weit, so artet der Kegel in einen Cy linder ans; die beiden Asj-mptoten dieser Curve 
sind die Axen der beiden reellen Rotations-Cj’lindcr, die sieh dem gegebenen Ellipsoid umschreiben 
lassen. 

Die Focal-Cnrve in der Ebene der beiden kleinsten Axen des gegebenen Ellipsoids ist imaginär. 

AVir wollen zweitens ein zweischaUges Hjrperboloid, das in der zwiefachen Coordinaten-Be- 
Btimmung durch die folgenden beiden Gleichungen 






dargestclll wird, betrachten und dabei die Voraussetzung machen, dass 



r/’ > 



Die erste in der Ebene der reellen Axo und der kleinern \eben-.Axe der gegebenen Fläche liegende 
Focal-Curve ist alsdann die durch folgende Gleichung dargestellle Ellipse: 

die Dnrchschnitts-Curve in derselben Ebene, die durch folgende Gleichung dargestellle Hyperbel: 

o'l — ^,’ui => w«. 



Die Richtungen der grüssem Axe der Ellipse und der reellen Axo der Hyperbel fallen in die Axe 
X zusammen, und auf ihnen die reellen Brennpuncte der. beiden Curven. Die Durchsehnitlspuncle 
sind hiernach reell und keine andern, als die vier reellen Kreispuncte der Fläche. Durch diese 
vier Puncto und die vier Durchschnitlspuncte mit den beiden Asymptoten der Durchschnitts-Hyperbel 
wird die Foeal-Ellipse in acht Bogen getheilt. Zwei dieser Bogen liegen zwischen zwei Kreispuncteo 
(innerhalb der Hyperbel): die entsprechenden Kegel sind imaginär; zwei Bogen zwischen den beiden 
Asymptoten: die entsprechenden Kegel berühren beide Schalen zugleich und die Berührungs-Curve 
ist eine Hyperbel; vier Bogen endlich liegen zwischen einer Asymptote und einem Kreispuncte: die 
entsprechenden Kegel berühren nur eine einzige der beiden Schalen des Hyperboloids und die 
Berührungs-Curve ist eine Ellipse. Es gibt keinen umschriebenen Rotations-Cylinder. 

Die zweite der drei Focal-Curven (8) liegt in der Ebene der reellen Axe und der grüssem 
Neben-Axe. Sie wird dureb die folgende Gleichung dargestelll: 

(«i-|-S,»)t^-(y,’-ß,'>)v^ = w’, 

während die Gleichung der Durchschnilts-Cnrve in derselben Ebene die folgende ist: 

aV — y,’v* = w’. 

Beide Curven sind Hyperbeln, von welchen die erste, die Focal-Hyperbel, weil ihre reelle Axe 



i 

I 



1 

t' ; 



I 
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grSsscr, ikrc Nebcn-Aze kleiner ist, ganz innerhalb der zveiUn liegt. Die entsprechenden Rotationj- 
Kegel aind also sämmtlieh imaginSr. 

Die Focal-Carve in der Ebene der beiden Neben-Axen ist imaginär. 



Es seien drittens 



a’t* -f- = w^. 



a» ßi 




die Gleicbnngcn eines gegebenen einschaligen H/perboloids in den beiden Coordinaten-Ststemen, 
wobei wir voraussetzen wollen, dass 

Die erste Focal-Curve, welche in der Ebene der beiden reellen .4xen liegt, ist eine Ellipse und 
ihre Gleichung: 

+(?'+//)«’ = 

Die Durcbscbnitts-Curvc in derselben Ebene, deren Gleichung; 

«*t'+?’u^ = w». 



bt ebenfalls eine Ellipse, die ganz innerhalb der erstem liegt. Von jedem Puncte der Focal-Ellipse 
lassen sich an die Durchschnitts-Ellipse und also auch an die Fläche selbst Tangenten legen, wo- 
nach die cnbprcchendcn Kegel sämmtlieh reell sind. 

Die zweite Focal-Curve, welche in der Ebene der grbssera reellen Axe und der Neben-Axe 
liegt, ist eine Hyperbel und ihre Gleichung: 

(a«-^i)t>-C3'-f-y,’)v’ = w>. 

Die Durchsehnitts-Curve ln derselben Ebene bt eine Hyperbel, deren Gleichung: 

o’t’ — y,’v’ = w’. • 

Die erste Hyperbel, die Focal-Hyperbcl, liegt ganz ausserhalb der zweiten, weil ihre reelle .\xe 
kleiner, ihre Neben-Axe grosser bt. Jedem Puncte derselben entspricht also ein reeller Rotations- 
Kegel, ihre beiden Asymptoten sind die Axen der beiden umschriebenen Rotations-Cylinder. 

Die dritte Focal-Curve ist imaginär. 

191. In jedem der drei bisher betrachteten Fälle ergeben sich für die drei Focal-Curvcn eine 
Ellipse, eine Hyperbel und eine imaginäre Curve. Die letztere liegt immer in der Ebene derjenigen 
beiden Axen der gegebenen Fläche, deren Quadrate (im algebraischen Sinne des Wortes) die kleinsten 
sind. Die Focal-Ellipse und die Focal-Hyperbcl liegen in zwei auf einander senkrechten Ebenen, 
ln deren Durchschnitts-Linie diejenige Axe der Fläche fällt, deren Quadrat das griisscste ist, so wie 
die grossere Axe der Ellipse und die reelle Axe der Hyperbel. In der Voraussetzung, dass 

A>A'>A", 

stellt von den folgenden beiden Gleichungen: 



(A — A'Ot’-KA'— A")n’ = w’. 

(A— AOf-f-fA" — AOv’ = w», 

die erste immer die Foeal-EUipsc und die zweite immer die Focal-Hyperbel dar. Es bt einer- 
seib (A — AO das Quadrat des Abstandes der Brennpuncte der Ellipse vom Mittelpnncte derselben 
und zugleich das Quadrat der reellen Halb-Axe der Hyperbel, und andererseits (A — A") das Quadrat 
der kalben grossen Axe der Ellipse und zugleich das Quadrat des Abstandes der Brennpuncte der 
Hyperbel vom .Mittelpuncte derselben. Wir sehen hieraus, dass Ellipse und Hyperbel sich gegen- 
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Fläcbea z>^i(er Ordnung und zweiter Cliisse. 

■eilig dadurch bestiinmcD, dass die Scheitel der grossen Axc der Ellipse die Breanpunete 
der Hyperbel, und die Scheitel der reellen Axe der Hyperbel die Brenapuncte 
der Ellipse sind. 

Setzen wir einmal A", das andere Mal A' gleich Null (letzteres setzt infolge der vorstehenden 
Bedingung voraus, dass A" gleichzeitig negativ ist), so geht die Gleichung der gegebenen Fläche 
CD in die Gleichung einer ebenen Curvc über, die in der ersten .Annahme eine Ellipse, in der 
zweiten eine Hyperbel ist. Die Gleichungen (8) b.ehalten auch hier ihre Gcltui^. Also auch die 
ebene Curve hat ihre drei Focal-Curven, t on welchen die, durch die dritte dieser Gleichnngen dar- 
gestellte, wie in dem allgemeinen Falle, eine imaginäre ist. Eine der beiden ersten ist die gegebene 
Curve selbst, wonach im engem Sinne des M ortes nnr noch eine Focal-Curve übrig bleibt, die je 
nachdem die gegebene Cnrve eine Ellipse oder Hyperbel, umgekehrt eine Htperbel oder FMipse isL 
Die gegebene Curve und ihre Focal-Curve stehen also in derselben Beziehung zu einander, als die 
beiden ersten der Curven (8) und diese Beziehung ist «ine gegenseitige. M enn eine Ellipse gegeben 
ist, so ist der geometrische Ort für die Mittclpuncte derjenigen Rotations-Kegel, welche durch die 
gegebene Ellipse sich legen lassen, eine Hyperbel, deren Ebene auf der Ebene der Ellipse senkrecht 
steht, die Brennpuncte derselben zu ihren Scheitefn und die Scheitel der grossen Axe derselben zu 
ihren Brennpuncten hat. Andererseits ist der Ort für die Mittclpuncte derjenigen Rotatiuns Kegel, 
welche durch diese Hyperbel sich legen lassen, die gegebene Ellipse. 

Nach dem in der 189. Nummer gewonnenen allgemeinen Resultate ergibt sich hier also voll- 
ständig der folgende Satz. 

Wenn eine Ellipse und eine Hyperbel gegeben sind, von welchen eine die 
Focal-Curve der andern ist, so ist ein Punct, den wir beliebig auf jeder der 
beidentCurven annehmen, d c r Mit tcipunc t einer Rorations-Kcgclfl äche, welche 
durch die jedesmalige andere Curve geht, und deren .Axe die Tangente der erst- 
genannten Curve in dem beliebig angenommenen Pnncte ist. 

M'ir können diesen Satz in eine andere geometrische Aussage cinkleiden, wenn wir berück- 
sichtigen, dass alle Seiten eines Rotations-Kegels mit der Axe desselben gleiche M iiikel bilden. 
Nehmen wir hiernach auf der Hyperbel irgend einen Punct M willkührlich au und ziehen, von 
diesem Pnncte aus, zwei gerade Linien (MN, .MN-) nach zwei beliebigen Puncten (X und NO der 
Ellipse, so bilden diese beiden geraden Linien gleiche Winkel mit der Tangente der Hyperbel im 
Pnncte M. W enn wir den Punct M wUlkllhrlich auf der Ellipse annchmen, und von demselben 
aus nach zwei beliebigen Puncten der Hyperbel (N und NO zwei gerade Linien (.AIN und MNO 
ziehen, so bilden, je nachdem die beiden Pnncte (N und NO demselben Hyperbel-Zweige oder beiden 
angeboren, diese beiden geraden Linien selbst, oder eine derselben und die Verlängerung der andern, 
mit der Tangente der Ellipse in M gleiche Winkel. (Der Unterschied wird dadurch bedingt, dass 
in der zweiten Voraussetzung die beiden geraden Linien MN und .MM' nicht demselben der beiden 
in M zusammenstossenden Kegel angeboren). Nennen w ir also jeden Punct jeder der beiden eben 
betrachteten Kegelschnitte einen Focalpunct der andern, so erhalten wir den folgenden Satz. 

Wenn wir von irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Hyperbel nach 
einem beliebigen Puncte derselben zwei gerade Linien ziehen, so bilden diese 
mit der Tangente der Hyperbel in dem beliebigen Puncte, oder, mit andern 
W’'orteu, mH der Hyperbel seihst, gleiche Winkel. 

W enn wir von irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Ellipse nach einem 
beliebig auf derselben angenommen en Puncte zwei gerade Linien ziehen, so 
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bilden, je nachdem die beidcnFocalpuncte auf dcmselbenZweige oder auf beiden 
Zweigen d er Focal-H j pe rbel liegen, diese beiden Lin i en selbst, oder eine der- 
selben und die Verlängerung der andern mit der Ellipse in dem beliebig ange- 
nommenen Puncte gleiche MinkeL 

Insbesondere können wir filr die' beiden Focalpunctc der Ellipse oder ILperbel ihre beiden 
Brennpuncte nehmen und erhallen dann die allbekannten Spiegelungs-Sät/e. In dem Kalle der 
Ellipse gibt cs zwei Focalpunctc, die nach beslinimicr Richtung unendlich weit liegen; diese Richtung 
ist die Richtung der Axen derjenigen beiden Rutations-Cylinder, welche sich durch die Ellipse legen 
lassen. Nehmen wir hiernach beispielsweise einen der beiden Focalpunctc beliebig und insbesondere 
unendlich weil liegend und Tiir den andern einen BrennpuncI, so ergibt sich der folgende Salz. 

Wenn wir ein e m Roialions -Kegel oder einem Rotations-Csiinder irgend 
eine beliebige Basis geben, so wird der Umfang dieser Basis in jedem seiner 
Puncte von der durch denselben gehenden Kegel- oder C>’lindcr-Seile unter den- 
selben Winkeln geschnitten, als von derjenigen geraden Linie, w eiche den Punct 
auf dem Umfange der Basis mit einem der beiden Brennpuncte derselben ver- 
bindet.*) 

192. Es ist nicht zil übersehen, dass in der vorigen Nummer die Ellipse ond Hsperbel als 
Curven zweiter Classe aus einer Fläche zweiter Classe durch das Verschwinden einer .\xe der- 
sclhcn hervorgegangen sind und so aufgefassi können wir auch von Kreispuncten der genannten 
Curven sprechen. Nehmen wir Tür die allgemeine Bestimmung dieser Krcispuncie, dass sie die- 
jenigen Puncte sind, in welchen die Fläche von ihren Focal-Curven geschnitten w ird, so ist ersichtlich, 
wie diese Puncte, in den Fällen, dass die Fläche in eincEllipse oder Hyperbel ausartet, paarweise 
in die beiden Brennpuncte dieser Curven zusammenfallen. Wir finden dicss auch 
direct bestätigt, wenn wir in den Gleichungen (17) der 141. Nummer 



x=±a. S! )■ = 0, z = ±y. 



- r* 



y»’ 



— r 



durch welche die Coordinaten der vier reellen Kreispnncte der Fläche 

a’t*-|-^‘ai-|-y’v» = w» 

bestimmt sind, die Constante y verschwinden lassen, wonach 
X = ± y = 0, 



z = 0. 



El gibt einen etwa» tllgcmemern GeBichtspunrt für die Entwicklungen der lelxlen Xtimmern, der aber 
fug;licbcr Weite hier noch keine Stelle Anden kann. Ein Blick auf die Gleichungen der drei Focal-Curven 
aeigt, da«f dieoe unverändert die-iclben bleiben, wenn wir, an die Stelle der Gleickung (I) die folgende 
•etaen: 

(A-3)t>-t-(A'-d)u’-|-(A"— >)vi = w», 

und hierbei durch it eine durcliauo beliebige Cooatanle beaeichoen. Dann gekoren, wenn wir, d s; 0 ent- 
apreebend, von ciaem Elirpooid autgehen, und wie in Texte ^ nehmen, in die Keihe «ler 

Flächen, i = A'', iS = A', !S — A entsprechend, inabeooadere als Uebergaog von EUipMiden au ein- 
schaligen Hyperboloiden eine Ellipse, von einschaligcti au awetscbaligen Hyperboloiden eine Hyperbel und 
endlich von aweiecbaligeo Ilyperholoidcn au inaginirto Flächen eine imaginire Ciirve. Letatere, au 
welcher awei reelle Focal-Curven gehören, haben wir in Texte nicht näher betrachtet. 

Kinstwrilcn verweisen wir hier noch auf Hn/wi, DtceU^ptfnfMt 4t GitMtirie. jPnrif IBIO. 
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193. Wenn die gegebene Fläche eine RoUtions-FIächo ist, so ergeben sich unmittelbar die 
nachstehenden Modificationen der bisherigen Resultate. 

In dem Falle des verlängerten Sphäroids und des zweiachaligen Rotations-Hvperboloids, vro . 

A" = A'<A, 

redneiren sich die beiden ersten Focal-Curven (8) auf das System der beiden Brennpuncte der Fläche, 
die dritte Focal-Cnrve ist ein imaginärer Kreis. 

In dem Falle des abgeplatteten Sphäroids und des einschaligen Rotations-Hyperboloids, wq 

A = A' > A", 



reducirt sich die erste der drei Focal-Curven auf den Focal-Kreis, den geometrischen Ort fiir die 
Brennpuncte der Meridian-Curven Ct^) i ’ü*’ beiden andern reduciren sich auf die beiden imaginären 
Brennpuncte der Fläciie. 

194. Die Focal-Ellipse ist, tric wir gezeigt haben, fUr den Fall des Ellipsoids der geometrische 
Ort Tür die Mittelpuncte imaginärer Rotations-Kegel. Für den Fall des zweischaligen Hyperboloids 
schneidet dieselbe die Fläche in den vier reellen Kreispuncten ; die Tangential-Ebenen in diesen 
Funden bilden den Uebergang von reellen zu imaginären Kegeln; die reellen Kegel werden immer 
stumpfer, wenn ihr Mittelpund den Kreispuncten näher rückt: es muss nothwendig Kegel geben, 
die die spitzesten sind. In dem Falle des einschaligen Hyperboloids, wo die*Focal-Ellipse die Fläche 
nicht schneidet, muss cs Kegel geben, die die spitzesten und Kegel, die die stumpfesten sind. 

Der Winkel, den überhaupt zwei gegenüberliegende Seiten eines solchen umschriebenen Rotations- 
Kegels mit einander bilden, ist offenbar auch derjenige, unter welchem, von dem entsprechenden 
Mittelpuncte auf dem Umfange der Focol-Ellipsc aus, die Durchschnitts-Curve der Fläche, die mit 
dieser Ellipse und der Rotations-Axe des Kegels in derselben Ebene liegt, gesehen wird. In dieser 
Ebene, deren Gleichung 

. z = 0, 



0 ) 



ist, in Punct-Coordinaten ausgedrUckt, die Gleichung der Durchschnitts-Curve 

A'i»-f Ay* = AÄ', 
und die Gleichung der Focal-Ellipse: . 

(A'-A'Ox’-KA-A")y‘ = (A— VO(A'— A'O- (*) 

Wenn wir auf dieser Focal-EUips« irgend einen Punct (y, x) annehmen, so ist, wenn wir den- 
jenigen Winkel, unter welchem, von diesem Puncte ans, die Durchschnitts-Curve (1) gesehen wird, 
>! nennen, wie bekannt*): 

. , A'x»-1- Ay» — AA' 

J tang >1 — 

und wenn tang'^ij ein mornmon oder ramnaian sein soll 

*CA'x’-f-Ay’— AAOC»dx-|-ydy) = (x’-fy>— A— A')(A'xdx-f-Aydy). ( 4 ) 

Zwischen den Coordinaten x und y besieht die Gleichung (2), diSereiUüren wir überdiess noch diese 
Gleichung, so kommt; 

A"(xdi-f-ydy) = A'xdx -)- Aydy, (5) 



( 3 ) 



f 



*) CnlwickluBfen ly 943 und Syiten 129, Nol«. 
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•o dass die Mbtelponcle der fraglichen spilreaten und atniopfesten Rotationa-Keg«! dnreli die drei 
Glelehungen C!)> (t) und (5) boslimmt sind. ZunHchsl werden diese Gieichnngen anf iwiefaelia 
Veise befriedigt, wenn 

X = 0, dj- = 0, y* = A' — A", 

r = 0, dx = 0, X* = A— A", 



das heisst, wenn der Mittelpnnct in einem Scheitel der kleinem oder grlissern Axe der Focal-Ellipse 
angenommen wird. Substituiren wir diese Coordinaten-Werthe in die Gleichung (3), so kommt 
bezüglich : 



Jtang’>: = — 
Jtang*«; = — 



AA" 

(A-hA'O” 

A'A" 

(A'+ A"p' 



(«) 



Dividiren wir ferner die Gleichungen (4) und (3) gliedweise in einander, so kommt: 
8(A'xJ+Aj*-AA') = A"(x’+j*-A4-A'), 



und da, in Gemässheit der Gleichung (2), 



ergibt sich: 



*(A'x'+A}’-AA') = A"(x’+j’-A — A'+A"), 



x’ + v* = A+A'— 8A": 



die Gleichung eines Kreises, welcher die Focal-Ellipse nicht schneidet. Es gibt also keine andern 
mornna und minima als die durch die Gleichungen (6) bestimmten. Und zwar gibt es für den 
Fall des zweischaligen H/perboloids bloss ein reelles maximum, den Scheiteln der kleinen Axe der 
Focal-Ellipse entsprechend, und für dasselbe 



tangi; 



±8K- 



AA" 

Ä+Ä" 



a‘—r/ 



Für den Kall des einschaligen Ilrpcrboloids aber gibt es ein reelles maximum, dem Scheitel der kieineoi 
und ein reelles minimum dem Scheitel der grossen Axe der Focal-Ellipse entsprechend ; für jenes ist 



für dieses: 



tangn = ±8t^ — 



lang); = ±8K — 



AA» Soy, 
A+A"~ ai—y/l' 

A'A" tßr, 
A'+A" “ iJ'-j,’’ 



U'enn insbesondere a = ;', so ist im maximum, wenn ^ = j-, im nMÜnun der Winkel k ein 
rechter. 

Für den Fall der Foeal-Hrperbel übertragen sich die vorstehenden Entwicklungen unmilteibar, 
indem wir A' und A", r und z mit einander vertauschen. Hier gibt es fiir den Fall des zwei- 
sehaligen Hvperboloids überhaupt keine reellen Rotations-Kegel, für den Fall des ElUpsoids Kegel, 
die von den in den Kreispuncten der Flüche zusammenfallenden Ebenen bis zu den umsehriebegen. 
Rotations-Cvlindem durch jedes Maass der Oeffnung hindurchgehen. Nur für den Fall des eiu- 
Bchaligen Hrperfaoloids gibt es ein maximum, den Scheiteln der reellen Axe entsprechend, und für 
dieses ist 



lang); — ±ii^ — 



A'A" ^ 8{ly, 
A'-t-A" 



33 
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B«iläaGg bemerken vir, dass die umsebriebeuen Kegel eines etnsehaligea Hyperboloids, deren 
MUtelpnncie in die Scbeitel der reellen Axe der Focal-H>perbel und in die Scheitel der grossen 
Axe der Focal-Ellipse fallen, sicli gleich weil Uffnen. 

M ir können auch eine der drei Orossen A, A' und A" verschwinden lassen und dem enU 
sprechend nach demjenigen Kegel fragen, der durch eine gegebene Cnrve zweiter Classe sich legen 
lässt und die grösste oder kleinste UeShung hat. Sollen hierbei die Gleichungen (6) reelle M erthe 
für i; geben, so muss A" (der kleinste der drei Coefiieienten) negativ, A positiv sein, während A ' 
verschwindet. Die Fläche muss also in die Hyperbel 

aUi — y.®'® = w® 



Ibergchcn, wonach für das fragliche masmum, welches dein Scheitel der kleinem Axe der zuge- 
hörigen Focal-Ellipse 

r/’“’ = 



entspricht. 



tang.; = 






sich ergibt. In dem Falle der gleichseitigen Hyperbel ist dieses marimum ein rechter W inkel. 

195. Die identische Gleichung I der 18S. Nummer, die wir bereits auf die Form II gebracht 
und unter dieser Form discutirt haben, können wir auch auf folgende Weise schreiben ; 

k t A t ® -f-A'u ®-i-A"v® — w®) — fi(x,t -f-y ,u-f-z,v w) ® 

= (x't-t-y'u-|-z'v-f-w) (x"t-l-;"u-i-z"v-f w) — pr* (t*-f n'+v®) , 

und erhalten alsdann zwei neue Gleichungen von verschiedener Form : 

?.(At’-f-A'u®-t-A"v® — w®) — fi(x,t+y,u4-z,v-}-w) = 0, (8) 

Ci't-t-y'u-f-z'v-i-w)(x"t-|-y''o-|-z"v-f-w) — ur®(t®-t-u®-fv®) =0, (3) 

welche ein und dieselbe Fläche zweiter Classe darstellen. Diese Fläche berührt, in Gemässheit der 
Gleichungs-Form (1), die gegebene Fläche 

At*-f A'uHA"v* = w® (1) 



in einer ebenen Curve und die Ebene dieser Curvc hat den Punct (x„ y„ z,) zu ihrem Pole. Die 
zweite Gleichungs-Form zeigt, dass diese Fläche eine Rotations-Fläche ist, welche die beiden Puncto 
(x', y', zQ und (x", y", z"') zu ihren Brennpuncten hat, und dass pr® das Quadrat des Radius 
ihres Atsjuators ist Die Ebene der Berährungs-Curve steht auf einem der drei Hauptsebnitte 

der Fläche senkTccht, weil ihr Pol (x„ y„ z,) in der Ebene einer dieser Hauptsebnitte liegt. Wir 
brauchen also nur, wenn dieser Punct (x„ y„ z,) gegeben ist und wir die Berührungs-Ebene be- 
stimmen wollen, die Durehschnitls-Curve der Fläche in dem bezüglichen Hauptsebnitte zu kennen 
nnd in Beziehung auf diese Dnrchschnitts-Curve die Polare des gegebenen Punctes zu construiren. 
Die zu bestimmende Berührungs-Ebene steht alsdann auf dem Ilauptachnitte senkrecht und schneidet 
ibi^in dieser Polaren. Die beiden Brennpuncte -(x', y', zO »nd (x", y", z") sind irgend zwei 
Poncte, die wir auf einer Focal-Curve willköhrlich annehmen können. Wenn sie gegeben sind, so 
ergibt sieb der Punct (x„ y„ z,) unmittelbar als der Pol derjenigen geraden Linie, welche die 
beiden gegebenen verbindet, in Beziehnng auf diejenige Focal-Curve, auf welcher diese Puncto liegen. 
Umgekehrt ergeben sich die beiden Brennpnncte als diejenigen Puncte, in welchen die Focal-Curvo 
von der Polaren des Punctes (x^ }'„ z,) geschnitten . wird (189). 



»I 
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Die beiden Mlttelpunete irgend zweier einer gegeben en Fldcbe zweiter Clasee 
umzehriebenen Rotalionz >k egei sind die Brennpnncle einer der Fliebe nm- 
tchriebenen Rotations-Filebe zweiter Giesse. » 

Die Somme oder die Differenz der Abstände jedes Pnnctes einer ^tatlons-Fläcbe von ihren 
beiden Brennpnneteo bt bekanntlich eonstant CIBS). Constant ist also auch die Snmme oder die 
Differenz der Abstände jedes Punetes der Berührnngs-Corve von den beiden Focalpuneten (_x‘, s/) 

und (x", y", t"). Ebenso kilnnen wir aoeh die bekannte Eigenschaft der Rotations-Flächen, dasa 
das Verhältniss der Abstände jedes ihrer Puncte von einem Brennpuncte und der Polar-Ebene des- 
• selben constant ist, auf die Berührungs-Curve übertragen. 

196. Zuvürderst ist bei der Discussion des Satzes der vorigen Nummer liervorznhebeii, d.iss 
der Contact zwischen der gegebenen Fläche und der Rotations-Fläche, je nachdem die BcrOhnmgs- 
Ebene diese Flächen schneidet oder nicht, ein reeller oder ein imagi närer ist. Letzteres flndet 
dann Statt, wenn der Punct (x„ v„ z,) innerhalb der gegebenen Fläche liegt und eich also auch 
keine reellen Tangenten von diesem Puncte aus an die Ourchschnitts-Curve in dem bezüglichen 
Hauplschnitte legen lassen, sei es, dass derselbe auch innerhalb dieser Curvc liegt oder dass diese 
Gurre (was unter den reellen Flächen nur bei dem zwcisehaligen Hyperboloid Statt finden kann) selbst 
imaginär ist Der Uebergang zwischen einem reellen und einem imaginären Contact bildet der Fall, 
wo die BerUhnings-Curvc, in dem Falle der drei elliptischen Flächen, in einen Punct oder, in dem 
Falle der beiden hyperbolischen Flächen, in ein S)stcm von zy«ei geraden Linien ausartet: dann 
bat die gegebene Fläche mit der Rotations-Fläche eine Osculation höchster Ordnung auf der 
gemeinschaftlichen Tangential-Ebene. Diesem Falle entspricht also, dass der Punct (x„ y„ z,) in 
der Durcbschnitls-Cnrve der Fläche mit einem der drei Hauplschnitte liegt, wo dann die beiden 
Bacnnpunclc der fraglichen Rotations-Fläche sich wie früher ergeben, indem wir von diesem Puncte 
ans an die entsprechende Focal-Gurvc Tangenten legen und auf diesen die Beröhrungspuncte nehmen. 

197. Im Allgemeinen ist jede gerade Linie, die wir beliebig in einem der drei Hauptschnitte 

annchmen, dir Axe einer Rotations-Fläche, yrelche der gegebenen Fläche so umschrieben ist, dasa 
sie diese in einer Curve berührt, deren Ebene auf dem Hauplschnitte senkrecht steht. Wenn diese 
gerade Linie die Focal-Gurvc schneidet, so sinil die Durchschnitl-spunctc die beiden reellen Brenn- 
puncle und die Rotations-Fläche ist alsdann entweder ein verlängertes Sphäroid oder ein zweischaliges 
Hyperboloid. Begegnet die gerade Linie der Focal-Gurvc niclit, so ist die Rotations-Fläche eia ab- 
geplattetes Sphäroid oder ein cinschaligcs Hy perboloid. Den L'ebergang bildet der Fall, dass die 
gegebene gerade Linie die Focal-Gurvc berührt, dann wissen wir, dass diese gerade Linie die Axe 
eines umschriebenen Rolations-dvegels ist C189), der je nachdem der Bcrührungspiinct auf dcrFocal- 
Curvo (der Miticipnnct dieses Kegels) ausserhalb oder innerhalb der Uurcbschnilts-Gurve in dem 
Hanptschnitte liegt, reell oder imaginär ist. Bei diesem Uebergaoge fallen die beiden BreuDpuneta 
in dem Mittelpnncte des Kegels zusammen, indem die Fläche, vorher bei reellen Brennpuncten ein 
zweischaliges Hyperboloid, durch die reelle Kegelllache hindurchgehend, in ein cinschaliges Hvper- 
boloid mit imaginären Brennpuncten, oder, vorher ein verlängertes Sphäroid, durch die imaginäre 
Kegelfläche oder, was hiermit gleichbedeutend ist, durch den cilipsodischen Punct hindurchgehend, in 
ein abgeplattetes Sphäroid sich umgestallet. M enn die gegebene gerade Linie insbesondere einer 
A.svmptole der Focal-Hypcrbel parallel ist, so liegt rin Brennpunet unendlich weit, und wir erhalten 
offenbar ein Rolations-Paraboloid ; ein Uebcrgangs-Fail, der in der analytischen Darstellung, weil 
dann in einer der beiden Gonsunten-Gruppen (x', y', z') und unendlich grosse \\ erthe 

Vorkommen, eine Form-Aenderung verlangt. ■' • . /' , 

* aa* 



Digitized by Google 




260 



Flicbeo sweitor 0{*duatig nnd zweiter Clftase. > 



Wir kteie» auch jeden Pnnct der Ebene der drei Haupts cknille der Fliehe zweiter Claase sum 
MitUlpuncte einer dieser Fliehe umschriebenen Hotations-Fllche nehmen. Die Rotatione-Axe liest 

sich alsdann iinniitlrlbar und auf einzige \Ncisc bestimmen, denn dn der Mittelpiinct in der Mitte 
zwischen den beiden Brcnjpiiuctcn (\', y', z') und U", z'O auf der Kutatiuns-Axe iie^, so 
fiillt diese offenbar mit der, immer reellen Chorde der Fuc.xI Curvc zusammen, die durch den gegebenen 
Punci geht und demjenigeu Durchmesser der Fucal-Curvc parallel ist, auf dessen ziigeurdnctem 
Durchmesser der gegebene Piincl liegt, M eim hiernach dieser l’iinct in der Kbcne der Focal-Ellipse 
angenommen wird, so sind die beiden Breiinpimcte der Rolutions-Fliiehe reell oder imaginiir, je 
nachdem er innerhalb oder ausserhalb dieser Ellipse liegt; «enu er in der Ebene der Focal-H' perbel * 
erstens innerhalb derselben, zwcilelis nusserbalb deg Asyinptoten-W iiikei, in denen diese llvpcrbel 
liegt und drittens zwischen derlljperbcl und dein Asyniptotcn-W inhei nngenommcii wird, so sind 
in den beiden ersten Fallen die beiden llreiiiipiinotc reell und liegen eitirnal auf demselben Hvperbel- 
Zweige, das andere Alal auf beiden Hyperbel-Zweigen, wahrend sie im dritten Kalle imaginär sind. 

Lm die Art der llotations-Fläehc zu hesiimmen, ist es hiiireiclieiid, neben der Hestiiiiniiing 
Uber die Realität der llrennpiiiictc, auch noch zu wissen, ob der Radius der Acqiiulorial-Cune reell 
«der imaginär, mithin iir^ positiv oder negativ ist. 

198. Zunächst wollen wir wiederum, analog wie in der 189. Xiimmer, die identbsche Gleichung 
111 in die folgenden drei Duppel-GIcichungen aiifliisen: 



ä(At’-i-A'u’+A"v-— w^)-^u(x,H-y,ii-f-w)J = 0, j 
(x-'t-l-xhi i w) (x"l I )"tt-i-w’) — iir’ft^ -|-u*-f = 



X(At»+A'u’+A"v» — w’) — u(i,l + z,v + w)i =0,1 (6) 

(z't+ 2 'T+w)(x"t+z"v+w) — (ir’(t^-f-u*+v’) = 0;| (7) 

ä(At»+A'n*+A"T’— w») — u(y,n+z,v+w)» = 0,1 (8) 

0'uH-z'y-}-w)(y"a+z"y-f-w) — fir’(t’+n’+v’)=0.i C*) 



Sfchmen wir hiernach insbesondere die beiden Gleichungen (4) und (5), deren erste Theilo einander 
identisch sind,' so ergeben sich, wie früher, die beiden Bedingungs-Gleichungen: 



nnd hieraus folgt: 



X + fi = — 1, 



XA" = — fir». 



f» 



A“ 

r>— A«’ 



,.r* = 



A“ri 

r^— A« 



Wir sehen zuvOrderst, dass fx und X sich allein durch r'^ bestimmen. Hm hiernath r'* durch die 
Annahn« des Punctes (x„ y„ 0), der hier in der Ebene XY liegt, zu erhalten, brauchen wir bloss 
nnszudrlcken, dass die Gleichung (4) eine Hotalions-Fläche darstcllc. Indem wir die Bezeichnung 
der 10. Nummer auf diese Gleichung anwenden, finden wir: 

y, = XA", Y, = X(A'+u>,’), Y = X(A+..x,), 

= fxXx,y„ ’P,, = 0, ^',0 = 0. 

nnd hiernach, wenn wir ln die Gleichung (15) der 165. Nummer: 

(Y,-Y,)(Y,-Y)-(>P„)« =0, 

diese Wertbe subititniren, die erste der nachstehenden drei Gleichungen: 
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(A'-A")=t,’+(A-A'0y,’ = (A-A'0(A'-A'0, 

X'— r* 

(A"-A0x,“+(A-A')J,’ = (A-A0(A»-A'), (10) 

^ A * 

(A"-A)y,’+(A'-A)r,’ = (A'-A) (A"-A), 

TOD denen die beiden letztem unmittelbar durch die Furm der ersten gegeben sind. Ourrli diese 
Gleichungen bestimmt sich, wenn der Funct (Xn Tn Fbene einer der drei Hauptschnitte 

der Fläche beliebig angenommen w ird, zunächst der Werth von r^ nnd dann der Hadius der Aequa- 
toriol-Currc. Wenn wir, umgekehrt, r^ als gegeben und x„ y, nnd z, als veränderlich betrachten, 
so stellen diese drei Gleichungen, mit denen^bezüglich die rolgcndcn drei 

*/ = 0 . i> = 0 . */ = 0 . 

• 

* gleichzeitig bestehen, in dieser /usammcnstellung drei Kegelschnitte dar, dicin den drei llauplschnillen 
liegen, und, um uns kurz auszudrDcken, mit den drei Focal-Curven dieselben Asymptoten haben. 
Diese drei Curven sind also der geometrische Ort für die Mittelpnncte solcher Kugoin von gegebenem 
Radius, um welche sich, gleichzeitig mit der Fläche, (llotations-) Kegel umschreiben lassen; sie 
fallen insbesondere, wenn der gegebene Radius verschwindet, mit den drei Focal-Curven zusammen. 
Wenn überhaupt der Mittelpnnct einer solchen Kugel gegeben ist, so kiinnen wir leicht die Kugel 
selbst und die beiden Rotations-Kegel, die sich dieser Kugel und zugleich der Fläche umschreiben 
lassen, construiren. Wenn vt ir nemlich, von dem .Mittclpuncte der Kugel (x„ y„ z,) ans, Tangenten 
an die Focal-Curve legen, so sind die Berührungspuncte auf diesen Tangenten die .Mittclpuncte (x\ 
y', z') , (x", y", z") der beiden fraglichen Kegel. Durch jeden dieser Mittclpuncte gehen zwei 
Kcgelseiten, die in dem bezüglichen Hanptschnitte liegen und also zugleich die Durchschnitts-Cnrvo 
der Fläche in diesem Hauptschnittc nnd einen grössten Kreis der Kugel berühren. Da jene Durch- 
schnitts-Curve gegeben ist, so bestimmt sich also nnmittelbar dieser grösste Kugelkreis und somit 
die Kugel selbst. 

Zugleich begegnen wir hier dem folgenden Satze: 

Zwei Kegel, welche einer Fläche zweiter Classe umschrieben sind, nnd deren 
Mittclpuncte beliebig auf einer Focal-Curve angenommen werden, sind gleich- 
zeitig noch einer und derselben vollkommen bestimmten Kugel gmschricben. 

Betrachten w ir bloss die Puncle in der Ebene der Focal-Curve, so ist hiernach klar, dass wenn 
wir von irgend zwei Puncten dieser Curve an die Durcbschnitts-Curve der Fläche in demselben 
Uauptschnitte zwei Tangenten-Paare legen, in das von diesen Tangenten gebildete Viereck sich ein 
Kreis beschreiben lässt. Abgesehen von der Fläche ist die Beziehung der beiden Curven zu ein- 
ander eine gegenseitige, nnd dadurch bestimmt, dass beide Curven in derselben Ebene liegen und 
dieselben Brennpuncte haben. 

199. M'ir haben schon bemerkt, dass die .Axe der umschriebenen Rotations-Fläche, in Beziehung 
auf die Focale, in deren Ebene sie liegt, die Polare des Punctes (x„ y„ z,) ist. Beschreibt dieser 
Punct also nach einander die drei Kegelschnitte (lü), so umhüllen die zugehörigen Axen der 
Rotations- Flächen in den drei Hauptschnitt-Ebenen drei neue Kegelschnitte, welche mit jenen in 
Beziehung auf die bezüglichen drei Focal-Curven, reciproke Polar-Curven sind, nnd also, wie jene, 
mit den Focal-Curven dieselben Asymptoten haben. Aus den Gleichungen (10) erhalten wir, in 
Folge dieser Bemerkoogen, für die Gleichungen der neuen Curven, die folgenden 
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Flächen zweiter Ordnung nnd zweiter Claue. 

A" 



z = 0, (A'-A'0*’+(A-A")r’ = 



(A-A'0(A‘-A"), 



r-r 

V = 0, (A" - AO *’ + (A— AO r’ = -r^, (A-A') (A"-AO, 
• .. A*““r 

1 = 0, (A"-A))’+ CA'-A)Z’ = (A'-A)(A"-A), 



( 11 ) 



«lass diese drei Ciirveo, vclclie, nach dem Vorstehenden, von der Axe der Rotations-Fläche 
umhüllt werden, gleichzeitig hcschriehen werden von dem Mittelpuncte dieser Fläche. Es 
gehen, um diese direct zu zeigen, indem wir die Puncle (x„ y„ z,), (x', y', zQ und (x", j", z") 
in der Courdinaten Ebene XV annehmen, wonach die Coordinaten-Werthe z„ z' und z" verschwinden, 
die beiden identischen ersten Theilc der Gleichungen (4) und (5) : 

-Spx, = x'-Kx», 

— *(ij, = y'-fy". 

Es ist aber, indem wir die Coordinalen des Mittclpunctes der llotations-Fläche x, y, z nennen, weil 
dieser l'iincl in ddr Mitte zwischen den beiden Brcnnpiincten liegt: 

2x = x'-fx", 8y = j'-fy", z = ü, 

mithin 

1 A"-r“ 

' f* K" ^ 

1 A"— r* 

.V = . y = — 

(1 A" 

'und wenn wir diese Mcrthe in die erste der Gleichnngen CIO) einsefzen, ergibt sich, was nachzu- 
weisen war, die erste der Gleichungen (11). 

Wenn wir den Radius der Aequatorial-Curve p nennen, so haben wir, w as oben schon bemerkt 
worden ist: 



und hiernach 



A" 

' A"— r" 



A“— p’ 
A" 



M ir sehen hieraus, dass die Gleichungen (10) und (11) gegenseitig in einander übergehen, wenn 
wir die Wcrlhe von r’ und p” mit einander vcrtanschen; nnd dass wir iiberdiess in diesen beiden 
Gleichungs-Gruppen die CoefScienten 



bezüglich mit 



A" — r‘ 


A'— r‘ 


A — 


A" 


A' 


A 


A" ’ 


A' ’ 


A ’ 


A"— r’’ 


A'-r»’ 


A — r* 


.A" 


A' 


A 


.A"— p’ 


A' - p’ 


A-p= 


A«— p-’ 


A' — p*’^ 


A-p^’ 


A" ’ 


A' ’ 


A ’ 



vertauschen können. Die eben genannten Gleichungen (10) nnd (11) gehen hiernach in einander 
über, wenn wir p’ für r* schreiben. 

Wir haben also in dem Vorstehenden bewiesen, dass der Ort für die Mittelpuncte :Solrher 
Rotations-Flüchen, die einer gegebenen Fläche zweiter Classe nmschrieben sind und deren Acqnator 
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einen gegebenen Radios hat, Kegelschnitte sind, die io den Ebenen der drei Mauptschnitte der Fläche 
liegen und mit den drei Foeal-Curveo dieselben As,vmptoten haben. Die Axen dieser Rotations- 
Flächen umhüllen dieselben drei Kegelschnitte. Wenn überhaupt der .Mittelpunct einer umschriebenen 
Rotations-Fläche gegeben ist, so ergeben sich sogleich ihre beiden llrcnnpuncte Ct97) und wenn 
wir von diesen beiden Ilrennpnncten aus an die Durchschnitts-Curre der gegebenen Fläche in' dem- 
selben llauptschnitte Tangenten legen, und in das von diesen Tangenten gebildete Viereck, was 
immer müglicb ist (198), einen Kreis beschreiben, so ist dieser Krebs, in Gemässheit der letrten 
Entwicklungen, gleich dem Aequalor der umschriebenen Rotations-Fläche, deren Mittelpunct gegeben 
ist. Diese Fläche selbst ist hiernach vollkommen bestimmt und ebenso ist es die Ebene, in welcher 
die Berührungs-Curve liegt. 

Mcnn der Radius des Aequators verschwindet, so stellen die Gleichungen (11) wiederum die 
drei Focal-Curvcn selbst dar und wir gelangen wieder zu den Resultaten der 19(1. Nummer zurück. 

SOU. M ir können die bisher gewonnenen Resultate unmittelbar auch auf denjenigen Fall über- 
tragen, dass die gegebene Fläche zweiter Classe in eine Cnrvc dieser Classe ansartet. 

Nehmen wir eine in der Ebene XY liegende Ellipse, und für die Gleichung derselben in Rlan- 
Coordinaten die folgende: 

a’t«-f|J*u* = w^ (12) 

so erholten wir als Focal-EUipsc die gegebene Ellipse selbst und für die Focal-Hvperbel und dje 
imaginäre Focal-Curve die nachstehenden Gleichungen : 

(a» - ^») tl - V» = w‘, (13) 

— («* — ?*)u»— a»v» = w'. (14) 

Wenn wir in den drei Gleichungen (18), (13) und (14) 



bezüglich mit: 



^1, u». 



— d». 






vertanschen, so tritt jede der beiden Gleichungen (18) und (13) an die Stelle der andern, während 
die Qleichnng (14) unverändert bleibt. Ebenso tritt, wenn wir 

bezüglich mit 

-a*. v^, 

Tcrtausclien, Jede der beiden Gleichungen (12) und (14) an die Stelle der andern , während die 
Gleichung (13) unverändert bleibt. Hiernach gewinnen wir die folgende allgemeinere, ßr die 
nächsten Entwicklungen nothwendige AuOassungsweise. 

Es ordnen sich immer drei Curven zweiter Classe, von denen die erste eine Ellipse, die 
zweite eine Hyperbel und die dritte eine imaginäre Cnrve ist, in der Art zusammen, dass 
sie ein System von drei zusammengehörigen Focal-Curvcn bilden. M’cnn eine solcher drei Curven 
gegeben ist, so sind die beiden übrigen vollkommen bestimmt. Sie haben alle denselben Mittelpunct 
und liegen in drei auf einander senkrechten Ebenen. Die Durchschnitts-Linien dieser drei Ebenen 
sind die beiden Axen der drei Curven, so dass je zwei dieser Curven eine gemeinschaftliche .Axe 
haben. Auf dieser gemeinschaftlichen Axe sind die Scheitel jeder der beiden Curven die Brcnnpuncte 
' der jedesmaligen andern. Die grosse Axe der Ellipse fällt in die reelle Axe der Hyperbel, die kleine 
Axe der Ellipse in diejenige Axe der imaginären Cnrve, auf welcher die reellen Brcnnptmctc der- 
selben liegen, die Nebenaxe der Hyperbel in die andere Axe der imaginären Curvc. Wir nenoen 



*I ' 
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264 Flächen zweiter Ordnung und zweiter Classe. 

Focalpunct einer gegebenen Curre zweiter Classe jeden Pnnct, der auf einer der beiden zngehSrigen 
Focal-Curven liegt. Oie reellen Focolpnncte einer Ellipse liegen hiernach auf einer Hyperhel, die 
reellen Focalpuncle dieser Hyperbel, umgekehrt, auf jener Ellipse (189). 

201. Unmittelbar ergeben sich durch Parlicularisirung der früher gewonnenen Resultate die 
folgenden Sätze : 

, Irgend zwei Focalpiincte einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel sind die 
beiden Brennpuncte einer durch die gegebene Gurre gehenden Rotations-Fläche 
zweiter Classe und, nmgekehrt, die beiden Brennpnncte einer gegebenen Rota- 
tions-Flüche zweiter Classe sind zwei Focalpnncte jeder Curve, in welcher diese t 

Fläche von einer Ebene geschnitten wird. (195). 

Jeder Rota tions -Kegel, dessen Mittelpunct in einem Brennpuncte eines ver- 
längerten Sphäroids oder eines zweischaligen Rotations-Hyperboloids liegt, 
schneidet die Fläche in einer ebenen Curve, und, umgekehrt, jeder Kegel, der 
die, Fläche in einer ebenen Curve schneidet und dessen Mittelpnnct in einem 
Brennpuncte derselben liegt, ist ein Rotations-Kegel. 

Wenn man durch einen Brennpunct eines gegebenen Sphä-roids oder zwei- 
schaligen Rotations-Hyperboloids eine beliebige Schnitt-Ebene legt, so ist der- 
selbe auch ein Brennpunct der Dnrchschnitts-Cnrve in dieser Ebene. 

Wenn man von irgend zwei Focalpuneten einer gegebenen Ellipse oder 
Hyperbel zwei gerade Linien nach einem Puncte derselben zieht, so bleibt, wie 
auch dieser Punct auf der Curve fortrUcken mag, entweder die Summe oder die 
Differenz dieser beiden geraden Linien constant (195). 

Wir haben die Summe oder dis Differenz zu nehmen, je nachdem die beiden Focalpunctc die 
Brennpuncte eines durch die gegebene Curve gelegten Ellipsoids oder zwei-schaligen Hyperboloids 
sind. Wenn hiernach die gegebene Curve eine Hyperbel ist, so haben wir immer die Differenz zu 
nehmen, während wir, wenn eine Ellipse gegeben ist, entweder die Differenz oder die Summe nehmen 
müssen, je nachdem die beiden Focalpunctc demselben Zweige der Focal-Hyperbel oder beiden 
Zweigen derselben nngehürcii. Der Uebergang w ird dadurch bezeichnet, dass der Focalpunct, durch , 
das Unendliche hindurch, von einem Hypcrbclzweige auf den andern binübertritt. 

Wenn wir insbesondere für die beiden Focalpunctc die beiden Brennpuncte der gegebenen Curve 
nehmen, so geht der letzte Satz in einen allbekannten der Plaiiimctrie Uber, an den eine Beschreibung 
der Curve durch die continnirlichc Bewegung eines Punctes sich knüpft. Bei dieser Beschreibung 
der Curve kiinnen wir also an die Stelle der beiden Brennpuncte irgend zwei Focalpunctc setzen, 

* die nicht mehr in der Ebene der zu beschreibenden Curve liegen; eine Bemerkung, die zuerst Herr 
Dupin gemacht hat.*) 

,\n den letzten Satz schlicsst sich unter andern Sätzen auch der folgende an : 

Wenn wir einem R otat Ions- K egel irgend eine elliptische oder hy perbolische 
Basis geben, so ist die Summe je zweier Kcgciseitcn, die in einer der grOssern, 
bezüglich reellen, Axe der Basis parallelen Ebene liegen, constant. 

Nehmen wir nemlich auf einer Ellipse und Hyperbel, von welchen eine die Focnl-Curve der 

Dvvcluppemcnt« p. 8^0. 
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j^trn bi, irgtad zwei Pnncte F und F', G und 6' an, welche aal irgend zwei geraden Linien FF' 
nnd QQ' liegen, die der geraeinechaAIiehen Axe beider Cimrea parallel sind, m Ut zunächst offenbar ' 
G'F = GF'. Nach dem roiletzten Satze ist, wie auch F auf der Fllipse fortrficken nag (GF+G'F) 
consUnI, folglich auch unter der obigen Voraussetzung, dass FF' der grOsaern Axe der Ellipse 
parallel ist, (GF+QF'). Ebenso ist, für alle Lagen des Punetes \on G auf der H/perbel, (FG-|- 
F'G) conslanl, folglich auch, wenn GO' der reellen Axe der Hyperbel parallel ist, (FG-t-FG'). 

SOS. Wenn wir, statt der Fläche zweiter Classe, , wiederum die in der Ebene \Y liegende 
Ellipse • 

aH»+3'u’ = w’ (18) 

nehmen, so rerliert von den drei Gleichungen (10) die erste ihre Bedenluag, die beiden letzlern 
gehen in die folgenden aber: 

_(«•_, = (3:-r’)(<«’-?’). (15) 

+ = -Ca«-r')(a’-^'). (16) 

Von diesen beiden Gleichungen stellt die erste in der Ebene XZ eine Hyperbel, die zweite in der 
Ebene Y/ eine reelle oder imaginäre Ellipse dar: geometrische Oerter für die Mittelpuncte solcher 
Kugeln von gegebenem Radius r, um welche sich ein durch die gegebene Ellipse gehender (Rota- 
tions-) Kegel beschreiben lässt. Der Mittelpunct dieses Kegels ist im Falle der zweiten Gleichung, 



weil er auf der imaginären Focal-Curve liegt, nothwendig imaginär. 

Wenn wir in den Gleichungen (15) und (16) einfach r ‘ mit vertauschen, erhalten wir (199), 
den beiden letzten Gleichungen (11) entsprechend, die folgenden beiden: ^ 

^rxi_(at-^«)z« = (ß '-?•)(«»-?'). (17) 

aV+C“* — 3*)z« = — (al-p»)(o'— ßi), (18) 

um in den Ebenen XX nnd YZ die Oerter fär die Mittelpuncte der durch die gegebene Ellipse gehen- 
den Rotations -Flächen, deren Aeguatorial • Radins gegeben und gleich p ist, zu bestimmen. 

Nehmen wir endlich, statt der Ellipse (181, die durch folgende Oleichnng dargestellte Hyperbel 

a»t'— ß,»n* = w', (19) 

so treten an die Stelle der Gleichungen (15), (16), (17) und (18) die folgenden: 

ß,U,»-+-(a5-J-?,»)z,r = (^,’ -fr») («»-!-?,’)' (150 

«’y,’-Ko*-^,*)z,» = -(a’-r»)(«'-l-ft’)i (16') 

P,*x» + (ai + (3,c)z* = (S,* + p*)(«*-f?,i), (170 

aSj' + (a’-f-^,>)z' = _(at-p’)(a» -(-?,»). (18') 



Die Gleichungen (15') und (17') stellen hier Ellipsen dar, die für reelle Werthe von r’ und p* 
immer reell sind, die Gleichungen (16') nnd (18') reelle oder imaginäre Ellipsen. 

103. Unter denjenigen Kugeln, welche solchen Rotations - Kegeln, die eine gegebene Ellipse 
oder Hyperbel zur gemeinschaftlichen Basis haben, eingeschrieben sind, wollen wir diejenigen beson- 
ders hervorheben, welche zugleich die Ebene der Basis berühren. Fär diese Kugeln ist z" — r( 
wonach die Gleichungen (15) und (15'), indem wir der Kürze wegen r' fär (<>'— rd') und (a’-f- 
ß,*') schreiben, in die folgende übergehen: ' 




Zugleich ist y, = o. Der geometrische Ort für die Mittelpuncte der fraglichen Kugeln besteht also 
ans zwei geraden Linien, die auf der Ebene der Cnrve in ihren beiden Brenspancten senkrecht stehen 

S4 



Digitized by Google 




FlÄdiea zweiter Odraang and zweiter Chme. 



m 

Um alle Rogeln, welek« die Ebene eines gegebenen Kegelschnitts in einegi 
der beiden Brennpnncte desselben berihren, lassen sieh Kegel beschreiben, 
welche sogleich durch den gegebenen Kegelschnitt geh-en. 

Ein Kegel, der einer gegebenen Kogel umschrieben ist, wird von einer be- 
liebigen Ebene, welche die Kogel berührt, so geschnitten, dass der Berührnngs- 
punet auf der Kugel ein Brennpnnet der Durchschni tts - Cnrve ist. 

Wenn der Kegel sweien Kugeln sngieieh umschrieben bt, und die Schnitt-Ebene beide Kugeln 
„ sogleich berührt, so sind die beiden Berührungspuncte die beiden Brennpnncte der Durch- 
sehnhts-Curve. 

Wenn zwei Kugeln mit ihren beiden umschriebenen Kegeln gegeben sind, 
so schneidet jede Berührnngs-E ben e eines der beiden Kegel den j edesmaligen 
andern Kegel so, dass diejenigen beiden Puncle, in welchen die bei den Kugeln 
von dieser Ebene berührt werden, die beiden Brennpuncte der Durchschnitts- 
Cnrve sind. 

Es ergibt sieh sogleich, dass die Polaren der beiden Brennpuncte (die Directricen) aller sol- 
cher Durchschnitts-Curven jedes der beiden Kegel in denjenigen beiden Ebenen liegen, in welchen 
derselbe von den beiden Kngeln berührt wird, und offenbar liegen die Mitteipnncte aller Durch- 
sehnitls-Curren beider Kegel ln der Dorchschnilts-Ebcne der beiden Kugeln, 

Zu den rorstehenden Resultaten ist Herr Quetelet zuerst gelangt und Herr Dandelin hat die- 
selben dadurch reraiigemeinert, dass er an die Stelle des Rotations- Kegels ein einschaligcs Rota- 
Cions-Hyperboloid gesetzt hat. W'ir können erst im letzten Paragraphen dieses Bandes diesen Re- 
suilalen ihre richtige Stelle und dadurch ihre eigentliche Bedeutung anweistn. 

ng.8. S04. Der Satz der 196. Nummer besteht fort, wenn an die Stelle der Flache zweiter Ctassa 

dne Curre dieser Classe tritt, so dass zwei Rotations-Kegel, die durch einen gegebenen Kegelschnitt 
sich legen lassen, gleichzeitig derselben Kugel umschrieben sind. Oer Mittelponct dieser Kugel 
liegt in der Ebene der Focal-Curve, einem Hanptschnitte der Curre. Die Durchschnitts - Curre 
zweiter Classe In diesem Haoptsehnitte rcdocirt sich in dem Falle, den wir jetzt betrachten, auf die 
beiden Brennpuncte der Focal-Curve, welche die Scheitel einer Axe der an die Stelle der Flüche 
getretenen Corve zweiter Classe sind. Somit erhalten wir den folgenden Satz der Planimetrie, der 
die Conatruction der durch eine gegebene Curre zweiter Classe gehenden Rotations - Fliehen 
vermittelt. 

Wenn man von irgend zwei Puncten eines Kegelschnittes nach jedem seiner 
Brennpnncte zwei geradeLinien zieht, so bilden dieseLinien ejn solches Viereck, 
dem sich ein Kreis umschreiben lisst. Der Mittelponct dieses Kreises ist der 
Durchschnitt der Tangenten des Kegelschnittes in jenen beiden Puncten. 

Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel und lassen wir einen der beiden Poncte unendlich weit auf 
derselben fortrOcken, so gehen zwei der Vierecks-Seiten durch die beiden Brennpnncte und sind 
einer Asjmptote parallel. Der .Mittelponct des eingeschriebenen Kreises liegt abo auf dieser Asymptote 
und sein Radius ist, wie wir auch den zweiten Pnnct annehmen mOgen, constant und dem kürzesten 
Abstande der Brennpuncte von den Asjmptoten und also auch der halben Neben-Axe gleich.. 

Wenn wir durch einen beliebigen Pnnct einer gegebenen Hyperbel zwei gerade 
Linien nach den beiden Brennpnncten und in demselben Puncte die Tangente 
ziehen, so ist der Abstand desjenigen Pnnctes, in welchem diese Tangente eine 
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tot« sehDcidet, von den beiden erstgenannten geraden Linien gleich der 
Heben-Axe der HjperbeL 

Nehmen wir ferner fUr einen der beiden Puncte de« gegebenen Kegelsebnittes einen Scheitel 
derjenigen Axe, auf welcher «eine beiden reellen Brennpnncle liegen, so fallen in diese Axe zwei 
Vierecks-Seiten lusammeb. Das Viereck geht hiernach in ein Dreieck Uber nnd der eingeschrieben« 
Kreis berührt die in die Axe fallende Dreiecks-Seite in jenem Scheitel. Es gibt aber bekanntlich 
Tier Kreise, die einem Dreiecke eingeschrieben sind, das heisst die drei Seiten desselben berühren. 
Von zweien dieser rier Kreise wird eine beliebige dieser Seiten, die wir als Basis bezeichnen wollen, 
selbst, Ton den beiden andern wird sie in ihren Veriüngerungen berührt. Ist der gegebene Kegel- 
sehnilt eine Hrperbel, so wird di« Basis des fraglichen Dreiecks, für welche wir die in die Axe 
derselben fallende Seile nehmen, von den beiden ersten jener vier Kreise In den beiden Scheiteln 
dieser Axe berührt; ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so hestimmen die Bcrührungspnacte der Basis 
mit den beiden letzten Kreisen die Scheitel der in diese Basis fallenden grossen Axe. Für irgend 
ein gegebenes Dreieck gelten jene Bestimmungen gleichzeitig, weil es immer eine Hvpcrbel nnd 
eine Ellipse gibt , die beide dieselben Brennpuncto haben und In einem gegebenen Puncte sieh 
schneiden. 

AVenn irgend ein Dreieck gegeben ist, so sind diejenigen vier Pnncle, in 
welchen dieBasis desselben von den vier eing es chriebenen Kreisen berührt wird, 
bezüglich die beiden Scheitel der grossen Axe einer Ellipse and der reellen Axe 
ein er Hyperbel, welcheCurven beide dieWinkelpnncte derßasis zuihreaBrenn- 
puncten haben und dnreh die Spitze des Dreiecks geb^n. 

Wir wollen endlich noch die Voraussetzung machen, dass die beiden auf dem gegebenen Kegel- 
schnitte angenommenen Puncte, die Endpuncte irgend einer Chorde sind, wriche durch einen der 
beiden Drennpuncle geht. Dann liegt der Millelpunct des eingeschriebenen Kreises in dem Pole 
dieser Chorde, also auf der, dem Brennpuncte zugehörigen Dircctrix. Zwei Seiten des frühem Vier- 
ecks fallen hier vrieder zusammen und zwar in die durch den Brennpnnct gehende Chorde. Diese 
Chorde ist die Basis eines Dreiecks, dessen Spitze in dem andern Brennpuncte liegt. Ein Kreis, der 
einem solehen Dreiecke eingeschrieben ist, berührt also die Basis desselben in dem erstgenannten 
Brennpuncte, wonach, wenn wir durch den Brennpnnct zwei gerade Linien legen, die auf einander 
senkrecht stehen, der Pol einer dieser Linien auf der andern liegt. Wenn wir, wie in dem letzten 
Satze, von irgend einem gegebenen Dreiecke ausgehen, so erhallen wir eine neue geometrische Be- 
dealnng derjenigen vier Pnncle, in wetchen die Basis eines sulchen Dreiecks von den vier einge- 
schriebenen Kreisen berührt wird. Sie sind die vier zweiten Brennpuncte von solchen vier Kegel- 
schnitten, die den Bedingungen nnterworfen sind, dass die Spitze des Dreiecks ihr erster, gemein- 
schaftlicher Brennpunet ist und dass sie durch zwei gegebene Puncte, die W'inkelpuncte der Buis, 
gehen, die mit dem zweiten Brennpuncte in gerader Linie liegen. 

Zur Vervollständigung derjenigen Sätze, welche sich um den allgemeinen Satz dieser Nnmmer 
grapplren, wollen wir noch bemerken, dass die Seiten des Vierecks, welchem der Kreis sich eia- 
schreiben lässt, paarweise genommen, sich erstens in den beiden beliebig auf der Curve angenom- 
menen PnnclenN,N', zweite ns inden beiden ßrennpnacten derselben, F,F', und drittens noch in zwei 
Puncten M, M' schneiden, deren jeder durch zwei Viereckaseiten mit den beiden Brennpnncten verbunden 
ist Ein Paar derjenigen Scheitel-Winkel, die in jedem dieser sücha Puncte von zwei Vierecks- 
Seiten gebildet werden, wird dnreh diejenige gerade Linie bslbirt, welche diesen Panel mit dam 
Mittelpuncte des eingeschriebenen Kreises, das heisst mit dem Durchschniltspunete der Tangenten in 

« 4 » 
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d«n baden Puaeten, die wir aaf der Curve bcliebi* angenommen haben, verbinden. Wir 'grbaltea 
hiernach, als Ufflschrcibong des an die Spitze dieser Nummer geslelllen Satzes die folgenden 
drei Sitze. 

Z-wei gerade Linien, die, von den beiden Brennpuncten einer gegebenen 
Ellipse oder Hyperbel aus, nach einem beliebigen Puncte atrf dem Umfange der- 
selben gezogen werden, bilden mit derTangcnte indiesemPunCte gleiche Winkel. 

Xwci Tangenten, die man von einem gegebenen Puncte aus an eine gegebene 
Ellip se oder H y perbel zieh t und in den BerUhrungspuncten begränzt, werden 
von jedem der beiden Brennpuncte ans unter gleichen Winkeln oder unter solchen 
Winkeln gesehen, die sich zu zwei Rechten ergänzen. 

In dem Falle der Ellipse findet Erstercs Statt, in dem Falle der Hyperbel Erslercs oder X.etz- 
teres, je naohdem die beiden Berührungspuncte auf demselben Zweige oder anf beiden Zweigen 
der Hyperbel liegen. 

W enn wir von einem in der Ebene einer gegebenen Ellipse oder Hyperbel 
willkUhrlich angenommenen Puncte zwei gerade Linien durch die beiden Brenn- 
puncte der Curve und in zwei beliebig gewählten Dnrchschnittspnncten dieser 
Linien mit derselben die beiden Tangenten legen, so halbirt diejenige gerade 
Linie, welche den Durchscbnittspunct dieser Tangenten mit dem willkUhrlich 
angenommenen Puncte verbindet, ein Scheitel- Winkel-Paar, das in diesem Puncte 
von den beiden durch die Brennpuncte gehenden geraden Linien gebildet wird. 

Wenn der willkUbrlich angeiftmmene Pnnct anf dem Umfange der Ellipse oder Hyperbel selbst 
liegt, 80 geht der letzte der drei vorstehenden Sätze in den ersten derselben Uber. Denselben Satl 
Y kUanen wir auch, indem wir alle vier Ourchschnittspuncte der beiden durch die beiden Brennpuncte 
gehenden geraden Linien mit der Curve gleichzeitig betrachten, in folgender Weise aufiassen. Es ist 
bekannt, dass, wenn man in und um eine gegebene Ellipse oder Hyperbel in der Art irgend zwei 
Vierecke NN^"N"' und CC'C"C"' beschreibt, dass die Winkelpuncte des erstem die BerUhrungs- 
puncto auf den Seiten des letztem sind, die beiden Diagonalen beider Vierecke in demselben Pnncte 
M sich schneiden. (Wir nehmen hier den Begriff des Vierecks in der allgemeinsten Bedeutung.) 
Gehen die Diagonalen NN" und N'N"' des erstem Vierecks durch die beiden Brennpuncte K nnd 
F', so werden die von ihnen gebildeten Winkel dnreh die Diagonalen des letztem Vierecks halbirt, 
wonach die letztgenannten Diagonalen CC" und C'C'" auf einander senkrecht stehen. Wenn insbe- 
sondere der Dorcbschnitt dei' beiden Diagonalen des erstem Vierecks in eineif der beiden Broin- 
puncte selbst fällt, so hat eine dieser beiden Diagonalen eine ganz beliebige Richtung, während die 
andere dadurch bestimmt ist, dass sie durch beide Brennpuncte zugleich gebt; dann ergibt sich der 
Sats, dass eine beliebige Tangente der Curve, begränzt von den Tangenten derselben in den beiden 
Scheiteln der durch die beiden reellen Brennpuncte gehenden Axe, von einem beliebigen dieser Brenn- 
puBCte . ans unter rechtem Winkel gesehen wird. W^nn insbesondere ferner zwei Winkelpuncte der 
beiden Vierecke znsammenfallen und diese also in ein eingeschriebenes und umschriebenes Dreieck 
ttbcfgehen, so ergibt sieh, dass die Normale der Curve in einem beliebigen ihrer Puncte durch den 
Pol der Basis eines eingeschriebenen Dreiecks geht, dessen Scheitel dieser Punct ist und auf dessen 
beiden Schenkeln dis beiden Brennpuncte liegen. 

. . Gehen wir nochmals zn dem*an die Spitze dieser Nummer gestellten Satze znriiek nnd betrachten 
die dem Kreise umschriebene vollständige vierseitige Figur, so ergibt sich durch Umkehrung der 
folgende Satz, iv 
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f Wenn b»»" um eiaen gcgebeaco Kreis eiae TollstSndige Tterseitjge Figur beschreibt , so sii\4 
die drei Punclea-Paare , N und N', M und M', F und F', «eiche durch die drei Diagonalen ver- 
bunden werden, beaiiglich zwei Pufete auf dem Umfange einer Ellipse, iwei Puncte auf dem Umfange 
einer Hjperbei und 2wci der Ellipse und Hvpcrbel gemeinschaftliche Brennpunete. . , . .j 

>Vir können auch eines der beiden andern Puncten Paare K und K', M und M' für die beiden 
Brennpunete nehmen, nur erhalten wir dann, statt der Ellipse und H/perbel, rwei Hyperbeln, welche 
durch die beiden andern Punctenpaare gehen. \\ ährend jene Ellipse und fryperbel sich rechtwinklig 
schneiden, haben diese beiden Hyperbeln keinen gcmeinsehiiftlichen Punct mehr. Diese Resultate 
knüpfen sich unmittelbar an den Salz, dass bei der Hyperbel oder Ellipse die Oitrerenz oder 
Summe zweier von einem Puncto derselben nach den beiden Brennpuncten gezogenen geraden Linien 
constant ist, wenn wir cryvägen, dass eine vollstUndige vierseitige Figur sich in drei Vierecke aaf- 
lösen lässt, von welchen eines ein gewöhnliches Viereck ist,- ein zweile.s einen cinsprin^nden M'inkcl 
nnd das dritte zwei sich schneidende Seiten hat, und dass, wenn die vierseitige Figur einem Kreise 
umschrieben ist , in den beiden ersten Vierecken die Summe und im dritten die Differenz der gegen- 
überliegenden Seiten gleich ist. 

M ir müssen hier abbreeben, ohne den Gegenstand zu erschöpfen, es genügt unSf den Weg 
angedeutet zu haben, wie wir auf eine hOchst einlache M'eisc aus der Grund-Bestimmung der Brcnn- 
puncte der Ellipse und Hyperbel M'inkcl-Bezichungcn herleiten können, die sich sonst der analy- 
tischen Beweisführung unbequem schmiegen. Die Uebertragungen auf die Parabel, auf welche wir 
nicht eingehen werden , bieten keine Schwierigkeit. , 

2Q3. Wenn eine Curve zweiter Classe gegeben ist, so können wir jeden Punct, welche'^ 
in einer derjenigen beiden Ebenen liegt, welche auf der Ebene der gegebenen Curve senkrecht stehen 
und diese Ebene in den beiden Axeu der Curve schneiden, als .Mittelpunct einer der Cury e umschrie- 
benen Rotations-Fläche zweiter Classe betrachten , zu deren allgemeiner Bestimmung die frühem 
Nummern C1P7 — 199) die nothwendigen Elemente enthalten. M'ir wollen erstens für die gegebene 
Cnrve eine Ellipse nehmen, und voraussetzen, dass der Mittelpunct der durch dieselbe gehenden 
Rotations-Fläche in der Ebene der Focal-Hyperbel (15) liege. Es ergibt sich hier (190) , ^ 




M>nn der Mittelpunct 1) innerhalb der Focal-Hyperbel, 2) auf derselben, 3) zyvischen derselben 
nnd ihren Asymptoten, 4) auf diesen Asymptoten, 5) in den von denselben gebildeten Nebenwinkeln, 
oder 6) unendlich weit angenommen wird, ergibt sieh 

1) p> < 0, ‘r* > 0 < (l>, 

2) p’ = 0, r» = 0; 

3) p*>0<?% r»<tfi 

d) P^ = r* = T Qoi 

5)p^>ß«, 

8) P* = O0> r' = (l>i 

Wenn der angenommene Mittelpunct innerhalb der Focal-Hyperbel liegt (I), so sind die beiden 
Brennpunete reell and liegen auf demselben Zweige dieser Hyperbel: die entsprechende Fläche ist 
ein zweischaliges Rotations-Hyperboloid (201); sie sind imaginär, wenn der Mittelpunct zwischen 
der Focal-Hyperbel und ihren Asymptoten liegt (3), und werden wieder reell nnd liegen auf beiden 
Hyperbel-Zweigen , wenn der Mittelpunct Uber die Asymptoten hinübertritt (5) : dann ist die Fläche 
ein verlängertes Spbäroid (201). Wenn ferner p’ positiv ist (3, 5), ist der .Aequatur der zu bestim- 
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nenilcn RotatioDS-FlIche reelle sonit (1) ImaginKr. Hiernach entsprechen den drei coordhiirtett Fätlea 
1, 3, 5, besaglich ein zweischaliges and ein einschaliges I^tations-H;rperboloid and ein 
TsriSngertes' Sphäroid. . , ' * 

■ Was die Uebergangs-Fälle belrifTt, so müssen wir wohi anterscheiden , ob die fraglichen Rota- 
tions-Flächen als Flächen zweiter Classe oder als Flächen zweiter Ordnung gelten sollen. Nach 
den bisher gewonnenen ^ Resultaten kiinnen wir in beiden Voraussetzungen diese Uebergangsfille 
nnmillelbar bestimmen. Bctracblen wir die Flächen als zweiter Ordnung, so bildet, iodenv der 
Mitteipnnct auf der Foral-Hyperbcl angenommen wird, zw'ischcn zwei- und einscbaligen Rotatlons- 
Hrperboluiden der Kegel den L'ebergang. Rückt der Mitlelpunct auf eine Asymptote der Focal- 
Hyprrbel, so bildet ein Rotaliuns-Cylinder, der diese Asymptote zur Axe und jeden Punct derselben 
zu seinem Miltclpunrte hat, den L'ebcrgang von cinschaligen Hyperboloiden zn verlängerten Sphäroiden. 
Diese verlängerten Sphärotde endlich gehen durch das Rotations-Paraboloid wiederum in die zuerst 
betrachleten zweischaligen Hyperboloide über. Bei unserer analytischen Darslcllungsw eise haben wir 
die fraglichen Rotations-Flüchen als Flächen zweiter Classe betrachtet. In dieser Voraussetzung bildet 
ein System von zwei auf der Focal-Hypcrbel zusammcnfallenden Punclen den Uebergang zwischen 
Ewei- und einscbaligen Rotations-Hyperboloiden. Wenn der Miltelpunct der umschriebenen Rotations- 
Fläche mit dem Mitlelpunctc der gegebenen Ellipse ausammenfällt , so ist die Rotations-Axe ein 
beliebiger Durchmesser der Focal-Hyperbel. Schneidet derselbe diese Hyperbel, so ist Jie Fläche 
ein verlängertes Sphäroid , schneidet er sie nicht , so ist sie ein einschaligcs Hyperboloid. Dem 
' Debergangi-Falle entspricht, dass die sAxe der Rotations-Fläche mit einer Asymptote der Focal- 
Hypcrbel zusammenfällt. 

Nehmen wiF ferner den IMitteIpnnct der Rotations-Fläche beliebig in der Ebene der imaginären 
Foeal-EIlipse an, so verlangt die Gleichung (18), wenn der Mitlelpunct überhaupt reell sein soll, 

p’ > 

W'eil die Focal-Cnrve imaginär ist, so sind es immer auch die Brennpunctc der umschriebenen 
Rotations-Fläche, der Radius ihres .Aeqiiators ist immer reell und grüsser als a. Die Rotations- 
Flache ist offenbar ein abgeplattetes Sphäroid. 

Wir wollen zweitens eine Hyperbel als gegeben betrachten und den Mittelpunct der ihr 
umschriebenen Rotations-Fläche zuvürderst in der Ebene ihrer reellen Focal-Ellipse annehmen. 
nachdem der Mitteipnnct 1) innerhalb dieser Focal-EBipse, 8 ) auf dem l'mfangc , derselben oder 
3) ausserhalb derselben angenommen wird, ist 

1) p’ < 0 . 8 ) p’ = 0 3) p’ > 0 

In dem ersten der beiden coordinirten Fälle t) und 3) sind die beiden Brennpunctc reell, in 
dem letztem imaginär, der Radius des Aequators ist im erstem Falle imaginär, im letztem reell. 
Die Rotations-Fläche, welche überhaupt nur ein Hyperboloid sein kann, ist hiernach im ersten 
Falle ein zwcischaliges, im letzten Falle ein einschaligcs; zwischen beiden Fällen bilden zwei 
zusammenfallende Puncle fein Kcgell den Uebergang. 

Nehmen wir ferner den Miltelpunct der umschriebenen Rotations-Fläche in der Ebene der imagi- 
nären Focal-Ellipse beliebig an, so ist in Folge der Gleichung CI 8 O 1 wenn der Miltelpunct überhaupt 
reell sein soll, 

p’ > “*• 

Die Brcnnpuncte sind imaginär, der Radius des Aequators ist reell: die umschriebene Rotaliops- 
Fläche ein tinschaliges Hyperboloid. 
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806. Den Fall der beiden Parabolvide baben wir biaher noch nnberieksicbtigt gelassen. 
Dna denselben zu diseutiren, braneben wir nnr an die Stelle der Gleichung Ct) der 188. Nummer 
die folgende zu setzen 

pu’+qv’ — 8tw = 0. (1) 

Dann geht die identische Glefchnng I, indem wir zugleich berücksichtigen, dass hier, in Vcr- 
tretung der Bedingungs-Gleichung (4), nolhwendig ft = — 1, in die folgende über: 

X ! pu’ -i- qv» — 8tw 1 + 1 (z,t -f- j,u -f z,T + w)* — r’ (!’ + u’ + v'0 1 

' = (x't-fy'u-i-z'T-}- w)(z"t-i- j"u-i-z"v + w}, I, a 

und zeigt, wenn wir sie zuror auf die nachstehende Form bringen: 

X [pn* -f qv' — 8tw| — r*(t* -j- n* -f r’) 

= (z't + l'n + z'v + w)(z"t-t-jr"u-i- z"t-)-w) — Ci,t-i-;,o -i- z,v + w)»,* II a. 
dass die beiden Gleichungen 

X jpu’-i-qv'' — 8tw| — r’(t*-fn’-|-Tt) = 0, (8) 

(x't + }'u + z'v -f w) (x"t j"t -f z"v +%■) — (x,t + y,u -f- z,v + w)‘ = 0, (3) 

dieselbe FUde zweiter Classe darstellea.* Die Form der letztem Gleichung zeigt, dass diese Fliehe 
in ebe ebene Curve dieser Classe ansgeartet ist: eine Bedingung die nnr dann erfSUt werden kann, 
wenn aus der erstem Gleiehnng eine der drei Coordinaten t, u, v'ganz ausCUlt. Diese geschieht, 
da t nicht mehr ausfallen kann, nnr noch in zwei Fillen, die durch die Bedingnnga-Gleiehuagen 

Xq = r» Xp = r» ’ (4) 

angezeigt werden. Diesen beiden Fillen entsprechend, geht die Gleitdiung (2) nach einander in die 
folgenden beiden Uber: 

(p— q)u» — t(qt4-*w) = 0, (3) 

(q — p>^ — t(pt-f-8w) = 0. (6) 



Damit die Qleicbung (3) endlich mit diesen beiden Gleichungen identisch werden könne, müssen 
wir einmal z', z" und z', das andere Mal y" und y, verschwinden lassen; dann geht sie in die 
folgenden Uber: * 

(x't+r'u-f w)(x«t-i-y"u4-w)— (x,t-f-y,u-|-w)’ =0, (7) • 

(x't-|-z'v+w)(x"l4-z"v-^w) — (x,t-f-z,T-i- w)* = 0. (8) 

Anf demselben 'Wege als in der 189. Nnmmer gelangen wir hier zu dem Resultate, dass es, wenn 
eine Fliehe zweiter Classe insbesondere in ein Paraboloid fibergeht, nur noch zwei Foeal-Curven 
gibt, als geometrische Oerter fdr die Mlttelpnnctc der umschriebenen Rotations- Kegel und zugleich 
als aolche geometrische Oerter, die von den Axen dieser Kegel umhüllt werden. Diese Oerter sind 
beide Parabeln und liegen in den beiden Hauptachnitten des Paraboloids. 

Wir wollen erstens den Fall des elliptischen Paraboloids nehmen, welches in der Voraus- 
setzung, dass p und q beide positiv sind, durch folgende Gleichungen in dem Plan- und Punct- 
Coordinaten-Systeme dargestellt wird: 



pn*-i-qT* — 8tw = 0, 




(9) 



£s sind hierbei p und q' die halben Parameter -der beiden Hauptschnitte, wir wollen voraus- 
setzen, dass 

P><l- 



« 



« 



' P 



V 
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t7t Flächea zweiter Ordnung und zweiter Classe. 

Die erste Focal • Parabel: • 

(p_,) — t(qt + 8w) = 0, CIO) 

srclcbc wir auch durch die folgenden beiden Gleichungen in Punct-Coordinaten daratellen können : 

, z = 0, 7^ = 2Cp — q)C*~iq), ’ (11) 

liegt ganz innerhalb der Durchschnitts - Parabel in dem Hauptschnitte XY, öffnet sich in demselben 
Sinne , hat mit ihr dieselbe Axen • Richtung und denselben Brennpunct , und zu ihrem Scheitel den 
Brennpunct der Durchschnitts-Parabel in dem andern Hauptschnilte XZ. Keiner ihrer Puncte kann 
der Mittelpunct eines reellen umschriebenen Kegels sein. 

Die zweite Focal - Parabel: 

Cq— P)v*— tCpt-i-*w) = 0 tU) 

kann auch durch die folgenden beiden Gleichungen in Punct-Coordinaten dargestelll werden: 

• y = 0, z’ = — *(p — q)(x— 4 p). (13) 

Sie hat mit der Durchschnitts-Parabel in deml^puptschnille XZ dieselbe Axen-Richtung und denselben 
Brennpunct, öffnet sich aber in entgegengesetztem Sinne, ^o dass sie diese Parabel, und zwar in den 
Kreispuncten der Fliehe, schneidet. Ihr Scheitel ist der Brennpunct der Durchschnitts-Parabel in 
dem Hauptschnitte XY. 

Mir wolien zweitens dai hyperbolische Paraboloid, p und q immer positir nehmend, dureli 
folgende Gleichnngen io den beiden Coordinaten-Systemen darstellen; 

y* z^ 

pQf — qyi — Btw=0, i = ffi. (14) 

p q 

Die erste Focal - Parabel 

Cp + q)n' + tCqt-8w) = 0, (15) 

die wir auch durch folgende Gleichungen in Punct-Coordinaten darstellen können: 

z = 0, V* = 8(p + q) (x+4 q), (16) 

liegt in dem Hauptschnitte XY, hat mit der Durchschnitts • Curre in diesem Hauptschnitte dieselbe 
Axen-Richtung und denselben Brennpunct, Öffnet sich io demselben Sinne und zieht sich ganz um 
diese Parabel hin. Ihr Scheitel ist der Brennpunct der Durchschnitts - Curve {in dem andern 
Hauptschnitte. 

Die zweite Focal-Parabel 

(p+q)»’ = Kpl— *w), (17) 

die wir auch durch die Gleichungen 

y = 0, z* = — (p + q)(x— 5 p) (18) 

darstellen können, zieht sich auf ganz gleiche Meise um die Durchschnitts-Parabel in dem Hanpt- 

scbnilte XZ, indem sie sich, wie diese, in entgegengesetztem Sinne öffnet. 

Jeder Punct beider Focal -Parabeln eines hyperbolischen Pyaboloids ist der Mittelpunct eines 
reellen der Fliehe umschriebenen Rotations-Kegels. 

807. M'enn durch das Verschwinden ron q, dem der Uebergang^ einer Art ron Paraboloid« 
in die andere «ntspriebt, die Fliehe zweiter Clsbse io eine Parabel: 

pu’-f-Slw 3= 0 (19) 
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■asartel, so ist die erste focal-Psrabel keine <uidere als diese Parabel selbst, die zw eite Focal-Parabel 
bat folgende Gleichung 

pvi+t(pt+2w) = 0, (*0) 

und die Rrzichung der beiden Parabeln zu einander ist eine durchaus gegenseitige. Die Ebenen 
derselben stehen auf einander senkrecht und schneiden sich in ihrer gemeinsamen Axe ; jede hat, bei 
gleicbem Parameter, den Brennpunct der andern zu ihrem Scheitel. Jede ist der Ort für die .Mittel- 
puncte der durch die andere gelegten Rotations-Kegel, und wird Uberdiess von der Axe dieser 
Rotations-Kegel umhüllt ; woraus dann, ähnlich wie in der 191. Nummer folgt, dass zwei gerade 
I.inien, w'cichc von irgend zwei Focalpuncten einer gegebenen Parabel nach irgend einem Puncto 
auf dem Umfange derselben gezogen werden, mit der Tangente in dem letztgenannten Puncte gleiche 
Winkel bilden. I,as.sen vir einen der beiden Eocalpuncte auf der Kocal-Parnbcl iinme^ weiter rücken, 
so ist eine der beiden geraden Linien rin Durrhnirsser der gegebenen Parabel und somit erhalten 
wir hier noch den besondern Satz, dass jede gerade Linie, die von einem beliebigen Eocalpunclo 
einer gegebenen Parabel nach einem beliebigen Puncte auf dem Umfange derselben gezogen wird, 
mit der Tangente in diesem Puncte dieselben Winkel bildet, als der durch denselben gehende 
Durchmesser. 

Wenn ein elliptisches Paraboloid in eine Parabel übergeht, so fallen die beiden Kreispnncte 
desselben in den Brennpunct der Parabel zusammen (192). 

208. Die identische Gleichung 1, a. kiSnnen wir auch auf folgende Weise schreiben 

k(pu’+qv’— 2tw) + (x,t+y,u-|-z,v+w)« 
s (x't-|-y'u-fz'v-i-w)(x"H-.r"u4-z"v-f-w) + r’(t^-|-u'*-f-vt), III,«. 

und dann, ähnlich wie früher, in dir folgenden beiden auSüsen: 

>(P"-+q'''+*‘'*) + (x,I+.'d>+w)’, 

= (x't+.v'u-i-w)(x"i4->''a+w)+r^(t’-l-u5+v’). 

X(pu*+qv^— 2tw) i (x,t4-»,vH-w)' (*0 

s (x't + z'v-f-w ) ( x"l+v"v +w)4-r’(t’-|-nt4-T*). 

Nach der bekannten Deutungsweise ergibt sich hier der Satx, dass auch für den Fall der beiden 
Paraboloide irgend zwei Focalpuncte der Fläche die beiden Brennpuncte einer ihr umschriebenen 
Rotations-Fläche zweiter Classe sind, dass der Pol der Berührungs- Ebene mit den beiden Focal— 
puncten in demselben Hauptschnittc liegt und der Mittelpunct einer Kugel ist, welche gleichzeitig 
denjenigen beiden Kegeln eingeschrieben ist, deren Spitzen mit den beiden Focalpuncten Zu- 
sammenfällen. ' 

An die Stelle der Paraboloide kann insbesondere auch eine Parabel treten. Irgend zwei 
beliebige Focalpuncte einer gegebenen Parabd .sind die beiden Brennpuncte einer durch dieselbe ge- 
legten Rotations-Fläche, welche hier notbwendig ein sweischaliges Hvprrboloid Ist, das, wenn einer 
der beiden Focalpuncte auf der Focal-Parabel unendlich weit rücki, in ein Paraboloid übergeht. Es 
folgt hieraus, dass die DiSerenz der Abstände der Puncte einer gegebenen Parabel von irgend zwei 
festen Focalpuncten derselben constant ist. 

209. Wenn wir insbesondere, der ersten der beiden identischen Gleichungen (21) entsprechend, 

X tpa’ + qvt — 2tw) + (x,t -J- y,u + w)t =0 ( 22 ) 

für die Gleichung einer Rotations-Fläche nehmen, deren beide Brennpnncte auf der ersten Focal- 
Parabel liegen , so ergibt sich , indem wir 

3i 
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Fläcbea zweiter Ordonng and zweiter Cfawee. 



.'■i 



A = 

B" = X, y„ 

C = - X + x„ 



V = y,*+Xp, 

B' s= 0, 

C' = y„ 

D = 1 

acuen, mit BeibehaUaag der frBhern Bueiebnung: 

Y = — l CX - * X,), Y, 



A" = Xq, 
B =. 0, 
C" = 0, 



= 



= ^P. 

= «, 



Y, 



= 

= 0 , 



= * (p— q) (^> — 
q) (v — 



= -«Cp 



’)• 



(*3) 



■ad hieraus, Bhidich irie in der 198. Nummer, um ausindrUeken, dass die Gleichung CSS) eine RoW- 
tions-FUche darstelle, die erste der folgenden beiden Bedingungs-Gleichungen, in der wir zugleich 

r* 

18r X seinen Werth eingesetzt haben: 

q’ + 

»q 

p> + rl^ 

*P 

Die zweite dieser Gleichungen ergibt sich aus der ersten, indem wir j, und q bezüglich mit z, 
und p Tsrtanschen. Betrachten wir x,, j, und z, als rcränderlich , und r* als gegeben, so stellen 
diese Gleichungen zwei Parabeln in der Ebene XY' und XZ dar, welche keine andern sind, als die 
beiden Focal-Parabeln (11) und (13), parallel mit sich selbst, nach der Richtung ihrer Durchmesser 
Terseboben. Wenn dos gegebene rt insbesondere verschwindet, so stellen die Gleichungen (83) die 
beiden Focal-Parabeln (5) und (6) in der unverrückten Lage dar. 

Wenn wir den Radios des Aeqoators der Rotations-Fläche (88) durch pt bexeichnen, so ist, in 
GemSsaheit der ersten der beiden identischen Gleichungen (81) , 

p* :=s — r*. 

Für die Gleichungen derjenigen beiden Gurren, welche in Beziehung auf die beiden bezüglichen 
Focal-Parabeln, die zugeordneten Polar-Curveo deijenigen beiden Parabeln sind, welche durch die 
Gleichungen (83) dargestellt warden, ergeben sich, indem wir zugleich ( — p‘) für r^ einsetzen, 
unmittelbar die foigmtden 

■ + P‘ 



7« = 8 (p-q) ^ 

' = - * (p-q) (» - 



0' 



(84) 



* q 

* p 

Die so bestimmten Gurren sind der geometrische Ort, welcher zugleich von dem Mittelpnncte 
solcher unuchricbenen Rotations-Flächen, deren Aequator den Radius p bat, beschriebep und ron der 
Rotations-Axe derseibeo Flächen umhfilU wird- 

Betzen wir q = 0, so tritt wiederum an die Stelle des Poraboloids (1), als Fläche zweiter 
Glosse, dis Parabel 

pu* — 8tw = 0, (19) 

und während die ersten Gleichungen (83) und (84) ihre geometrische Bedeutung verlieren , geben 
die iweiten dieser Gleichungen in die folgenden Uber: 

p* + r>> 






(85) 

(») 
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Die letzte Qleichimg stellt in derjeaigen Ebeae, wriclie aof der Ebene der gegebenen Parabel 
wnkrecht atebt und diese Parabel in ihrer Axe sehneidet, den Ort für die Miltelpnncte einer Rotatioas- 
fUche dar, welche dnrdi die Parabel geht. Eine solche RaUlions-Flüche ist nothweadig ein zwai- 
oder einachaliges H/perboloid, und eine Tangential-Kbeno ihres A^mptoten-Kegels der Ebene 
der gegebenen Parabel parallel. Ersleres findet Statt, wenn der Millcipunct, der jeder beliebige 
Pnnct in der eben beetinuaten Ebene sein kann, innerhalb der Eocol-Parabel, letzteres, wenn er 
ansserhalb derselben liegt. Im ersten Falle ist p‘ negativ and r* positiv, in letztem Falle umge- 
kehrt p* positiv und r» negativ. Den Uebergaog, p» = r* = ü entsprechend, bildet der Fall, dass 
der Mitlelpunct auf der Focal-Parabel 

z* = — 8p (x — ip) 

liegt. Liegt der Miltelpunet nach der Richtung eines Durchmessers der Focal-Parabel unendlich 
weit, so wird die fragliche Rotatioos-Fldche ein Paraboloid- 



s. 11. 



llotatlteBS'Kegel, die den Flftchen aweUer •rtlnnng nnuchrieben 
sind. Foraipnnet und Dlrec<rlx. 



210. Indem wir dieselbe Fläche nach einander als eine Fläche zweiter Classe, das heisst als 
die bildliche Darstellung von Gleichungen zweiten Grades in Punet- und in Plon-Coordinaten an- 
sthen, sind es ganz analoge Betrachtungen, die uns in einer der beiden Ansebaanngsweisen zu der 
Bestimmung der Kreis-Schnitte dieser Fläche und in der jedesmaligen andern Anschauungsweise su 
der Bestimmung der dieser Fläche umschriebenen Rotations-kegel fuhren und umgekehrL Diese 
Betrachtungen gestalten sich aber ganz verschieden, sei es, dass wir die kreisschnitte, sei cs, dass 
wir die mnschriebenen Rotations-kegel in der zwiefachen AulTassung, der das zw iefache Coordinaten- 
SjMetn entspricht, bestimmen wollen. Im gegenwärtigen Paragraphen w'ollea wir das Svstem ge- 
wöhnlicher rechtwinkliger Parollel-Coordinatcn zu Grunde legen und können dann in der allgemeinoB 
Gleichung einer gegebenen Fläche der zweiten Ordnung die Coordinaien des Mittclpunclcs eines 
dieser Fläche umschriebenen Rolations-kegels unmittelbar in Evidenz bringen und aus den neuen 
Gleichungs-Formen eine neue Reihe geometrischer Beziehungen ableilen. 

Wenn irgend zwei Flächen zweiter Ordnung sich in reellen oder imaginären, ebenen Ciirven 
schneiden, so lassen sich immer auch denselben Flächen zwei reelle oder imaginäre kegel nmschreiben.*) 
ftezeichnen wir eine der beiden Flächen, die wir ab eine gegebene betrachten wollen, durch die 
allgemeine Qleiehang 

0 = 0, <l) 

und die zweite durch 

Ik = 0, 



so enbpricht der obigen Voraussetzung die identische Gleichung: 



Ql k -F kSt, 



*) Eiaea aaaölletSaraa Beweis Siten ellgcaieuiea Batsee warZaa wir ia deei 14. Pera(vafaaa fci i l ea 

«• 
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27C Flaoben zweiter Ordnaug aod zweiter Ciasse. 

udem wir durch s and t irgend zwei lineare Funedonen and durch x einen unbeetimnten umstanlea 
CoefScienten bezeichnen. Wenn die zweite Flache eine Kugel Ut, so sind die beiden oraschriebenea 
Kegel offenbar Kotations-Kegel und wenn diese Kngel sich insbesondere auf einen Panel reducirt, 
wonach 

• K - (z_x0»+(y-y0’+O-*')', 

ne fallen die beiden Kegel in einen einzigen zusammen, dessen Mhtelpnnet der Panet (x', y', z') 
ist. Dann erhalten wir also 

11= (x-zO^+(y-)V+(*-»0’‘-t-»»‘. (*) 

and hiernach für die allgemeine Gleichung der Flachen zweiter Ordnung, in so weit denselben sich 
Rotations-Kegel umschreiben lassen, die folgende : 

(,x— *0’+0 — y0’+(* — *')’+»8t = 0. (3) 

Diese Gleichung enthalt zehn Constanlen, ron welchen x die eine ist und drei auf die Restimmnng 
des Miltelpunctes des umschriebenen Rotations-Kegels und jeder der beiden Ebenen s und t kommen. 
Vor Allem m&ssen wir in die Oisenssion dieser Constanten, unter denen eine Überzählige sich 
befindet, eingeben. t 

Zn diesem Ende wollen wir die Richtung der drei Coordinaten-Ebenen so annehmen, dass zwei 
derselben denjenigen beiden, immer reellen and auf einander senkrechten Ebenen, welche die tob 
den Ebenen Cs) und CO gebildeten Winkel halbiren, parallel sind, und dass die dritte Coordinaten- 
Ebene auf diesen senkrecht steht. Hierdurch sind drei mdgUche Reductionen der Gleichung CS) 
gegeben, es kann diese Gleichung in jede der folgenden drei übergehen; 

Cx— xO’+(y— y')’'+(z— zO’ = ^(y— y'O^+Ky— y")’i (<) 

(x-xO*+0-y')’+(*-*0’ = x(x-x'0’+K*-*'0', (5) 

(x-xOHfy-yO*+(*-*')’ = f'(y-y")’+'(c-x'OS C6) 



lieber den Anfangspunct der Coordinaten ist hierbei durchaus keine Bestimmung gemacht worden, 
wir wollen ihn im Mitlelpuncte der gegebenen Flache annehmen. \ach den vorstehenden Gleichungs- 
Formen sind die Axen dieser Flache den Coordinalen-Axen parallel, and fallen insbesondere, bei 
der vorstehenden Annahme Ober den Anfangspunct, mit diesen Coordinaten-Axen zusammen, so dass 
wir für die Gleichung der gegebenen Flache Ci) die folgende nehmen künnen; 

V» 

= ( 7 ) 






wobei wir voranssetzen «ollen, dass 



a» ’ P« 



ot 



211. 



S^>y».‘) (8) 

Nehmen wir erstens die Gleichungen Cd) and (7) als identisch, so erhalten wir zwischea 



den noch za bestimmenden sieben Constanten der erstem dieser beiden Gleichungen, die folgenden 
sechs Bedingungs-Gleichungen 



1 — X = 



i __ • 

i-« = gl, 



(9) 



*) 8UU der drei GleicbungeB (4)~>(6) keimeii wir auch bloss eine derselben nehmen^ und dann, «n alle 
Rille an ersebipfen, der Klicbe (7) eine dreifache Lage geben, indem wir, nach einander, die Axen der 
KUehe auf verschiedene Welse mit den drei Ceordlnaleo^Aacn anaammenfallen laeten. Die Auffanauiiga* 
weine den Texiea Mclrt die Uaratellonf eidfadier. 
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»' = 0, . y' — py" = 0, X' — Xx" = 0, (10) 

CXx"^— x«)+(V'‘-7'*) = )’• 01) 

Da z' verschwindel, so liegt der Mitlelpunct des umschriebenen Rotations-Kegels in der Ebene der 
Halb-Axen a und ß, und ist in dieser Ebene durch die Coordinaten-M'erthe x' und y bestimmt. Senk- 
recht auf derselben Ebene steht die Durchschnitts-Linie der Ebenen (s) und (t), u-clche ihrerseits 
durch die Coordinaten-Werthe x" und j" bestimmt ist. Wir erhalten aus den Gleichungen (9) 



X = 






gl 



.08) 



ferner, wenn wir vermittelst der beiden letzten Gleichungen (10) aus der Gleichung (11) einmal 
x" und y, das andere Mal x' nod y' eliminiren ; 



I — X 



..y^ = r» 



^ H 

a-X)Xx"«-Kl-p)py"» = r’, 
oder wenn wir für X und u die obigen Werthe cinsetzen: 



: + 



y' 



«_yt 



= 1 , 



3»— y’ 

+ £ — = 1 . 

^ /i4 •’ 



(13) 

(U) 



ln der ersten dieser beiden Gleichungen, verbunden mit der Gleichung 
. z' = 0, 

erkennen wir, als geometrischen Ort für die Mittelpnncte der umschriebenen Rotations-Kegel, die 
Focal-Ellipse der Fläche (7) wieder (190); die zweite Gleichung gibt für den Ort der Duroh- 
schnilts-Linien der beiden Ebenen (s) und (t) einen auf der Ebene der Focal-Ellipse senkrecht 
stehenden Cylinder, deasen Basis wiederum eine Ellipse ist. Die beiden Halb-Axen-Qitadrate dieser 

Ellipse sind 



* ß* 

— - und ; und geben, mit den bezüglichen Halb-Axen-Unadraten der Focal- 

und 



Ellipse, (a’ — y’^) und — y^), multiplicirt, a* und p, woraus folgt, dass die beiden Eliipseu 
zngeordnetc Polar-Curven in Beziehung auf die Durchschnitts-Cnrve io dem bezügliehen HauptschnitI« 
der Flüche sind, oder, was hieraus sogleich sich ergibt, dass, in Beziehung auf die gegebene Flüche, 
der fragliche Cylinder die Polar-Flüche der Focal-Ellipse ist. 

Ans den beiden letzten Gleichungen (10) und der Gleichung (II) ergibt sich ferner 
(I -X) x'x"-f (1 - M)yy' = y, 
und wenn wir wiederum für X und u die Werthe einsetzen: 



= 1, 



(15) 



worin das Gesetz ausgesprochen ist, wie jedem Puncte der Focal-Ellipse eine bestimmte Seite des 
Cylinders entspricht und umgekehrt, pie einem Puncte auf der Focal-Curve entsprechende Seile 
des Cylinders ist nemlich diejenige, in welcher dieser Cylinder von der Polar-Ebene des Punetes, 
genommen in Beziehung auf die gegebene Flüche, berührt wird, so wie, andrerseits, der einer 
Cylinder-Seite entsprechende Punct der Pol derjenigen Ebene ist, welche den Cylinder in dieser 
Beile berührt. 
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FlHcben zweiter Ordnong und zweiter Clasee. 



Wir wollen überhaupt irgend einen Punci 0) Focalpunct and jede Cjünder-Seite 

Direetrix nennen. 

S12. Aus den beiden letalen Gleichnngea (10) erhalten wir endlich noch; 

y" — y* 1 — u t" a’y" 

“ 1— l'i" 

woraus, wenn wir geometri.sch deuten, folgt, dass der Punet (x', p', Oj auf einer solchen geraden 
Linie liegt, die durch den Punet (x", y", 0) geht und auf der Polaren dieses Punctes in Beziehung 
auf die Cnrve des Hauptschnittes senkrecht steht. I.st also die Oirectrix gegeben, so brauchen wir 
hloas, vom Fusspuncte derselben ans, ein Perpendikel auf die Polare dieses Fusspunetes zu lallen. 
Perpendikel und Polare schneiden sich alsdann in dem zugehörigen Foeal-Puncte. 

Die auf die Form der Gleichung (15) gegründete gegenseitige Bestimmung von Focalpunct and 
Direetrix setzt bloss voraus, dass die Curven (13) und (14), in Beziehung auf die Curven dea 
Hauptschnittes : 

X» V* 

(16) 



- + - 1 
a» ^ 



zugeordnete Polar-Curven sind. (Wir sehen in dem Ndrhstfolgenden von der dritten Dimension 
ganz ab.) Die in dem Vorstehenden enthaltene Conslruction des Foealpunctes, wenn die Direetrix 
gegeben ist, wobei die Curven (13) und (14) selbst nicht in Betracht kommen, findet ihren Grund 
darin,, dass die erste dieser beiden zugeordnelen Polar-Curven dadurch particularisirt wird, dass sie 
mit der Cnrve des Hauptschnittes dieselben beiden Brcnnpunctc (F und G) hat. Umgekehrt fliesst 
hieraus auch eine nnmiltclbarc Bestimmung der Direetrix, wenn der zugehörige Focalpunct 
gegeben ist. * 

fi. Nehmen wir also überhaupt drei Öurren (13), (14), (16), von welchen zwei in Bezidiuag 
anf die dritte zugeordnete Polar-Curven sind, und bestimmen die erste von jenen beiden so, dass sie 
mit der dritten dieselben beiden Brcnnpuncte hat, so haben wir bewiesen, dass, wenn wir von irgend 
einem Puncte (N) der zweiten Cnrve ein Perpendikel auf die Polare dieses Punctes, die eine Tan- 
gente der ersten Curve ist, fallen, der Fnsspunct (M) dieses Perpendikels (\M) ein Punet der 
s ersten Curve (der BerUhrungspunet) ist. Dieser Punet (.M) ist der Focalpunct, welcher zu 
deijenigen Oirectrix gehört, welche in dem beliebigen Puncte (N) der zweiten Curv e auf der gemein- 
namen Ebene der drei Curven senkrecht steht. Ist der Punkt (M) gegeben, so können wir unmit- 
telbar die Tangente and Normale der ersten Curve in diesem Puncte bestimmen, /iehen wir nenilkb 
durch denselben und die beiden geniciasamcn Brcnnpuncte (F, G) zwei gerade Linien (MF, 
MG) und hatbiren dann durch zwei neue gerade Liniea die von dieaen beiden gebildeten Scheitel- 
winkel, so ist eine der letzlgezogenen geradmi Linien (UN) die fragliche Normale und die andere 
die fragliche Tangente (MNQ der ersten Curve im Puncte (M). Der Pol der Tangente (MN') ist 
derjenige Punet N, in welchem die zum Focalpunete M gehörige Direetrix auf der Kbcnc der drei 
Curven senkrecht steht. Dieser Punet liegt also auf der Normalen (MN) und zugleich auf der 



* f Grh( die erale Curve^ •]« Curre Bvreiter CUmc betraehte<y hi dis der beiden Brennpuncte, «nd 

dem enUpretbend die Bvvetle Corre, Cur\'e iweiter Ordnvni' m 'betrachte«^ in das System« der bei- 

den Directrieeii über, «a gibt der Sati des Teites den ■ttbefcwintcn Snta, dnas die Pein« eine« 
auf einer JHreetHx ang enemaenen Pnnetes «nd 4kj«nite gerade Unle , weWm di ese n 9mut mit dem 
Brennpuoete verbindety ia dem Brrnapnncte auf einander eenkreclit eleben. * 
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Polaren des PuneUs M. Die beiden durch diesen Punct und die beiden Brennpunctc gehenden ge- 
raden Linien (Mb'i MG) schneiden die dritte Cnrve in vier Punclen (P, Q, R, S), die sich paar- 
ereise durch a\rei neue Linien-Paare PK und QS, PQ und RS rerbinden lassen und die Linien jedea 
Paares schneiden sich in xwei neuen Puncten (Ng,N«0. Diese beiden Puncte liegen auf der Pola- 
ren (M) und wir behaupten überdies, dass sie mit den beiden Puncten N und X', in welchen diese 
Polare von den eben bestimmten Linien MN und MN' geschnitten wird, Zusammenfällen, wonach 
' wir, wenn der Punct M gegeben ist, auf die leichteste Meise die Puncte N und N' finden kiinnen.*) 



♦) Cm den letiten Entwkkelungen ihre richtige Stelle antuweuen, filge Ich in dieser Note einige Bemer- 
hungen hinzu. 

Curven zweiter Clzaae, welche dieselben Brennpuncte haben, aind ala aolche Cnrren auziiaehen, din 
Ttw denselben vier (imaginiren^ geraden Linien, die aich paarweise in den beiden reellen Breunpuncten 
schneiden (Analytisch-geometriache Kntwicklungen II, ln) berührt werden. Ein System von 
Curven dieser Alt lisat sich, indem wir für t nach einander beliebige, positive oder negative, Werlhe 
einaelaen, durch folgende Gleichung daratellen: 

fa* — d)t>-(-(3* — d)u* = wl. (a) 

Zu dieaen Curven gehört insbesondere, entsprechend, (wir nehmen immer das Byalrm 

der beiden reellen Brennpuncte nnd, 4=«' entsprechend, das System der beiden imaginiren Brennpuncte. 
Das dritte Puncten-System, 4= OC entsprechend, ist imaginär nnd liegt unendlich weit. Cm den Beweis 
der obigen Bebauplurig an die Karra der voralcbendcn Gleichung (a) an knüpfen, brauchen wir nur awi- 
seben dieser Gleichung und der Glcicbang 

+ == w«, (b) 

di€ auf irnrr sich «rgibt, weita wir S gleich Null nach einander n und i <o eliaiiBireii. Auf 

diese« Wege baden wir^ unabhängig van iy die folgendeB beiden Gleichungen: 

(a*— — (a*— 

In Beaiebung auf alle Curven aweifer Clajuin» welche überhaupt vier gegebene gerade Linien beruh« 
leUf hier Insbesondere dieselben beide Brennpuncte haheo ist der geometrische Ort für die Pole einer 
beliebigen gereden Uoie eine aweite gerade loloio (Rn iw. II., OB). Die Braiehimg der beiden geraden 
Joinien au einander ist eine durchaus gegenseitige, sie stehen insbesondere In dem hier betrachteten Falle 
auf einander senkrecht. Es wird nemlicli der Pol einer gegebenen geraden Linie (!', u'* w') ln Be- 
stehung auf die Curve (a), wie bekannt, durch die folgende Gleichung 

(a* — d) l't -f- u'u = w'w 

dargesteUt ; die Csnrilinaien« Werlhe des Panctes sind htemaeJi 

w' W' 



und wenn wir ans dieson Gicichungen 4 oliminiren, kommt für den Ort der fraglichen Pale : 
w' w' 

— •7— ;T‘ * = > 

II» I* 



dieser Ort ist also eine gerade Linie, die auf der gegebenen u^, wO senkrecht «teht. Die beiden geraden 
Linien find die Tangenten aweier der in Hede stebendea Curven (einer ElUps« und einer Ilyperbel), die 
durch ihren Durchfehnittspunrt gehen and in diesem Puncte sich rechtwinklig achnetden. Hieraus folgt 
angleicb, dass diese beiden geraden Linien die Scheitel - Winkel halbireo, welche durch diejenigen beiden 
geraden Linien gebildet werden, die durch ihren DurchfchnilUpunct und die beiden gemetnsrhaftllchen 
Breonputtcte geben. 
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Flächen zweiter Ordnung und zweiter Clastte. 



213- Die bisherig« ErOrternngen beziehen sich gleichmässig anf alle FUeb« der zweiten 
Ordnung, die einen Mittelpunct haben, auch die imaginären Fläch« nicht ausgeechloesen. Wir 
wollen nun in eine apccielle Betrachtung der Terschiedenen Arten dieser Fläch« eingehen. 



In der 4| und A. Fi/(ur sind MN and 9IN' twei «emdc Ljoiciii die xn co«r»ealen Cur^en xweiter 
C’tiMei ven welchen eine beliebige grieichnct in der besprochenen Weise sich verlulten. F und G e 
sind die beiden gencinucbefllithen Brennpunrte. In Besichung auf die beliebige Curs'e liegt der Pol von 
suf MV und ist olso kein andrer als derjenige Punct Np in welchen auf der letxlgenannlen geraden 
' lainie MN die beiden Löuicn PR und QS sich »rbneiden. PH und beatimnen sieb aber dadurch p dass 

^ man durch M und die beiden Brennpiincte F und G awei gerade Liaien legt, welche die Curve io den 

vier Piiiictcn Pp R und S schneiden uud diese Punctc durch awei neue gerade Linien verbindet. Dieas 
Leixtere kann noch auf andere ^Vetsc gesriielicn: PQ und R.S scbneideii sich io N% dem Pole vau MV. 

, Ks ist hiemadi bewiesen , dass awei gerade Linien , welche durch den als beliebig atigenomnen an 

belrachlendeu Punct M und die beiden in obiger Weise beslimnlen Puncte N und V' gehenp die von den 
Linien MF und MG gebildeten Schcilt^-Witike! halbiren. Auf diesen Sata haben wir uns im Texte beaogeu. 
Liegt der Punct M insbesondere auf der (’urve selbst p so ergibt sieb der allbekannte Spiegelungs^Sata. 
M'ir wollen hier noch verwandle Beaiehiingen mit wenigen Worten andeuten. 

Wenn wirp von einem gegebenen Punctc M ausp an alle Curvrn aweitcr ClassOp die überhaupt vier 
gegebene gerade l.inien herMliren, hier insbesondere dieselben beiden Krenopiinctej F und Gp haben p Tan-^ 
geutcn*Paare legenp so bilden diese eine Involution (Eutw. II., Nach unserer Pefiniliun 

Vot« xu der angeführten Stelle) besteht überhaupt eine Involution von geraden Linien aus solchen Linien- 
Paaren p die mit awei gegebenen geraden l«iuien Systeme von vier llarmonicalen bilden. In jeder der 
* beiden gegebenen geraden Linien fallen die beiden Linien eines Paares der Involution ausanimen. Stehen 
diese beiden geraden Linien auf einander senkrecht, so hsibiren sie die von den lUnieii jedes Paares gebil- 
deten Seheiiel'Winkel, und also bilden dann auch die Linien irgend aweier Paare mit einander gleiche 
Winkel. Io dem Falle, den wir hier belracbtao. geben durch den gegebenen PiiiKt M , die beiden aaf 
einander senkrechten Tangenten MV und aweier in Hemselbcii Puncte sich schneidenden C'urven : in 
jede iterselbrii fallen die beiden Tangenten eines Paares der Involution xusammen. Insbesondere gehört 
• auch das System derjenigen beiden geraden Linien , welche den gegebenen Punct M mit den beiden 

Breniipunrien \erbinden, in die Reihe der fraglkben Tangenten -Paare. Es ist also bewiesen, dass die 
von einem beliebigen Tangenten-Paare und insbesimdere von den durrh die beiden Brennpiincte gehenden 
% gerader^ Linien gebildeten Hrhcitcl-Winkel durcli die beiden Tangenten der in M sich schneidenden beiden 

i'urven aweitcr Classc haibirt werden, l’nmiltclbar hieran knüpft sich der bekannte Bata, daas awei 
* • Tangenten, die man von einem gegebenen Puncte aus. an einen gegebenen Kegelschnitt legt, mit denje- 

uigen beiden geraden Linien, die durch Urn»4‘lben Punct nach den beiden Brenupunriea gexogen m erden, 
gleiche Winkel bilden. 

Wir können den gegebenen KegeUchnitl dri' 4. und Figur aiirli als einer solchen Reibe von Carven 
r.weiler ('lasse angeliürig betrachten, die alle dem Vierecke AB('D eingesrlirieben sind und dieses Viereck 
so beatimmen, dass die Borhbrungspnacto auf den gegenüberliegeaden Selten. P und S, Q und H, beaüg- 
Itrh mit den beiden Brennpnncteii F und G in gerader Linie liegen oder, was auf disselbe hinauakommL 
dass durch awei gegenüberliegende Winkelpuncle, D und B. die beiden Directricen des gegebenen Kegel- 
schnittes geben. Dann gehören au den Tangeiilen-Paarrn der bextiglichen Involution insbeaondere auch 
diejenigen drei Linien-Paare, welche die drei Puncten-Paare A und C, II und L, D und B mit dem belie- 
big anannehmenden Puncte verbinden. Ist dieser wiederum der Punct M, so fallen die i«ioien der beiden 
ersten Paare In den beiden auf einander aenkrechten geraden Ltaiea MV und MV' basaoineo. Wir 
gelangen hiernach namentlich auch an den folgenden Salaen. • 

Wenn ein Kegelschnitt und ein Pnnct M gegeben sind, so bilden diejenigen geraden Linien , MB 
und MBp die diesen Punct mit denjenigen beiden Puncten U und B verbinden p iF welchen die Pelare 
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A. Wenn die FUche ein Ellipiotd und ikre Gleichung die folgende ht: 



so ist ans den Gleichungen: 






( 17 ) 






,. = 1 - 



rl 

ßt’ 



ersichtlich, dass X und /i beide positiv und kleiner als die Einheit sind, dass ferner ;> h. .Setzen 
wir demnach 

U d* yS o(S 

tt = 3*, — = = sin'*«, (18) 

f ' X a* — y» d* 

so geht die Gleichung (4) in die folgende über 



1 



(Z-X')*+(V- v'J*+z* = «* |Cy-)'0*+ --^(x-x")’l, 

810^ U 



(19) 



wobei u derjenige M inkel ist, den die Ebenen der Kreisschnitte des Ellipsoids mit der kleinsten 
Axe desselben und also auch mit der ihr parallelen Directrix bilden. Da X <1 1, ergibt sich 
3* <C sin'*u. 

B. Wenn die Fliehe ein einschaiiges Hyperboloid und ihre Gleichung die folgende ist: 



a* S* r'* ’ 



so kommt: 



(« 0 ) 



X = l+?l, 
a* 






wonach X und p beide positiv und beide grosser als die Einheit sind; überdiess ist p ];> X und 
wenn wir, hiermit in L'ebereinslimmung, 



i = 



sin*w. 



setzen, so geht die Gleichung der Fläche in die folgende über: 



(x-x'j*+(y-y')’+** = ^»:(i-x'0* + -T-r- 

8in* o 



c*l) 



(«) 



wobei 3* ^ I und » derjenige Winkel ist, welchen die Ebenen der Kreisschnitte mit der Directrix, 
die anf der Ebene der beiden reellen Axen senkrecht steht, bilden. 

C. Wenn die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid und ihre Gleichung die folgende ist: 



o* ß't 



z* 






(83) 



de«»ribfti b«*idm Üirrrlricrn iichfir{dpt| mit dpti beiden durch demelben Punct lebenden TanifPiiteny 
MT und MU, »e wie mit dea beiden durch die beiden Brennpunete gese/cenen i^raden Linien, MK und 
MG, xl^cbe Winkel. 

Wenn man nm einen gei^ebenea Kej(eUehniU eine roll«lindi|(e vier»eili|^e Fifnr benchreikt, deren 
awei Kefcenuberliegende Winkelpnncle, I> nnd B, auf den beiden Directricen deaaelben lirj^ea, ao alrhen 
dlejenijen beiden Diaj^tmalen, AC und M\', welche die beiden andern Paare icegenQberliegender Winkel- 
pnnctc rerbinden, anf einander aenkrecht. 

38 
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wobei wir, in Uebereimtimmuiig mit den Bedingnngen (8), ß'* kleiner als r'* nehmen, 'so kommt: 



r I 



1 = 1 + 



1 - 



wonach 1 posiiir und ft negativ ist. Setzen wir demnach 

ji^ + ij =p^ 

X al + y'i (J'* * ’ 

SO kSnnen wir die Gleichung (4) auf die nachstehende Form bringen: 

c.-rt'+o-rt-+.> = 

1 + lang^o 



(*4) 



(95) 



wobei u derjenige Winkel ist, den die Ebenen der Kreiswdinitte mit der kleinern 5ieben-Axc bilden. 
Die folgenden beiden Gleichungen 

• (x— x'O = (T—y") tangu, x — x" = — (j—y*0 tangu, 

stellen mithin zwei solche Ebenen dar, welche durch die Directrix gehen und den Kreisschnitt- 
Ebenen der Fliehe parallel sind. Da wir den Werth von auch unter der Form 

V 1/ cos’u 

schreiben kSnnen, und X >• 1, so ergibt sich p* > — 

® ' rjvi*/n 



COfl*<0 

V. W>nn die Fliehe eine imaginttre und ihre Gleichung 

il+zl+i!« _i 



(») 



[! 

r 

ist, so zeigt sieh diess darin, dass X und (i in der Gleichung (4) beide negativ werden. 

214. Nehmen wir zweitens die Gleichungen (53 und (7) als identische, so ergeben sich die 
folgenden sechs Bedingungs-Gleichungen: 



1 



a* 



1— F = i 



uid fcieraQB 



X* — Xx'' = 0, }' = 

(;Xx«*— x'O+O’*"'*— 




1 

II 


(W) 


= 1, 


(283 


z"‘ = 1 


(») 



In drr Gleichangc-Form (25) BlelU »ich die Direftrii aU die DiirchacIinUUi-Liiue xweier reellen Kreta- 
aclwiU-BI>en«ii, i« den Gleicliuafafarmen (19) nnd (22) aber ala die DurduchnUtn-Linie aweier Inagiiiarea 
KreinacbDiU-Hbenen dar. Dcmielbefi Cnteraeätede werden wir auch in den folgenden Entwicklungen be- 
gegnen. Wir wollen daher Direetricen etater Art und Dlrectriceo xweiler Art ujiterachdden ) 
durch jene gehen awei reelle Kreiaackoitt-Ebeneti; durch dteae nicht. 
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S. 11. FoeftlpuQCte und Direetricen der Flächen sweiter Ordnung. S8S 

Wir erhalten Uer, und zwar bei allen Fliehen zweiter Ordnnng mit emem Miltelponete, für 
den Ort der Focaipnncte die Focal-H;perbel der Fläche (191) und fUr den Ort der Direetricen 
einen geraden bj'perbolischen Qxlinder, dessen Basis mit der Foeal-Uvperbcl in demselb^ Haupt- 
scbnilte liegt. Die Resultate der Sil. und SIS. Nummer gelten anch hier, mit BfodiSsatioasn, di« 
sich von selbst ergeben. 

A. Wenn die Fliehe das durch die Gleichung (17) dargesteUle Ellipsoid ist, so wird in 
Folge der Gieichnngen 





X = 1 - 4, 

rt * 



X positiv und v negativ. Setzen wir demnach 



r = 1 - 4, 



3*— r» 






(SO) 

( 31 ) 






so können wir die Gleichung (5)'folgeudergestalt schreiben: 

Hier bedeutet cs wiederum denjenigen Wuikel, welchen die Ebenen der Kreisschnitte d<s Eliipsoids 
mit der kieinsten Axe desselben bilden, und da X <1 1, ergibt sich: 

X ^ 1 

p’ = < — T". 

cos’m cos « 

B. Wenn die Fläche das durch die Gleichung (80) dargestellte einscKslige Hyperboloid 
Ist, so kommt: 

X = l-J, 

Dann sind X und v beide positiv und es ist v > X, so dass wir 



81 






X = dl. 



V a» “ U V’ 



(1») 

‘ r 

(83) 



setzen können, wonach die Gleichung (5) in die folgende übergeht: 

(x-xO»+y’+cz-zO' = + 

Es ist hierbei X = d* < 1 und zugleich > sin» und bedeutet den Winkel, 

den die Kreisschnitt-Ebenen der Fläche mit der Axe Y und also aueh mit der Directrix bilden. 

C. Wenn die Fläche dos durch die Gleichung (83) dargestellte zweischal ige Hyperbololif 
ist, so kommt 



X = 1 + 



•r 



Setzen wir hier, wo X und v beide positiv sind und X )> v: 

V — (i'i 

so ergibt sich für die Gleichung der Fläche: 



(34) 
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(x-iO’ + y*+(*-*0’ = r-r- (x-x'OM 

•n* t» 



( 35 ) 



wo5m 3^ <C i and zngleicli d* ^ lin^u. Es bedeutet a wiederum denjenigen Winkel, welchen 
die Kreiseebnitl-Ebenen mit der Aie Y und also auch mit der Directrix bilden. ^ 

J?. FBr den Fall der imaginüren Flicbe (S8) werden X nnd >> beide negatir. 

S1&. Nehmen wir drittens die Gleichungen (6) nnd (7) als identische, so ergeben sieh, 
am einfachsten durch eine blosse Buchstaben-Vertauschung, ans (It) — (14) oder (f7) — (S9) die 
folgenden Gleichungen: 



f. = l - 






ßi — ai 
S* — o» 



— o» 



“ * r*’ 

= 1. 



r* — 






r* 



*"» = I. 



Die letzten beiden Gleichungen stellen imaginire Oerter dar. Es gibt keine entsprechenden 
reellen Focalpuncte und auch die Directricen sind imagioitr. Die Gleichungs-Form (B) ist also bei 
reeller Constanten-Bestiramung nicht mOglich. 

tl6. Wenn die Fliehe sweiter Ordnnng insbesondere in ein Paraboloid übe^eht — und 
diese kann nothwendig der Fall sein, wenn überhaupt einem solchen ein Rotations- Kegel sieh um- 
schreibmi Usst (SIO) — kSnnen wir an die Stelle der Gleichung (7) die folgende setzen : 



22 

p 



+ — = *x. 

9 



C3© 



Dann sind p nnd q die halben Parameter der beiden Hauptachnitte des Paraboloids, die in den 
Ebenen XY und XZ ii^en. M'enn p und q beide gleiches Zeichen haben, und dann kOnnen wir 
beide positiv und 

P > 9 (37) 

nehmen, so ist das Paraboloid ein elliptisches. In dem Falle entgegengesetzter Zeichen, wollen 
wir, in Uebereinstimraung mit der vorstehenden Bedingung, p positiv und q negativ nehmen; dann ist 
das Paraboloid mn hjperbolisches, 

Setzen wir hiernach erstens die Gleichungen Cd) und (36) identisch, so kommt: 



nnd bierans: 



X sa 1 , 

x' — Xi'' = q, 
(l't — Xi"*) 

X= 1, 



1-.= -^, 

y'—ity" = 0, z' = 0, 

+ (y"-w“*) = o, 



p = 



P — 9 



r”— *(p-9) (*' — |9) = 0| 
- (x"--f Iq) = 0. 



(38) 

{») 

( 40 ) 



P-9 

Da z' verschwindet, so liegt der Focalpunct in der Ebene XY und kann in dieser Ebens beliebig 
auf der durch die Gleichung (39), in der Voranssetaung, dass wir y' und x' als veründerlich betrach- 
ten, dargestellten Parabel angenommen werden. Diese Parabel ist die erste Focal-Parabel des 



Digitized by Google 



%. 11. FocalpoDcte and Directricen der'FlÄehen zweiter Ordnang. 285 



PtrtboloUa (t 08 ). Die entepreclieiide Directrix steht aaf derselbNt Coordbisteii- Ebene senkredtt 
nnd iit eine Saite de« durch (40) dargestellten parabolischen C;liaders. Die Basis des Cjlinders 
und die Foeal-Parabel sind sageordnete Polar-Carfea in Besidnaig anf die Durchschnitts-Parabel der 
Flüche in eben dieser Coordinaten-Ebene. Wir erhalten ferner 
* — f (i' + n'O = 0, 

r - y" ^ _ r 

X' x" p ’ 

• x' — x" = 9 . 

Aus den ersten dieser drei Gleichungen ist eraiehtlieh, dass der Fusspunct (x“, }", 0) derDireetrix, 
in Beziehung auf die Dorehschnilts-Curve in dem Hanptschnitte XY, auf der Polaren des Focalpunctei 
und dieser auf der Polaren jenes Fusspunctes liegt; die zireite Gleichung zeigt, dass^eine Ebene, 
«eiche durch die Directrix nnd den Focalpunct geht, die Foeal-Parabel in letztgenanntem Pnnete 
rechtwinhiich schneidet, dis dritte Gleichung endlich, dass die Projection der kürzesten Entfernung 
des Focalpunetes ron der Directrix auf die Axe des Paraboloids constant und gleich g ist. 

Setzen «ir zweitens die Gleichungen (5) und C38) identisch, so erhalten wir, einer einfachen 
Vertauschung ton z und r, q und p, v nnd fi entsprechend, 

«I — P 

q 

z'J - 1 - 8 (p— 9 ) (z'— iP) = 0 

*9* 



X = 1, 



t"‘ -i- — ^ (x + Jp) = 0 , 

P— 9 



(41) 

( 48 ) 

(43) 



x' — x" = p. 

Die Gleichung (48) stellt die zweite Foeal-Parabel dar (806). 

Was drittens die Oleichnngs-Form ( 6 ) betrifll, so ist es unmöglich, dieselbe mit (36) identiach 
zu machen. 

ji. Nehmen wir für den Fall des elliptischen Paraboloids den Focalpunct auf der ersten gaus 
innerhalb der Flüche liegenden Foeal-Parabel (39), so können wir, indem wir , 



= cob’u. 



- — = stn'o, 

P 



9-P 



= — tang'u. 



(44) 



setzen, die Gleichung (4) auf folgende Weise schreiben : 

(X — xO’+(y — y')* + s* = ain’(J.T — u) | Cy — >")' + | «6) 

Es bedeutet hier a denjenigen Winkel, welchen die Kreissehnitt-Ebenen mit der Axe X, der Axe 
des Paraboloids, bilden. Diese Ebenen stehen auf dem Hauptschnitle XZ, der die Durchschnitts- 
Parabel mit dem kleinern Parameter 8 q enthält, senkrecht und bilden also mit der Axe 2, die hier 
der Directrix parallel ist, den Winkel ( jw — u). 

Nehmen wir den Focalpunct auf der zweiten, die Flüche schneidenden, Foeal-Parabel (48) an, 
so wird, während X der Einheit gleich bleibt, >> negativ und nach dem Vorstehenden gleich 
— tang (|w — u). Alsdann gebt die Gleichung (5) in die folgende Ober: 

1 (x — x")* — (z— z")’ •attg’d’' — ®) 

cos*(J» — «)’ I-)-tung’'(j:r — u) 



(x-xO*-|->>-Kz-zO' = 



(46) 
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Oi« beUan Oleiebuagaa .> 

* — z" = ± (i — x") ungo 

■telicB hier diejcaigm beiden Krciaschnitte der FUcäe der, welche durch die Oirectrix, die der Axe 
Y parellel ist, gehen. , 

B. Für den Fall des h^perbolifchen Paraboloids ist * 



tang^« = — (47) 

indem wir denjenigen W inkel u nennen, wrelche sulche Ebenen, die die FUche nur in einer ’einxigen 
geraden Linie schneiden, mit dem Hauptsehnhte XY bilden. Demnach bt ferner 

q p 

cos*« = — - — , smei;i s* — - — . i 

q_p p_q 



Nehmen wir hiernach den Focalpunct auf der ersten Focal-Parahel C39)t *<> hoeaat 



X = 1, 



P = 



wonach die Qleichung (^) in die folgende übergeht : 

(x-xO‘+(r-yO’+*’ = (x-x'0’+ ,1^ O-J")*. (48) 

und 6> derjenige Winkel iat, den^die oben bezeiehneten Schnitt-Ebenen, welche die KreisschnitU 
Ebenen vertreten, mit der Axe Z, der die Directrix parallel ist, bilden. 

Nehmen wir den Focalpunct auf der zweiten Focal-Parabel (42), so kommt: 

• cos*« sin'‘ (jn — «) 

wonach die Gleichung (5) folgende Form annimmt ; 

(x-xO’ + vi +CZ-Z')* = (x-x«)» +-.-T 7 ,* ; C*-i'0>. (49) 

und (}tc — u) der Winkel ist, den die Directrix mit dcu fraglichen Schnitt-Ebenen bildet. 

817. lim der Anschauung xur Hülfe zu kommen, füge Ich für die verschiedenen Hauptmie 
eine bildliche Darstellung hinzu. Da sichs hierbei zunächst um Constructionen in den drei Haupt- 
schnitten der Fläche handelt und diese für jeden der acht Theile, in welche diese Fläche durch die 
in ihrem Mittelpuncte sieh schneidenden Coordinaten- Ebenen gethcilt wird, symmetrisch sind, so 
danken wir uns in den Figuren 6, 7 und 8 die Ebene des Hanptschnittes ZX um die Axe X und 
die Ebene des Hauptachnittes ZY um die Axe Y so lange gedreht, bis beide mit der Ebene des 
Hauplschniltes XY zusammenfallcn und führen die Constructionen nur für denjenigen Thcil der 
Fläche ans, welcher in der von den positiven .Axen-Richtungen gebildeten Ecke liegt. 

Fie 6 10^ der G. Figur sind OA, OB, OC die grosse, mittlere und kleine HnIb-.Axe des Ellipsoids 
° (17); AB, .\C und BC die Durchschnitts-Ellipsen in den Hauptschnitten der grossen und mitllern,' 

der grossen und kleinen und der miltlem und kleinen Axe. Die kreis.schnitl-Ebencn stehen auf der 
Ebene des Hanptschnittes der grossen und kleinen Axe senkrecht und schneiden di^e Ebene in zwei 
• Systemen von geraden Linien, die IrezOglieh mit OK und mit der Tangente der DnrchschniUs-Curvc 
im Kreispuncte Q parallel sind. Es ist o> der W inkel, den die Kreisschnilt - Ebenen , deren zwei 
durch die mittlere- Axe OB gehen, mit der kleinen Axo OC, und folglicb (j:r— u) der Winkel, 



a 
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äen ti* mit der grossen Az* OA bild«. Die Foeal-Ellipne, welche in dtn Hanpltcluiitte der 
grossen and mittlem Aze liegt, ist F'MF''; sie geht durch die Puncte F'* and F^, weiche Brennt 
panele der beiden Eiiipsen AC und BC sind. Der geonietrisehe Ort für die zngehfirigen Dircctrieen 
zweiter Art ist ein dUptiseher Cjlinder, der enf der F.beae dieses Hsoptschoitles swkreeht steht g*d 
dieselbe in der ElUpse D'ND'^ sebneidel; er entbXlt die beiden geraden Linien D'O' und D"Q", 
welche zugleich Directrieen der beiden Ellipsen AC und BC sind, die F' und F'' su Brennpunctea 
haben. M ist irgend ein Focalpuact, N der Fosspunct der zngehbrigcn Directriz, und (IF) die ent- 
aprechende Gleichungs-Form. Die Focal-U/perbel, welche in der Ebene der grossen und kleinen 
Aze liegt, bt M'FQ ) sie gebt durch den Brennpnnct F der Ellipse AB und durch den Kreispunet 
Q, der auf der Ellipse AC liegt Der geometrische Ort für die zugehörigen Directrieen erster Art 
bt ein hyperboUseher Cylinder, der an( der Ebene der grossen und kleinen Axe senkrecht steht und 
dieselbe in der H/parbel DN' schneidet; DG ist eine Seheitellinie desselben nnd zugleich ein* 01- 
rectrix der Durchsehnitls-Elllpse AB. M' bl irgend ein Focolpunct, N' der Fusspnnct der zugehlt- 
rigen Directriz erster Art, X'S mid N'T sind dbjenigen beiden geraden Mnien, in welche die durch 
dieselbe parallel mit den Krebschnitten gelegten Ebenen die Ebene der grossen und kleinen Axe 
schneiden: (31) bt die entsprechende Gleichungs-Form. 

ln der 7. Figur sind OA und OB die beiden Halb-Axen nnd OC^ bt die halbe Neben- Axe des 
durch die Gleichuiig (SO) dargastellten einschaligea Hjpcrboloids. Die Darchschailts-CorTen in den 
drei Hanptschnitlen, sind dis Ellipse AB and db beiden Hjrperbeln AV nnd BW. Dnnh die grOesero 
Axe OA geben awei Krebschnitt* und bilden mit der Neben-Axe ^OC' den Winkel o und also mit 
der kleinem Axe OB den Winkel (} n — u). OK bt db gerade Linie, in welcher ciiier dieaar 
beiden Kreisschnitte die Ebene der klebiem Aze und der Ndien-Axe, anf dar me senlorcebt stehsa, 
schnridet Die Focal-Ellipse, die in der Ebene der beiden reellen Axen liegt bi F''MF" and 
geht dnriA F" einen Brennpnnct der Hyperbel BW. Der geometrbebe Ort flr db zngebllrigcn Dt. 
rectricen bt ein etliplbclur (^linder, der die FUch* nicht schneidet and die Neben-Axe derselben 
cn eeiner Axe hat ; er steht nnf der Ebene der beiden reellen Axen senkrecht und schneidet sic in 
der Ellipse IPND“; D'CF nnd D"GK' sind swei Schehellinbn denselben and sogleich zwei Direo- 
Iricen der beiden eben genannten Hyperbeln AV und BW. Db Focal' Hyperbel, db in der Ebene 
der grossem Axe O.A and der Neben-Axe OC' liegt, bt FM' und geht durch F, rinn Brennpunct 
der Durehsdinitts-EUipse AB in der Ebne der beiden reellen Axen. Der geometrbebe Ort flir db 
tngehOrigeo Direetrben bt ein di* FUthe nicht echnridender hyperbnlbchor Qylinder, der auf dar 
Ebene der Focal -Hyperbel seakreeht steht und dieselbe la der Hyperbel DN' ichnridel. DO ist 
eine Sehritellinie dieses Cylinders und znglrich eine Directriz der Durehsehnitts-Ellipsa AB. Je 
nachdem wir den Foealpimct auf der Foeal-EUipee etwa in M oder auf der Foeal-Hypcrbel etwa in 
M' annehmen, kSnnen wir die FUebe durch die Obiebnngen (C2) oder (33) dnrstellen. E* sind 
N und N' db Fnsspuncte der zng^Origen Directrieen, db io dem Falle des etasoballgen Hyperbo- 
loids beidesmal von der zweiten Art sind. " k1 

In dn 8. Figur bt OA die reelle Halb-Axe, OB' db halbe kleinere nnd OC' die halbe grOaset« 
Neben-Axe des dnreh db Oleiehnng (S5) dargestellten zwebchaligen Hyperboloids. Die DurehachnitW- 
Cnrvt in der Ebene der reelln Axe und der kleinern Neben-Axe ist die Hyperbel AQU, die Durch- 
aebnitts-Carre in der Ebene der reellen Axe und der grOssera Neben-.Axe die Hyperbel AV. Die 
Kreisecbnitt-Ebenen atehen anf der ersbm dieser beiden Ebenen senkrecht, und eine derselben aclmci- 
det diese Ebene in der geraden Linie OK. Db Focal-Ellipee F'QF" schneidet die Hyperbel 
AQU in derselben Ebene in dem Krrispuneb Q und bat den Brennpnnct F' der andern Hyperbel 
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AV so eiaem Sebeilcl ikrer grosten Aze. (Der SdidUl ihrer kleinen Axe iit der reelle Brenaponet 
F" der iina^nlren Darchechiiitte-CinTe in der Ebene der beiden Neben-Axen.) Die ingebBrigen 
Oirectricen lind von der ersten Art, nnd der Ort fdr dieselben ist ein elliptiseker Cjrliader, der auf 
der Ebene der Focnl-EUipse senkreebt ^ebt nnd dieselbe in der Ellipse D'ND„ seiuieidet. D'GF 
nnd D„0„ sind zwei Scheitel-Liaien dieses Cjrlinders, die ente sugleieh Directrix der Darebsebnäts- 
H^erbel AV, die zweite, deren zugebSrigeni Focalpnnete F„ ein negstirea j entspricht, zugleicb 
eine Directrix der inagindren Dnrcbscbmtts-Cnrre in der Ebene der beiden Keben-Axen. N ist der 
Fnsspanct einer Directrix, die braden durch dieselbe gelegten Kreissebnitt-Ebenen sebneiden die Ebene 
der Focal-EUipse in den geraden Linien NS und NT. Die von diesen Ebenen gebildeten Scheitel- 
Winkel, innerhalb welcher die Fläche liegt, bt (w — 2«), wie in dem Falle des Elllpsoids. Die 
Focal-Hjrperbel FM', die in der Ebene der reellen Axe und der grossem Neben-Axe liegt, gebt 
durch F, einen Brennpunct der Darchsehnitts-Hjperbel AU ; der Ort fdr die entspreebenden Dire«- 
tricen zweiter Art ist ein gerader b.vperboliseber, die FUche unucbliessender Cylinder, dessen Basis 
DN', nnd der DO, eins Directrix der eben genannten Dnrehsebnitts- Hyperbel AU, zu einer seiner 
Scbeitel-Liniea bat. M' ist ein Focalponct, N' der Fnsspunct der zugehörigen Directrix und (35) 
die entsprechende Gleichnngs-Form. 

In den Fällen der 6 — 8. Figur sind die Ellipse F'F" und die Hyperbel FJ zwei zuaamuenge- 
bOrige Focal-Curven, die beiden ilrennpuncte der erstem sind die Sebeitei der Quer-Axe der letztem, 
die beiden Breanpnncte der letztem die Scheitel der grossen Axe der erstem. 

ln den Fällen der beiden Paraboloide (36), wo eia Hsaptsebaitt nncadliek weit liegt, nehmm 
wir von den beiden fibrigen den ersten XY in der Ebene der Figur an, und denken uns den zweitmi 
XZ dnreb eine Drehung um die Axe X in dieselbe Ebene snrflckgefBhrt. 

In der 9. Figur sind OU nnd OV die beiden Darebsebnitts-Parabein eines elliptischen Para- 
boloids in den beiden Hauptsehnitten, jene mit dem grossem, diese mit dem kleinem Parameter. 
Die erate Foeal-Parabel ist F'M und ihr Sebeitei F' der Brennpunct der Durchschnitts-Parabel OV ; 
der Ort der zugehörigen Directrieen zweiter Art der go-ade paraboliscbo Cylinder, der D'N zur Basis 
bat; die Diredrix der Durchschnilta-Parabel OV ist seine Scheitel-Linie. M ist ein Focaipnnct, N 
der Fnsspanct der zugdiOrigen' Directrix nnd (45) die entsprechende Gleichnngs-Form. Oie zweite 
Focal-Parabel ist FQ, sie geht durch den Kreispunct Q und durch den Brennpunct F der Parabel 
OU ; der Ort der zugehörigen Directrieen erster Art der gerade parabolische Cylinder, dessen Bosin 
DN', und dessen Scheitel-Linie DO die Directrix der Parabel OU ist. Der Gleichnngs-Form (46) 
entspricht die Annahme irgend eines Focalpunctes M', wo dann N' der Fnsspunct der zugehörigen 
Directrix ist, durch welche zwei Kreisschnitt-Ebenen gehen, die die Ebene der zweiten Focal-Parabel 
in den beiden geraden Linien N'S und N'T schneiden und einen Winkel, innerhalb desselben die 
Fläche liegt, bilden, der gleich So ist 

In der 10. Figur sind OU nnd OV die beiden in entgegengesetztem Sinne sich Öffnenden Para- 
beln in den beiden Hauptsehnitten eines hyperbolischen Paraboloids, Die erste Focal-Parabel 
ist F'M, die zweite FM'. Die Scheitel dieser beiden Foeal-Parabeln sind bezBglich die beiden 
Brennpuncie F' und F der beiden Parabeln OV und OU. Die zugehörigen Directrieen sind beidesmal 
von^der zweiten Art, der Ort fQr dieselben die beiden geraden parabolischen Cylinder, deren Basen 
bezüglich D'N und DN' and deren Scheitel-Linien, IVG' nnd DO, die Directrieen der beiden Parabeln 
OV und OU sind. Je nachdem wir den Focalpunct auf der ersten oder zweiten Focal-Parabel an- 
nehmen, etwa in M oder M', ergeben sich die Gleichungen (48) oder (49). Der Fusspnnet der 
entsprechenden Directrix ist N oder N'. * 
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In dnr'Falien der 9. ond iO. Figur lind FJ and F'J' iwei (vsammeogeMlrig« Focnl-Panbeln, 
die jedennel gieicbea Bvameier heben. 

818. Die in depi Vorstebenden betrachteten Fldcben, das EUipsoid, die beiden HTperboloidn 
und die beiden Paräboloide lassen sich und zwar auf zwiefache Weise durch eine Qleichnng von 
der Form der Gleichung (3) aosdrücken. Diese Gleichnng^ selbst ninait, je nachdem die beiden 
linearen Functionen s und t reell oder imaginär siäd, die Form der ersten oder xs^en der nach- 
stehenden Gleichungen an : 

(x — x")’ -f Cr — j^O’lang’ra 



(x — x')’ -1- z'* = p . , , , , 

' 1 -f tang’o ’ 

= p’ j (x — x'O'cos’m — (\ — j")’sin’«»i ; 
(x-xO'-Ky— jOHz* = d«icx-x")’-|--rVo-y")’i- 



I. 



II. 



T, 



Indem wir der Kürze halber 

Cx-xO’+Ö-yO*+a‘ = R’. 

Cx— r'Ocosö-fCy— — S, (x—x''')cosa — (y— jr")sinu 

setzen, können wir die Gleichungs-Form L auch folgendergestalt schreiben; 

R* = p’ST. (30) 

Auf irgend einen gegebenen Pnnct der Fläche bezogen, erhält H die Bedeutung des Abstandes dieses 
Punetes von dem Puncte (x', y', 0) und S und T erhalten die Bedeutung kürzester Abstände desselben 
Pnnctes von den beiden Ebenen 

8 = 0, • T = 0. 

Wenn irgend ein Punct und zweiEbenen gegeben sind, so ist der geometrische 
Ori solcher Puncte, deren .\bstand von dem gegebenen Puncte zu der mittlern 
Proportionalen ans den kürzesten Abständen von den beiden gegebenen Ebenen 
in einem gegebenen Verhältnisse steht, eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Diese Fläche ist immer eine nicht geradlinige und zwar, was ein Blick auf die Gleichungen 
(31), (46) und (85) unmittelbar zeigt, ein EUipsoid, ein elliptisches Parakoloid oder ein 
elliptisches Hyperboloid je nachdem 

1 - _1_ . 1 
cos’u ’ 



p’<- 



p' =• 






cos'u COS'U cos‘u 

Es bedeutet u die Hälfte des Winkels, den die beiden gegebenen Ebenen mit einander bilden, wobei 
zu berücksichtigen ist, dass wir diesen Minkel so wählen müssen, dass, Tür Puncte innerhalb des- 
selben, S nnd T entgegengesetzte Zeichen haben. Der gegebene Punct ist ein Focalpnnct der Fläche 
und liegt auf derjenigen Focal-Curve, die diese Fläche in den Kreispuncten schneidet, und also für 
den Fall des Ellipsoids auf der Focal-Hyperbel (in der Ebene der kleinsten und grilssten Axe), für 
den Fall des elliptischen Hyperboloids auf der Focal-Ellipse (in der Ebene der reellen Axe und der 
kleinern Nebenaxe) und fiir den Fall des elliptischen Paraboioids auf der Focal-Parabel in dem 
Hauptschnitte des kleinern Parameters. Die Durchschnitts-Linie der beiden gegebenen Ebenen ist 
die zugehörige Directrix; diese Ebenen selbst sind Kreisschnitt-Ebenea der Fläche, die Durchschnitts- 
Kreise in ihnen aber imaginär, was aus der Gleichung (50) unmittelbar ersichtlich ist. Kur in dem 
Falle, dass der gegebene Punct in den Kreispuuet Tällt, berührt eine der beiden Ebenen die Fläche, 
sonst können beide keinen Punct gemein haben. Durch Umkehrung ergibt sich der nachstehende Satz. 
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Wenn man von irgend einem Punelc einer gegebenen nicht geradlinigen 
Flüche zweiter Ordnnng nach einem auf derjenigen Focal>Cnrve, weiche durch 
die Kreispuncle derFläche geht, beliebig augenommenen Focalpuncte eine gerade 
Linie zieht und auf diejenigen beiden K reiseeh nilt -E beneu der Flüche, welche 
in der zugehdrigen Direetrix sich schneiden, Perpendikel fällt, so steht jene 
gerade Linien der mittlern Proportioilalea ans diesen beiden Perpendikel in 
einem constanten Verhältnisse. 

219. Bei einer andern Annahme von Focalpanct und Direetrix bleibt dicss constante Verbältniss 
immer unverändert dasselbe. Um es für eine gegebene Fläche zu bestimmen, wollen wir die Gleichung 
(SO) mit der folgenden zusammenstellcn <. 

S = T, 

wonach für die Puncte der Durchschnitts-Cunrc io der durch die letzte Gleichung dargestellten Ebene 

R = pS 



. sich ergibt. Statt des Abstandes S kiinnen wir die kürzesten Abstände solcher Puncte von der 
Durchschnilts-Linie der beiden Ebenen S und T einfiihren nnd durch L bezeichnen. Es ergibt sich 
nemlich, wenn vir berücksichtigten, dass derjenige von diesen Ebenen gebildete Winkel, innerhalb 
dessen die fraglichen Puncte liegen, (:c — 2u) ist: 



r 



und hiernach, indem wir 
setzen : 



Ja nachdem 

‘ .“ < 1 . 



S = Lcosu 
p cos u = u 
R => pL. 

p = 1, 



f» > 1. 



(31) 



ist die Fläche ein Ellipaoid, ein elliptisches Paraboloid oder ein elliptisches Hyperboloid. 

Die vorstehenden Entwickelungen gellen für alle Fälle, wo auch der Focalpunct auf der be- 
züglichen Focal-Curve liegen mag, nehmen wir ihn insbesondere im Scheitel dieser Curve an, so 
liegt die fragliche Durehschnills-Curve in demjenigen Hauptschnille, welcher im Falle des Ellipsoids 
die grlisste und mittlere Axe, im Falle des Hyperboloids die reelle Axe und die grSssere Neben- 
Axe, im Falle des Paraboloids den grüssem Parameter enthält. Es ist somit bewiesen, dass für alle 



Puncte einer gegebenen Ellipse, 'Parabel und Hrpcrbel das V’crhällniss der Abstände von einem 
Brennpuncte (jener Scheitel der Focal-Curve der Fläche) und von der zugehörigen Direetrix (zu- 
gleich Direetrix der Curve im engem Sinne) constanl ist nnd dass die Art der Curve davon ab- 
hängt, ob dieses Verbältniss kleiner als die Einheit, gleich der Einheit oder grösser als dieselbe ist. 
Aus diesem Verhältnisse (p) ergibt sich unmittelbar der constante Coefficient p. 

Wenn der Focalpunct auf der fraglichen Focal-Curve fortrückt, bleibt die schneidende Ebene 
mit sich selbst und dem eben bestimmten Hauptschnille parallel, sie enthält noch die Direetrix, aber 
nicht mehr den Focalpunct. Wir sehen also, dass der eben angezogene Salz noch eine Verallge- 
meinerung aulässt und dass er für eine gegebene Curve auch dann fortbesteht, wenn der Focalpunct 
(ursprünglich der eigentlich'e BrennpuncI) ans ihrer Ebene herausrückt, während sich die Direetrix 
in ihrer Ebene parallel versehiebt. Auf die desfallsigen nahem Bestimmungen werden wir bald 
zurückkommen (322). 

Wenn w ir durch die Direetrix, welche Lage dieselbe auch haben mag, irgend eine Schnitt-Ebene, 
deren Gleichung, bei Annahme irgend eines positiven Werthes für x die folgende ist: 



i 
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8 = *T, * ■ ‘ 

Irgen, so erhalten wir für die Durchsehnills-Curre in derselben wiederum iKe Gleichung (5t), nur h 
dass fl einen andern Werth bekommt. Wenn wir insbesondere also die Selinitt-Ebene durch den 
zugehdrigen Foc«|punct legen, wobei diese Ebene auf der Focal-Curre senkrecht steht, so ist dieser, jff, ; 
Focalpnnct ein Brennpnnct der Dnrcbschnilts-Curve. .. 

SCO. M enn wir bloss solche Pnncte der Fläche belraehtcn, welche in demjenigen Hanptschnitte 
derselben liegen, der auch die Kreispuncte enthält und zugleich berUeksIehtigen, dass dieselbe Durch- 
Bchnitts-Curvo in diesem Hauptschnitte unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung, deren jede eine ' ' 

besondere Fncal-Curve besliniml, angehSrt, so ergibt sich der folgende Satz. 

M enn ein Kegelschnitt gegeben ist, so kSnnen wir in der Ebene desselben einen Pnnct will- 
kiihrlich annehnicn und d.-inn in derselben Ebene zwei gerade L4nien Immer so bestimmen, dass das 
Verhältniss des Abstandes eines Punctes des Kegelschnittes von dem angenommenen Pnncte zu der • 
miltlem Proportionalen aus den kürzesten Abständen von den beiden geraden Linien conatant ist. 

SCI. Betmchten wir diejenigen Pnncte der durch die Gleichung 

B“» = p*ST 

dargestellten Fläche, welche uncndlish weit .liegen, so können wir um die Richtung zu bestimmen, 
nach welcher sie unendlich weit liegM, annchman, dass die Ebenen S und T durch dm FocalputtCt 
gehen, und erhalten also die Asvmploten der Fläche, wenn wir diesen Punct in den Mittelpunet 
derselben verlegen. Betzen wir, hiernach 

. issinn, I^sinr-, 

’no ergibt sich,, • . 

sin>; sim;' WS — , (öf) 

* ■ P' 

wobei II nnd r,‘ diejenigen Winkel bedeuten, welche die jedesmalige Asymptote mit den Kreisschnitt- - 
Ebenen der Fläche bQdet. Diese Gleichung, die nur für den Fall des elliptischen Hjperbolaids, wo 

— ,<Ccos^w, bestehen kann, ist als die Gleichung des Asrmp toten -Kegels dieser Fläche an- * 

f 

Zusehen. Berücksichtigen wir zugleich, dass die Kreiaschnitte der Fläche zugleich auch die Kreis- 
schnitte des Asymptoten-Kegels sind, so ergibt si%h unmittelbar der folgende Satz, 

Jede Seile eines gegeb enen Kegels zweiter Ordn nng bildet mit den beide» 
Kreisschnilt-Ebenen desselben Winkel, deren Sinus eia conslanles Prodnet 
geben. 

CCC. Wir wollen ferner, der Kürze halber, 

(X - x'o’ -F (y - s D* 

Bin (0 

setzen. Dann stellt diese Gleichung, als eine nicht identische betrachtet, einen geraden Cylinder mit 
elliptischer Basis dar, nnd D bedeutet die grossere llalb-Axe dieser Basis oder, was dasselbe heisst, * 
den Abstand irgend eines Punctes dieses Cylinders von der .Axe desselben, parallel mit derjenigen,^ .- 
Ebene genommen, die den Cylinder in Kreisen schneiden; denn der Radius dieser Kreise ist jener 
grUssern Halb-Axc gleich. Die Krcisschnilte,_ die durch die grossere Axe der Basis gehen, bilden ^ 

mit der Axe des Cylinders einen Winkel u. Wir können hiernach, indem wir xugleith die Uuadrat- ^ 

W'urzel auaxiehen, der Gleichung U. die folgende Form geben*. * - • 

* ‘ • 37* . 

V ■ • V • ; ; r % e. 0 






Digitized by Google 



■ • 




% 



892 ' '* Tlächen zweiter (Ordnung und zweiter Classe. 

' R = 3.D. (54) 

Wenn irgend sin Punet, eine gerade l.inie und, der Richtung nach, eine Ebene 
gegeben sind, so ist der geometrische Ort solcher Puncte, deren Abstand von dem 
gegebenen Puncte zu'dem Abstande von der gegebenen geraden Linie, dieser letz- 
tere Abstand paralleUmit der, der Richtung nach, gegebenen Ebene genommen, in 
einem gegebenen Verhältnisso steht, eine Fläche der zweiten Ordnung. 

Werfen wir einen Blick auf die Uleichungen Cl9), (2*), C33), (35), (-15), (48) und (49), so 
sehen wir, dass ein System von Kreisschnitt-Ebenen der Flache die gegebene Ebenen- Hichlimg hat, 
und w ir erhalten sogleich das andere S^rslem, wenn wir Ebenen so legen, dass sie gegen die gegebene 
’ gerade Linie gleich geneigt sind und ihre Durchschnitts-Linien mit den Ebenen des. ersten Svstems 
auf der gegebenen gnaden Linie senkrecht stehen. ' - - * ' . 

Wenn erstens - ■ • ' . ‘ . 

* ' J <( sinu . . • ■ . . 

* so ist die Fläche ein Ellipsoid ( 19 ), wenn zweitens _ , 

> • ' * ■ • • 

H — Einu 

ein elliptisches Paraboloid (45), wenn drittens ' ' 

3 ^ sino> 1 . _ 

so ist die Fläche entweder ein ein- oder ein z weischaliges Hyperboloid (33), (35); wenn- 



so ist die Fläche ein hyperbolisches Paraboloid (48), (49) nnd fünftens endlich, wenn , .. 

3 > I " ' 

ein hyperbolisches Hyperboloid (!S). 

Wenn wir umkebren, so ergeben sich die folgenden beiden Sätze: 

Wenn man von einem Puncte einer gegebenen nicht geradlinigen Flache zweiter 
Ordnung nach einem auf der, die Fläche nicht schneidenden Focal-Curve liegendem 
Focalpuncte eine gerade Linie zieht und'^on demselben Puncte, parallel, mit einer 
Kreisachnitt-Ebene, was auf dccppelte Weise geschehen kann, eine zweite gerade 
Linie nach der bezüglichen Directrix, so ist das Verhillniss dieser beiden geraden 
Linien für alle Puncte der Fläche constant. 

* Und zwar ist 

3 <C. sin«, 3 = sinu, 3 sin» <( ] , 
je nachdem die Fläche ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid oder ein elliptisches Hyperboloid ist 

Wenn man von einem Puncte einer gegebenen geradlinigen Fläche zweiter Ord- 
nung noch einem auf einer der beiden Focal-Curven angenommenen Focalpuncte, 
so wie auch, parallel mit einer der beiden Kreisschnitt-Ebenen, nach der zugebS- 
rigen Directrix eine gerade Linie zieht, so ist das Verhältniss dieser beiden geraden 
Linien für alle Puncte der Fläche ein constantes. 

Es ist hierbei immer, 3 sino.. Die Fläche ist ein hyperbolisches Paraboloid, wenn 3 = 1, 
sonst ein hyperbolisches Hypcrboloed nnd zwar ist in diesem Falle 3 1, oder 3 <C 1, je nach- 
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' d«li Fall <]» Parabololds sind, staM der KreinckniH-£b«nen, diejeai^n EbaAei/ ta Mhinen ,' welche 
■ ' • • üie Flüche mir in einer einzig:en geraden I.inie schneiden. ^ 

■ ®‘* Directru ist immer einer Axe der Fläche parallel; sie ist elhe Oirecirix erster Art, ‘ 

wenn die^a Axe diejenige ist, durch welche zwei Kreisachnitte sich legen lassen, sonst eine Directrix 
xwtttn \tU Im ersten Falle ist durch die beiden Kreisschnitte unmiltelfaar die Richtung säinnitlicher 
. ■ drei Axen und hiernach durch den Focalpiinct ein HaupUchnitt bestiniml. Im letztern Falle sind, 

: . . wenn eine beliebige -Kreissclmitt-F.bene und eine DirecIrR zweiter .Art gegeben sind, die auf' der 
Richtung dieser Directrix senlcrechten Axen -Richtungen der Fläche ebenblls bestimmt. Diejenige 
, • ' gerade Linie, welche in der beliebigen Kreisschnitt-Ebene liegt, und zuglejcb auf der Directrix senk- 
V* ^ recht steht, hat die eine dieser Axen-Richtungen, wonach die andere sich unmittelbar ergibt. Legen 
' wir durch die eben bestimmte gerade Linie eine zweite gegen die Directrix gleich geneigte Ebene, 

, > ao ist diese den Kreisschnitt-Ebenen des zweiten Systems parallel. 

- ' X ' S24. Es liegt uns zunächst noch ob, Tiir eine gegebene Fläche der zweiten Ordnung, den durch 

. ' ; S bezcichncten Coefficienten zu bestimmen, der unverändert derselbe bleibt, wie wir auch den Focal- 

• pitnet auf der jedesmaligen Fucal-Corre annehmen mOgen und desshalb für die Fläche characteristisch ist. 

,, Nehmen wir zuvUrderst den Fall des durch die Gleichung (19j dargcstellten Ellipsoids, als Fig. ft. 

' Foealpunct F", als Directrix D"G" und betrachten nur solche Puncte, die in der Ebene VZ, also , ' 

, ■ ■ _ auf der Ellipse der mittlern und kleinen Axe liegen, so ist 

' *■ , x' = 0, x" = 0, X = 0, • * - 

* , und es kommt; ' ~ 

... ' Cj-?0» + s« = d‘cr-v")>, . 

mithin, wenn L" irgend ein Ponct djer fraglichen Ellipse BC und L"H" sein kürzester Abstand* von •, ’ ■ 
• der Directrix ist ; ' . l 



d = j^,<sin«, 

Aehnlich kVnnen wir auch in dem Falle des einschaligen Hjrperbuloids verfahren, sowohl wenn y ■ 
wir dasselbe durch die Gleichung (22), als auch wenn wir dasselbe durch die Gleichung (33) dar- ' 

Stellen. Nehmen wir, der ersten Gleichung entsprechend, F' zum Focalpuncte und D'G' zur Directrix ' 
und betrachten wir mir die Puncto der Durchschnitts - Hyperbel AV in der Ebene .XZ, so kommt ' . V 

indem wir T .* 

>' = o, )" = o, } = o, 

setzen, für irgend einen solchen Pnnci L': ^ 

’ ■ » L'F< „ ' 

L'H' ^ » ... 

Nehmen wir, der Gleichung (33) entsprechend, F zum Focalpuncte nnd DG zur Directrix ' und Fignft 
betrachten wir nur die Puncte der Durchschnitts-Ellipse in der Ebene XY, so kommt, Indem wir t 

2' = 0, i" = 0, 2 = 0 - - . : , . 

.. ^ ’ V , • 

seUen, für irgtod einen sokheo Paoet L : v , ' * > 

LF *. ' 

’ ^ ~ IH ^ 

L'H' und LH find küneste Abstüodo der jedesmaligen Puncte von der benügUchen Directrix. ' 



/Ö|gilized Jdy, Google 









FläAen zvmier Ordnung und zweiter Clusue.* 



'' «> * * ’ * ' » ' 

Da wir überhaupt jede-g^ebams Ellipse als diejenige betraebten kSnoen, die is dem Haopl- f 

- schuitte der milllern und kleinen Axc eines Ellipsoids oder in dem Haaptsehnilte der beident • 
re^en Axen eines cinscbaligen Hyperboloids and jede gegebene' Hyperbel als diejenige, veldir * ' 
in %r Ebene der grossen Axe und der Neben- Axe des Ictzicm; liegt: so ist zonlchst wiederum ^ * 
bewiesen, dass für eine gegebene Ellipse und Hyperbel das Verhlltniss der Abstände jedes Pnnctes* ‘ 
von ilem'Brennpuncte und der zugchSrigen Directrix constant und, nie bekannt, der Excentricftit 
dieser Gurren gleich ist. Und dann ist ferner ersichtlich, dass die Exeentricität der eben beieichneten ‘ • 

,‘Curven die characteristische Constante S für das Ellipsoid (Gl. 19), wenn der Focalpuact auf dg: . . ' 
focal-Ellipsc, ntid für das einscbalige Hyperboloid ist, wenn der Brennpunct einmal anf der FocsI- 
* Hyperbel (Ul. 33), das andere Mal auf der Focal-Ellipse (Gl. SS) angenommen wird, 
i- Für das hyperbolische Paraboloid ist die characteristische Constante 3 der Einheit gleich, so wie . 

auch für die Durchschnitts-Parabeln in den beiden Hanptschnitten, das Verhältniss der .Abstände jedes ' • 
Punctes von Brennpunct und Directrix der Einheit gleich kl. i « * ■ 

AVenn endlich die Fläche das durch die Gleichung (33) dargestelile zweischalige Hyperbo- '' 

^ loid ist, und wir F als Focalpunct und DG .als Directrix nehmen, so kommt für die Puncte der 
Durchschiiilts-Hypcrbel AU in der Ebene der reellen Axe und der kleinen Neben-Axe, indem wir . 

s'^ = 0, z" = 0 , s = 0 • ; » 



Cx-x0‘ + y'* = .^(x-x'0*.' 



LF . LF . LF 

3 = -. stn« = - > s.n« , JJ, > I . ‘ • 

# ^ ß .* » 

wobei L irgend ein Punct der fraglichen Durchsebnitts-Curve, LH sein kürzester^ Abstand von der. 

' Directrix und LN parallel mit OK nach der Directrix gezogen worden ist. Um also hier die ckarac- ‘ ' 
teristische Constante 3 zu erhalten, müssen wir das Verhältniss der Abstände von einem Brennpuncte , . 
und der zugehörigen Directrix, welches fOr alle Puncte der Durchschnitts-IIyperbel in der Ebene der . 
reellen Axe und der kleinen Neben-Axe constant kt, noch mit ^em Sinus desjenigen Winkels raniti-, ‘ 
pliciren, den die Kreisschnitt-Ebenen mit der eben genannten Neben-Axe bilden, oder, was dasselbe . 
heisst, die kürzegten Abstände von der Directrix mit solchen vertauschen, die denjenigen geraden , 
Linien parallel sind, in welchen die Ebene der Hyperbel von den Krekschnitt- Ebenen der Flüche,-,' ' 
geschnitten wird. . 

Auf ganz gleiche Weise kOnnen wir 3 anch in dem Falle des Ellipsoids (19) durch die Ellipse 
AC der grossen und kleinen Axe, in dem Falle des einschaligcn Hrperboloids (22) durch die Hyperbel 
'bk mit, der klehtern .\xe und endlich in dem Falle des elliptischen Paraboloids (45) durch die 
Parabel in^dem Hauptschnitte des kleinem Parameters bestimmen. 

225. Legen wrir durch irgend eine Directrix eine die Fläche schneidende Ebene, so sind für,. ■ 
, ,..alle Puncte der Durchschnitts-Curve die Abstände von dieser Directrix offenbar in der schneidenden 
Ebene selbst zu nehmen, und xwar parallel mit einer derjenigen beiden geraden Linien , in welchen.- 
diese Ebühe von den beiden Krekschnitt-Ebenen der Fläche geschnitten wird. Diese Richtung ist 
^ eine doppelte, gleich gegen die Directrix geneigte. M'enn insbesondere die schneidende Ebene auch' 

; ♦ “ * . • • . 
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durcli den zugehllrigcn Focalpunct gehl, so folgt hieraus, dass dieser ein Breiinpunct der Durch- 
schnilts-Curve und jene Direirtrix der Fluche auch die zu deoiselbeii gehdrige Dirtclrix der Gurre 
bl. Bringen wir dieses Resultat mit dem am Ende der 219. 5'uramer gewonnenen in \'crbiiiduug, 
so erhalten wir den folgenden allgemein galligen Satz. 

Eine gegebene Fläche zweiter Ordnung wird von einer Ebene, die auf einer 
ihrer beiden Focal.Curven in einem beliebigen Puncto derselben senkrecht steht, 
IO geschnitten, dass dieser Punct ein BrennpuncI der Uurchschnitts-Curve ist. 

226. Mir können den Satz der vorigen \ummer in nachstehender Meise verallgemeinern: 

M'enn wir durch eine Dirccirix einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung eine 

beliebige Schnitt-Ebene legen, so ist der zu dieser Uirecirix gehörige Focalpunct 
der Fläche zugleich auch ein Focalpunct der Durchschnitts-Curve. 

Ist die Durchschnilts-C||rve eine Ellipse, so liegt er auf ihrer Focal-Hrperbcl , ist sic eine 
Hvperbel, so liegt er auf ihrer Focal-Ellipsc, ist sie endlich eine Parabel, auf ihrer Focal-Parabel (2). 

Die inreh die Directrix gelegte Ebene geht gleichzeitig auch noch durch eine zweite Dirccirix 
derselben Art. Sind die beiden Direclricen von der zw eiten .kri, so ist die Summe oder die Diflerenz 
der parallel mit einer Kreisschnitt-Kbene genommenen Abstände von denselben für alle Puncte der 
fraglichen Durchschnitts-Curve constanl, und zwar dem nach derselben Kichlung genommenen Abstande 
der beiden Direclricen von einander gleich. Sind die beiden Direclricen von der ersten .krt, au ist 
für alle Puncte der Durchschnitts-Curve die Summe oder die Differenz der mittlern Proportionalen 
aus den Abständen von den beiden durch jede Directrix. gelegten Kreisschnilt-Ebcnen constanl *). 
In beiden Fällen ist die Summe oder die Differenz zu nehmen, je nachdem die Durchscliuilts-Cnrvc 
innerhalb oder ausserhalb der beiden Direclricen liegt. Nach den Sülzen der 222. und der 218. Num- 
mer ist also nir alle Puncte der DurchschnHls-Curve die Summe oder die Differenz der .ibsiiindc 
von den beiden zugehörigen Fucolpunclen constanl. .Aus dem an die Spitze dieser Nummer gestellten 
Salze ist also der Satz der 201 Nummer eine unmittelbare Folgerung, und umgekehrt ist, wenn wir 
diesen als bekannt annehmen, jener hierdurch bewiesen. 

227. An den Satz der vorigen Nummer schlicssl sich unmittelbar der folgende an. 

Jede durch eine beliebige Directrix gelegte Ebene schneid et die Fläche so, dass 
der zugehörige Focalpunct der Miltelpunct eines Kotalions-Kcgcls ist, der durch 
die Durchschnitts-Curve gehl, und die Fläche noch in einer zweiten Curvo 
schneidet, die in einer zweiten ebenfalls durch die Directrix gehenden Ebene 
liegt. Die Axe dos Kegels ist dicTangente der Focal-Curve in dem Focalpuncic. 
Diese Tangente und die Directrix sind zugeo r dnete P o laren, deren Richtungen 
auf einander senkrecht stehen. 

Und umgekehrt ergibt sich der folgende Salz. 

Jeder Rotations-Kegel, w elcher einen Focalpunct der Fläche zu seinem Mitte I- 
pnnete und die Tangente der Focal-Curve in diesem Puncte zu seiner Axe hat. 



. w 
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*) Wenn wir von irgend einem Puncle der Ditgonnlen AC einet Ptrtllelograinmt ABCD oder deren 
VerllngeruDg «af die vier Soileit dettclben AB, AD^ C'B^ CD Perpendikel rillen, eo t«t dir I^untme oder 
die Diferenc der mittlern Proportioiinlen aut den beiden ervten und ent den beiden leUten Perpondikcl 
conalmit. Hieraa knüpft aicB sogleich die Behauptung drt Textet. 
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«cbneid e t die Fliehe in zw ei eb en en Curv en, deren Ebenen auf der zugehörigen 
Directrix sich schneiden. 

M enn die Fläche insbesondere ein verläogerles Sphäruid oder ein zweischaliges Rotations- 
H/perboloid ist und demnach die Focal-Curve in das S>stem der beiden Urennpuncte und der Ort 
ftir die' Direciricen in das System ihrer beiden Polar-Ebenen Übergehen, so schneiden sich die Focal- 
Curveii aller möglichen Durchschnitts-Curven der Fläche in ihren beiden Brennpuncicn und jede 
beliebige gerade Linie, die durch 'einen der beiden Brennpnncte geht, ist die Axe von unendlich 
vielen Rotations-Kegeln, welche die Fläche in ebenen Curven schneiden (201). 

82.«. Jede Ebene, die wir nach beliebiger Richtung durch eine Directrix zweiter .\rt legen, 
schneidet dir Fläche in einer reellen oder imaginären Curvc; der zugehörige Focalpunct der Fläche 
ist zugleich auch ein Focalpunct der Durchschnills-Curve und wird insbesondere ein Br^npunct der 
letztem, wenn die Schnitt-Ebene durch denselben geht (225, 226). In diesem letztem Falle fällt 
die Directrix der Fläche mit der Directrix derCurve zusammen: im allgemeinen Falle ist die erstere, 
' die io der Ebene der Curve liegt, der letztem parallel. Für alle Puncte der Durchschnitts-Curve 
ist das Verhältniss der Abstände von ihrem Focalpnncte und der ihrer Directrix parallelen geradea 
Linie constaot (225). Dieselbe Curve gehOrt aber unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung* in 
gleicher M eise an, wobei der jedesmalige Focalpunct eine andere Lage auf ihrer Focal-Curve erhält 
und die fragliche der Directrix parallele gerade Linie, ohne ihne Richtung zu ändern, in der Ebene 
der Curve fortrückl. Das constante Verhältniss bleibt hierbei unverändert dasselbe, und demjenigen 
der Abstände von dem Brennpuncte und der zugehörigen Directrix der Curve, also der Excentricität 
dieser letztem gleich. Wir überzeugen uns hiervon sogleich, wenn wir uns durch die verschiedenen 
Direciricen zweiter Art einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung parallele Ebenen gelegt denken. 
Da ncmlich die charakteristische Constante der Fläche für alle diese Direciricen dieselbe bleibt, so 
ist auch für die Puncte aller Durchschnitts-Curven das Verhältniss der Abstände von dem jedes- 
maligen Focalpuncte und der zugehörigen Directrix der Fläche eonstant und weil es unter den 
parallelen Schnitt-Ebenen insbesondere auch solche gibt, die durch den zugehörigen Focalpunct der 
Fläche gehen, ist dieses constante Verhältniss der Excentricität der Durchschnitts-Curven gleich. 

Das Verhältniss der Abstände jedes Pnnctes einer gegebenen Curve zweiter 
Ordnung von einem ihrer Focalpuncte und von der zu diesem Focalpnncte 
gehörigen Directrix ist eonstant und der Excentricität der Curve gleich. 

'>ä ir nehmen hierbei, mit blosser Rücksicht auf die Curve, ganz abgesehen von der Fläche, der 
sie angchOrt, das Wort D ir e ciri x in einem ausgedehntern Sinne als gebräuchlich. Es handelt 
: sich nur noch dämm, für einen auf der Focal-Curve beliebig angenommenen Focalpunct der Curvo 
die zugehörige Directrix zu bestimmen. Ist die gegebene Curve eine Ellipse, und demnach die 
Focal-Curve eine Hyperbel, so sind die Scheitel dieser H)-pcrbel die beiden Brennpuncte der Ellipse 
und die zugehörigen Direciricen die gewöhnlichen. Entfernt sich der Focalpunct auf einem Zweige 
der llvpcrbel vom Brennpuncte, so entfernt er sich auch von dem näher liegenden Scheitel der 
grossen .äxe der Ellipse: in gleichem. Verhältnisse entfernt sich von diesem Scheitel also auch dis 
zugehörige Directrix. Jeder Directrix entsprechen zwei Focalpuncte, die von der Ebene der Ellipse 
zu beiden Seiten derselben gleich weit abstehen. M enn diese mit dem Brennpuncte Zusammenfällen, 
liegt die Directrix dem Millelpuncte am nächsten, von dieser Lage aus entfernt sie sich immer 
weiter bis ins Unendliche von demselben, während gleichzeitig die zugehörigen Focalpnncte auf dem 
H> perbel-Zw eige unendlich weit rückea. Den Puncten auf den beiden verschiedenen Hyperbel- 
Zweigen entsprechen Direciricen, die auf den beiden entgegengesetzten Selten vom Mittelpunete liegen. 
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Wenn die gegebene Curve eine Hyperbel, ihre Focal-Curve nUo eine Ellipse is^ so nibert sieb die 
Direcirix, wenn der Focalpunet aus der Ebene derH/perbel beransrttckt, tod der Lage der gewöhn- 
lichen Direetrix ausgehend, immer mehr dem Mittelponele and sie geht durch diesen PuncI, wenn 
der Focalpunet, mit den Scheiteln der kleinen Axe der Focal-Ellipse znsammenfailend, seine grösste 
Entfernung von der Ebene der gegebenen Hyperbel erreicht. Ist die gegebene Curve eine Parabel, 
so entfernt sich die Direetrix immer mehr von derselben, wenn der zugehoKge Focalpnnct anf der 
Focal-Parabel fortrückt, in der Art, dass ihr Abstand vom Scheitel immer dem Abstande des Focal- 
puhetes von demselben gleich bleibt. 

2?9. Für die Puncte desselben Kreisschnittes der Fläche sind nach dem Satze der S22. Nummer 
alle Abstände von einer Direetrix in der Ebene des Schnittes von demjenigen Puncte zu nehmen, io 
welchem diese Ebene von der Direcirix gclroifcn wird. Hiernach erhalten wir den bekannten Satz, 
dass der geometrische Ort Tür alle Puncte einer gegebenen Ebene, deren Abstände von zwei gegebenen 
Puncten in gegebenem Verhältnisse stehen, ein Kreis ist, und wir wissen, dass die beiden gegebenen 
Puncte iwci zogeordnete Pole in Beziehung auf diesen Kreis sind, wonach wir, wenn der Kreis 
und einer der beiden Puncte gegeben ist, den andern sogleich bestimmen können. 

230. Wenn wir auf einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung einen festen Punct beliebig an- 

nehmen und noch einander alle mflglichen in demselben Hauptschnitte liegenden Focalpun^ und die 
entspreclienden Directricen nehmen , so bilden die Abstände des festen Punctea von jenen einen 
Kegel, dessen Spitze dieser Punct und dessen Basis die Focal-Curve ist, und die Abstände von diesen 
einen Kegelschnitt, denjenigen neniiich, in welchen der Cjlinder der Directricen von der durch den 
festen Punct gehenden Kreisschnitt-Ebene geschnitten wird. Die Seiten des Kegels stehen zu der 
von dem festen Puncte ans nach den entsprechenden Puncten des Kegelschnittes gezogenen geraden 
Linien in constantem Verhältnisse, und dieses Verhältniss können wir der Einheit gleich machen, 
wenn w ir die Basis des Kegels parallel mit sich selbst weiter von der Spitze entfernen oder derselben 
onnäbern. . . 

231. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig die particulären Fälle zu discutiren. % 

Wenn 

u = 0 oder ra = Jw, 

so ist die Fläche eine Rotations-Fläche. Die Gleichungs-Formen L und II. der 218. Nummer geben 
alsdann in die folgenden Uber : 

(x-x')* + )• + s» = p» (x-x")> ■ a,a) 

(x-x')' + + s' = a* ! (i-x")' + O (II,«) 

Die erste Gleichungs-Form gibt den folgenden Satz. 

Der geometrische Ort für solche Puncte, deren Abstände von einem gegebenen 
Puncte und einer gegebenen Ebene in constantem Verhältnisse stehen, ist eine 
Umdrehungs-Fläche zweiter Ordnung. 

Diese Fläche ist nothwendig eine nicht geradlinige und zwar, je nachdem 

P><1, P"=l, P* > 1 

ein verlängertes Sphäroid, ein Paraboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid. Es fallen hier die 
beiden Ebenen des ersten Satzes der 218. Nummer in die gegebene zusammen. Der gegebene Punct 
ist ein Brennpunct des die Fläche durch Umdrehung um seine Axe erzeugenden Kegelsebnittes , und 

SS 
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di« gegebtne Ebene diejenige, welche durch die Directrix dcseelben bei der Umdrehimg bcechriebegr 
wird. * 

Bei der ParlicuIarUirnng des allgemeinen SaUes der SIS. Nummer in den obigen Solz der 
gegenwärtigen, haben wir den Uebergangs-Fall, dais die beiden gegebenen geraden Linien, bexor sic 
zusammenrallen, parallel werden, übersprungen, Wir sehen indess sogleich, dass der geometrische 
Ort tilr solche Puncto, Ihren Abstand von einem gegebenen Puncte zu 'der mitllem Preportionalen 
ans den Abständen von zwei gegebenen parallelen Ebenen io gegebenem Verhältnisse steht, noth- 
wendig eine Rotations-Fläche ist, deren L’nidrehongs-Axe durch den gegebenen Punct geht und die 
beiden gegebenen Ebenen unter rechten Winkeln schneidet Oer Ort Tür die Focalpnncte (als Curve 
sw'citer Ordnung betrachtet) ist die Axe der Fläche, in welche die Fucal-H)perbel ausgeartet ist 
Um diese Behauptungen analytisch zu rechtfertigen, bemerken wir bloss, dass wir der Gleichung I,a. 
auch folgende Form mit einer überzähligen Constanten geben können : 

(x — i,)^ + -f z’ = p' (z — z») (i — x,„), 
wobei, wenn wir, wie früher, den Milleipnnct zum .hnfangsponcte nehmen: 
t(x'~p»x'0 = *z, — p’ (x„ -f x,„) = 0, 

^ X'» — p*x"' = X,’ — p’x„x,„. 

Die zweite Glcichungs>Form gibt den folgenden Satz. 

Der geometrische Ort für solche Puncte, deren .-kbstände von einem gegebenen 
Puncte und einer gegebenen geraden Linie in constantem Verhältnisse stehen, ist 
ein abgeplattetes Sphäroid, ein parabolischer Cylinder oder ein einschaliges Ro- 
tations-Hyperboloid, je nachdem 

dt < 1, at = 1, dt ^ 1, 

Der den Untergang bildende parabolische Cylinder nimmt hier in so fern eine Stelle unter den 
Rotations-Flächen ein, als man ihn dadnreh entstanden denken kann, dass eine Parabel sich um 
ihre unendlich weit liegende Axe gedreht hat. Der geometrische Ort Tür die Focalpuncte ist der- 
jenige Kreis, welcher bei der Erzeugung der Fläche durch Umdrehung eines Kegelschnittes nm 
diejenige Axe, auf welcher die Brennpunctc nicht liegen, von diesen beschrieben wird. 

238. Wenn der Focalpunct auf der Directrix selbst liegt, so gehen die Gleichungs-Formen I. 
und n. der 818. Nummer in die folgenden Ober : 

. (1 — pteosto) x’ -i- (1 -)• p’sin'tu) yl -J- i* = o, (Ub ) 

CI -at) xt -F (l - + z. = o. (ll,b.) 

und stellen entweder einen ellipsoidischen Punct, eine gerade Linie oder eine Kegel- 
riäche dar. Die Focal-Ellipse geht in diesem Falle in einen Punct Uber, der mit dem ellip- 
seidischen Puncte oder dem Mittelpunctc der KegelBäche zusommenfSIlt. Die Focal-IIyperbel 
geht in ein System von zwei, immer reellen, geraden Linien über, die wir die Focal-Linien des 
ellipsoidischen Punctes oder des Kegels nennen. Ueber die Bestimmung dieser Focal-Linien wollen 
wir, namentlich (Ür den Fall der Kegelüäche, in einige nähere Erörterungca eingeben. 

Die folgende Glekbung : 
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■telll, wenn wir fDr X nach einander alle nOglickea Wertbe nehmen, solche FtSchen zweiter Ord- 
nnng dar, welche denselben Asjraptolen-Kegel haben, def seinerseits durch diese Gleichung dargestellt 
wird, wenn wir X insbesondere gleich Null setzen. Der Assmptoten-Kcgel kann reell und auch ein 
ellipaoidiseher Pnnct sein. Im ersten Falle entspricht einer Zeichen-Aenderung ron^X der Uebergang 
zwischen ein* und z w e i scbaligen Hyperboloiden, im zweiten Falle der Uebergang zwischen reellen 
and imaginüren Ellipsoideo. Nehmen wir, nach wie vor, y®, so wird in allen Fallen 

die Focal-H/perbel durch die folgenden beiden Gleichnngen: 



0 , 



« 1 —?* 

und der Ort fiir die Directricen durch die folgende Gleichung 



r-x* 



a* — 



r* 



= X 



(«) 



O) 



dargestellt (214). Wenn X verschwindet, so geht die Focal-Hyrperbel in die beiden Focal-Linien, 
der geometrische Ort für die Directricen in die beiden D ireetrix-Ebenen des Asymptoten- 
Kegels Uber. Die beiden Focal-Linien sind die gemeinsamen Asymptoten aller Focal-Ilyperbeln (2), 
die bei einer Zeichen-Aenderung von X, ln die nebenliegenden Asymptoten-Winkel hinUbertrelea. 
Die beiden Directrix-Ebenen sind die gemeinsamen Asymptoten-Ebenen aller hyperbolischen Cy linder 
(3). Wenn der Asymptoten-Kcgel ein reeller und demnach y’ negativ ist, so stellt die Gleichnng 
(1), je nachdem X>>0 oder X<^0 ein ein- oder z weiichaliges Hyperboloid dar; im letztem Falle 
liegt die Focal-Hyperbel innerhalb des Asymptoten-Kegels zwischen den beiden Focal-Linien, im 
erstem Falle schneidet sie den Asymptoten-Kegel in vier Puncten und ihre Scheitel liegen ausserhalb 
desselben. 

Durch den Satz der üü. Nummer sind die Focal-Linien einer Kcgclliaehc dadurch geometrisch 
characterisirt, das.s der Brennpunct einer Schnitt-Curve, deren Ebene auf einer Focal-Linie senkrecht 
steht, im Durchschnitte mit der Focal-Linie liegt. 

Schneiden wir aus der UDbegTSnzIcn Kegelfliiche, deren, Gleichung, indem wir y® mit ( — y'^ 
vertauschen : * 

= „ 

einen geraden Kegel mit elliptischer Basis, dessen Höhe gleich y' ist, so sind a und ^ die beiden 
Halb-Axen seiner Basis. Die beiden Fucat-Linien liegen in derjenigen Ebene, die durch die Axe 
dieses Kegels und durch die grosse Axe seiner Basis geht, und bilden mit der erstgenannten Axe 
einen Winkel d, der in Folge der zweiten Gleichung (2) iliiech folgende Gleichung gegeben ist 

ß' + r"‘ 

233. Da die Asymptoten der Focal-Hyperbel einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung die Aiea 
der beiden, dieser Fläciic umschriebenen Kreis-Cylinder sind , so ergeben sich die folgenden beiden 
Sätze unmittelbar. 

Die beiden Focal-Linien des.Asymploten-Kegels einer gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung, sind die Axen der beiden Kreis-Cylinder, welche der Fliehe sich um- 
schreiben lassen. . ^ s 



tnng’ S = , 
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Di«Directrix-Ebenen dei Asyuptoten-Keg'els sinddiejeBlgenEbcDeii, in xrelcli«B 
die Fliehe von den beiden umschriebenen Kreis-Cjtiudern berührt wird. 

^Venn überhaupt einer Flüche zweiter Ordnung ein Gelinder umschrieben ist, so sind irgend 
zwei zugeordnele Durchmesser-Ebenen dieses C}linders, die in der Axe desselben sich sclinciden, 
zugleich auch zwei zugeurdnete Durchmesser - Fibencn der Flüche und schneiden die Ebene der 
BerUhrungs-Curve in zwei geraden I.inien, welche zugeordnete Durchmesser dieser Curve sind. Diese 
beiden geraden Linien und die Axe des umschriebenen Cvlinders bilden alsdann ein System dreier 
zugeordnetcr Durchmesser des Gründers, der Flüche und ihres As)niptoten-Kegels. Ist der um- 1 
schriebene Gelinder insbesondere ein Krcis-C>linder, so sind je zwei durch die Axe desselben, 
gehende und auf einander senkrechte Ebenen zwei zugeordnete Durchmesser -Ebenen. Hiernach 
gelangen wir zu den folgenden Sätzen. '' f 5* ^ 

Je zwei Ebenen, die durch eine beliebige der beiden Focal-Linien des .^sjrmp- 
toten-Kegels einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung gehen und auf einander 
senkrecht stehen, sind zwei zugeordnete Durchmesser-Fibenen der Flüche und ihres 
Asjmptotcn-Kegels. Je zwei solcher Ebenen schneiden die Directr i x-Fib enc des 
Asymptotcn-Kegels in zwei geraden Linien, welche mit der Focal-Linie ein System 
von drei zugeordnelen Durclim cssei-n d er Fläche und ihres Asjnipt otc n -K eg eis *, 
bilden. 

Wenn man irgend einen in einer Dircctrix-Ebenc eines Kegels’liegenden Durch- 
messer desselben auf seine zugeordnete Diametral-Ebene (Polar-Ebene) projicirt, 

IO ist die Projection eine der beiden Focal-Linien. 

234. In*dcm Vorstehenden zeigt sich eine grosse Analogie zwischen den Eigcnscbalien des 
Kegels in Bezieliung auf Focal-Linie und Directrix-Kbene und den Eigcnschaflcn des Kegelschnittes 
in Beziehung auf Brennpunct und Directrix und wir sehen sogleich, dass das vermittelnde Ueber- 
tragungs-Princip sich daran knüpft, dass (231) ein Schnitt des Kegels in einer Ebene, die auf einer 
Focal-Linie senkrecht steht, den Durchschnittspunct mit dieser Focal-Linie zu seinem ßrennpnncle'^ 
und die Durchschnitts-l.inie mit der Directrix-Ebene zu seiner Directrix bat. M inkel, welche durch 
gegebene Ebenen gebildet werden, die in, der Focal-Linie sich schneiden, haben hiernach diejenigen 
Winkel zum Maasse, welche am Brennpunete des Kegelschnittes von denjenigen Linien gebildet 
werden, in welchen die Ebene desselben ton den gegebenen Ebenen geschnitten wird. Verbinden wir 
drei zugeordnete Pole des Kegelschnittes mit dem Mittelpuncte der Kegelflüche durch drei gerade 
Linien, so sind diese drei zugeordnete Durchmesser der letztem. Es entspricht hiernach dem 
letzten Salze der vorigen Nummer, derjenige über Kegelschnitte, nach welchem die Projection eines 
beliebigen Puncles der Directrix auf seine Polare ein Brennpunct des Kegelschnittes ist Und ebenso 
künnen wir olle Sätze, die sich auf ^Vmkel am Brennpunete eines Kegelschnittes beziehen, unmittelbar 
auf Kegel übertragen. Beispiele bieten die bekannten Sätze, erstens,’ dass dasjenige Segment, 
welches auf einer beweglichen Tangente eines Kegelschnittes von zwei festen Tangenten desselben 
interceptirt wird, von einem Brennpunete aus gesehen, unter constantem AVinkcl erscheint; zweitens, 
dass insbesondere, wenn man den Brennpunct mit den Beruhrungspuncten auf den beiden festen 
Tangenten und mit dem Durchschnitte derselben durch drei gerade Linien verbindet, die letzte dieser 
Linien den von den beiden ersten am Brennpunete gebildeten Winkel balbirt. 

Wenn man durch die beiden Durchschnitts-Linien zweier festen Tangential- 
Ebenen gines Kegels mit einer dritten beweglichen und eine Focal-Linie des Kegels 
zwei ^enen legt, so ist der.von diesen Ebeäen gebildete Winkel constant. WcnD.\- 
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man durch eine fSilhl-I4Btc 4irel EAeie« legt, Ton- urVlehen smJ' furch die beiden 
BerOhrnnga-Seiten auf den beiden festen Tangential-Ebenen und die dritte durch 
die Durchsdinilts-Linie derselben geht, so wird der von jenen beiden Ebenen an 
der Kucal-Linie gebildete Winkel von dieser halbirt. ^ 



%. 1«. -j. 

Polar-Glelchuns der Hegel-FIftchen. Fmcal - Unlen. Confocal- 
, Unlen. EllipÜsche, bypcrbollHChe, parabolische Kesel«FlSchen. 

, 235. Ah'enn wir den Anfangspunct der Coordinaten in den Miltclpunct einer Kegelfläche ver- 
legen, so wird ihre Gleichung eine homogene des zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen, denen 
wir die Bcdeutdng von Parallel-CoOrdinnlen geben künnen, und reducirt sich unmittelbar auf die 
allgemeine Gleichung dieses Grades zwischen bloss zwei Veränderlichen, wenn wir für diese die 
beiden Quotienten nehmen, die sich ergeben, wenn wir irgend zwei der drei urspriinglicben Ver- 
änderlichen durch die dritte dividiren. hh ir können also auch, was die analytische Behandlungsw eise > 
' betijflfl, die Discussion der kcgelfläefaen ganz auf dieselbe Weise an die allgemeine Gleichung des 
zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen anknUpfen, wie dieses in der Planimetrie 'bei der' 
Discussion der Kegelschnitte geschieht. 

Diesen allgemeinen Gesichtspunct wollen wir hier indess nicht weiter verfolgen, sondern, die 
Entwicklungen des gegenwärtigen Paragraphen an die letzten des vorigen unmittelbar anschliessend, 
zunächst eine einfache Gleichung der Kcgcifläche in allgemeinen Zügen discutiren, die der Polar- 
Gleichung der Kegelschnitte entspricht und aus dieser sich leicht ableiten lässt. 

236. M enn eine Kegelfläche gegeben ist nnd senkrecht gegen eine ihrer beiden Focal-Linien 
in beliebiger Entfernung von ihrem Mittelpuncte eine Schnitt-Ebene geführt w ird, so ist die Durch- 
achnitts-Cnrve in dieser Ebene ein solcher Kegelschnitt, dessen ein Brennpunet, K, auf jener Focal- 
Linic OE liegt (232). Die bekannte Polar-Gleichung dieses Kegelschnittes ist: 









1 -f- ecosu 



oder 



1 1 e 

— = — h — . cos u. 
. r p p 



(t) 



Es bedeutet hierbei p den halben Parameter und c die Excentricität des hTegelschnitles. Die beiden 
Scheitel-Linien des Kegels schneiden den Kegelschnitt in den beiden Scheiteln seiner grossen Axe,' 
die der Focal-Linie näher liegende Scheitel-Linie 0.\ schneide dieselbe in A, die entfernter liegende 
OB in B. Auf irgend einen beliebigen Punct M des Kegelschnittes bezogen, ist 

r = FM, o = MFA. 

Die durch densel^n Punct M gehende Kegelseite OM ist durch zwei M inkel und u bestimmt, 
von welchen der erste^ derjenige Winkel MOF ist, welchen die fragliche Kegelseite mit der Focal- 
Linie bildet und der letztere die obige Bedeutung von u behält oder auch als derjenige Winkel' zu 
betrachten ist, welcher an der Focal;Linie durch solche zwei Ebenen gebildet wird, von welchen 






Digitized by Google 



V 






‘302 Flächen zweiter Orduang;^nd zweiter daaae. 

^ * « 

Mne aiwtrdem noeli' durch die tu besrimmeode KegclM'Ue und die andere durch die 9eh«Ud-Liiie 

OA geht und demnach mit einen Hauptichnitte der KegelUche (uaammennilt. Setzen wir OF «, 

•0 bt 

I* ■ 

— = colg«;, 

wonach die Gleichung (i), nachdem wir dieselbe mit s multiplicirt haben, unmittelbar in die nach- 
stehende Ubergeht; 

, cotgd- = — . cos», * (J) 

PP 

die wir, inds» wir der KUrze wegen 

■ B _ se ^ 

-sP, - = Q 
P P 

setzen, wonach 

Q = Pe, 

auch fnlgendergestalt schreiben kUnnen: 

cotg4 = P -1- Q cos w, (3) 

oder 

^ ^ eotgd' = P (I + ecosw). (4) 

Dcq beiden Scheitel-Linien des Kegels entspricht u = 0 und o .= x; bezeichnen wir die ent- 
sprechenden Werthe von d> durch 4, und d-], zo erhalten wir aus der vorstehenden Gleichang: 

cotg^, -f cotg _ p 

» 

cotgd , — cotgd', _ „ 

* _ U, 

und hieraus 

colg'ft = P+-Q, colgifj = P— Q. 

Der Winkel o kann überhaupt von 0 bis Sx, der Winkel ik von 0 bis x wachsen. W'ir können 
beide Winkel am Mittelpuncte der kegetflKche constmiren, und wollen <•> den Azimuthal- Winkel und 
d den Zenith-Winkel der jedesmaligen Kegclscile nennen. 

Wir nennen ferner P den halben Parameter der KegelOäcbe, und c ihre Excentricitüt. 
P, O und e sind positive Grossen, und nach dem Vorstehenden durch diejenigen beiden Winkel 4, 
und 4it Weiche die beiden Scheitel-Linien der Kcgclfliicbe mit der Focal-Linie bilden, bestimmt. 
Derjenige \Mnkcl, welchen die .\xe derFlüclie mit der Focal-Linie bildet, ist J C4-i~4,J und der- 
jenige Ntinkcl, den diese ^xe mit jeder der beiden Scheitel-Linien bildet, J (4i+4,)- Für diejenige 
gerade Linie endlich, welche durch die Spitze des Kegels und den Miltelpunct pcincr Basis gebt, ist 

*. = X, tnng4 = J(tang4i— <«ng>)i) = pT^r 

237. Ks knüpft sich an die GIcichung.s-Form 

colg4 = P-|-Qcosu (3) 

* • 

eine Unterscheidung der Kegelflächen, die der Fäntheilung der Kegdschnit^ in Ellipsen, Parabeln 
und .Hyperbeln analog ist: wir nennen die Kegelfläche eine elliptische, parabolische oder 
h} per bolische, je nachdem , . 
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Q<P, Q = P, Q>P 

«der WM hiermit Sbereinstimmt, je nachdem * 

e < 1, e = 1, e > 

oder auch 

»It = 1^, 'J'i > 

ln Gcmasebeit der letzten Brdinffungen bildet al^o in den fraglichen drei Flllen die Focal-Linie mit 
der cniremtern Scheitel-Linie einen Winkel, der kleiner als ein rechter, der gleich einem rechten 
oder grosser als ein solcher ist. Zugleich sehen wir, dass die Art der KegelflMcbe von der Art 
derjenigen Kegelschnitte abhOngt, deren Ebene senkrecht auf der Focal-Linie steht und deren Escen- 
tricltSt nach dem Vorstehenden ebenfalls e ist. Diese Kegelschnitte wollen wir, der Kürze halber, 
die characteristischcn Kegelschnitte der Flüche nennen. '( 

>38. Wenn wir durch den Mittelpiinct der Kegelflüche eine Kbhnc legen, die auf einer Focal- 
Linie senkrecht steht, so schneidet dieselbe die Fläche in den beiden auf dieser Focal-Linie senkrecht 
stehenden Kegelseiten. Zur analytischen Bestimmung dieser beiden Kegelseiten, erhalten wir, indem 
wir die folgende Qleichnng 

colg^ = P(l+ecoBu) • 

zu Grunde legen; 






1 

COS<ä> = — — . 

e 



Der >^inkel <*> Ut nur fdr den Fall der h}pcrbo]ii»dien KegeiQäche, wo e grOsser als die Kinheit ist, 
reell. 'Dann erhalten wir Tdr denselben zwei Wcrlbe, von welchen der kleinere ein stumpfer ist* 
und der ^össere diesen zu Sn ergänzt. 

Die Kegelfläche wird in den beiden eben bestimmten Seiten von zwei Ebenen berührt: wir nennen 
diese beidenEbenen die Asymptolcn-Rbenen der hyperbolischen Kegelfläche. Die A.^vmptoten. 
Ebenen schneiden jeden characterisliscben KegeUchniU der Fläche in seinen beiden Asymptoten.**) 



*) Für den Winkel, den eine Kei^etveite mit der Fucal-Linic bildel, und der dnreh »eine Ten^cnten bestimmt 
wird, bieten lich iumer zwei Winkel dar, die »ich an n erfcinaen, und »ich, tiachdeai die positive 
KratreekunK der Focal-Linie, vom .MiUelpuncte au», von Vorne herein an^enooiinen worden iat, auf dm 
awiefacbe Rratreckung Jeder Kegeliteite vom MiUelpuocte au», also auf die beiden in diesem Puaete su- 
sammeniteaaenden Doppel-Kegel beziehen. Für Jen Fall der elliptUclheu Kegelfliche gibt die Gleichung 
(4) nur positive und endliche W'ertlie für cotV'y denen eben »olcho Wcribc für r cutspreeben. Wenn wir 
daher nicht über x hinaus waclisen lassen, so stellt die atigezogene Gleichung nur einen der beiden 
Doppel-Kegel dar. In dem Falle der hyperbolischen KegdOacbe gibt es positiv^ und negative Wertfie 
von cotgx^ lind dem entsprechenden r. Die positiven Wertlie von r beziehen aicli auf den einen, die 
negativen auf den andern Zweig der rhaaacteristiscJieQ Hyperbel, die positiven Wertha von cotgt^ aufden 
einen, die negativen auf den andern der beiden Doppel-Kegel. Cm hier wie in dem erMlern Falle beide 
Cratrecknngen aller Kegeisellen au erhalten, müssen wir oeben der Gleichung des Tfzte» (4) aneh noch 
' die folgende nehmen: 

colg>l« = — CF -{- Ucosw). 

Bei der Benllmaung der Focal-Linien, wie wir sie im Teile gemacht haben, begegnen beide in ihrer 
poaitiven Erstreckung immer den elliptisclien Schnitten der Kegelfläche. 

■y Ueberhanpt sind die .ksymptoten irgend eines Sclinitle» der Kegelfliche denjenigen beiden Seiten parallel, 
in weichen eine durch den Mittelpiinct derselben gehende und der Ebene de« Schnittes parallele Ebene 
äkner Kegel«Flicbe begegnet, und liegen überdies» in denjenigen beiden Ebenen, welche die Flache in 
den beiden eben bealimmCen Seiten berühren. 
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Die Dnrcluchnit(ii-IJnic der beiden As^mptoten-Ebenen, oder derjenige Darcbmeiuer der KegelflSebe, 
welcher der auf der Focal-I.inle senkrecht stehenden Schnitt-Ebene zugeordnet ist, geht, was hier- 
aus unmittelbar folgt, durch den Alittelpunct jedes characteristischcn Kegelschnittes: 

KUr den Fall der parabolischen Kegciflächcn fallen diejenigen beiden Seiten derselben, die auf 
einer Focal-I.inio senkrecht stehen, zusammen und zwar in die der Focal-Linie entferntere Srheitel- 
läiiie. Diese Scheitel-Linie ist den Durchmessern der characteristischcn Curven, welche hier Para- 
beln sind, parallel. Die beiden entsprechenden A'vmptotcn- Ebenen fallen in diejenige Ebene zusammen, 
welche die Kegelllhche in der fraglichen Scheitel-Linie berührt. 

Für den Fall der elliptischen Kegelfläche sind die beiden fraglichen Ass mptoten-Ebenen imaginür^ 
ihre Durehsehnitts-Linie bleibt reell und geht, nach wie vor, durch die Mittripnncle der characte- 
ristischen Kegelschnitte, welche hier Ellipsen sind. 

Da jede Kcgeliläche zw ek reelle Focal-Linien hat, so bat sie zwei jeder dieser Linien ent- 
sprechende, ini (lanzen also vier Asrmptoten-Ebenen, die, je nachdem die KegclOiiche eine hyper- 
bolische oder elliptische oder parabolische ist, reell oder imaginär sind oder ziisammenfallen. . 

239. M ir wollen dieselbe Kegcllläche, die wir in dem Vorstebenden durch die Qleiehung (3) 
dargestellt haben,^un durch die nachstehende Gleichung : 

z» 

darstellcn, indem wir die drei Axen der Fläche zu Coordinaten-Axen nehmen. Schneiden wir als- 
dann aus der Kegcifläche einen geraden elliptischen Kegel, dessen Höhe gleich y ist, so Sind a 
und ß die beiden Halb-Axen der Basis, wobei wir ß nehmen. Es ergibt sich hiernach unmittelbar 

o' 1— cos(+.,-l-il,) 



j = langJ(>}-,-|-4,), 



( 6 ) 



j;' H-cos(i).,-l-tf-,) 

Ferner erhalten wir nach der 232. Kummer zur Bestimmung des Winkels 4 welchen die 

Axe des Kegels mit einer Focal-Linie desselben bildet: 

und, wenn wir zwischen dieser Gleichung und der ersten der vorhergehenden a'* eliminiren, 
^‘(l-t-ungijltl,— »J.’)) = r’'(tang’4(il,-|-:l,)— tang'J(C>lj— <1,)): 
eine Gleichung, die wir auch folgendergestalt schreiben können: 

4i) y j _ cos(t}.,-i),,) — cos( »)- i-f 2sin»,sin4, 

r‘ 1-h «>»('>' j + W ~ i-(-eos{i}-,-f+,)' 



Es ist also: 



( 7 ) 



Oie Gleichungen (6) und (7) geben die beiden Constanlen — und — , welche in der Glei- 

r* 7’ 

chung (5) Vorkommen, durch die beiden W inkel und und vermittelst deren wir in der 236. 
Nummer die beiden Constanten der Gleichung (37, welche dieselbe Kegelfläche darstellt, bestimmt haben. 

W'ir können auch die L'nterseheidiing der KegelBächcn in elliptische, parabolische und hyper- 
bolische auf die Gleichungs-Form (5) übertragen. Soll die Gleichung 
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C5) 



insIxMnder« mae parabolisch« KegelRiehe danrtellcn, so geben di« CneieliaDgeo (A) nad (T) 
indem wir — i’* setzen, in die folgenden Uber: 

a» i4-»in<l-t ß‘‘ _ Isini^t 

y' 1 — sin4, ’ 7 * 1— süujr, 



EUmioiren wir zwiscben diesen beiden Gleicbnngen, so linden wir di« Bedingnaga-Qleieiuing : 

aJ -§t= r*- C8) 

Wenn wir aus einer parabolischen KegelBUcb« einen geraden eiliptiscbea Kegel schneiden, sn 
bt di^Hohe desselben der linearen Kxeentricität seiner Basis and diejenige Kegdseite, welche die 
Spitze desselben mit einem Scheitel der kleinern Axe der Basb verbindet, der halben grossen Aze 
dieser Basb gleich. ' 

In Folge der vorstehenden Bedingungs-Gleichung bt offenbar 

je nachdem die KegelflSebe eine elliptische oder hvperbo lische bt. Eine Rotations-Kegelfllche 
bt immer eine elliptische. Ihr entspricht 



B = 0, e = 0, 4, = +,. 

240. Es gibt noch eine zweite Bestimmnng der Zenitb- und Azimuthal-Wiakel, bei welcher 
die PoUr-Gleichung der Kegelfläche unter einfacher Form sich darstellt und ganz der Poiar-Qleichuag 
•ines Krebcs entspricht und aus dieser unmittelbar hervorgeht. Schneiden wir nemiieh ans einer 
gegebenen Kegelflächc einen Kegel, der einen Kreis zur Basis hat, und fällen auf diese Basb von 
der Spitze aus ein Perpendikel, so können wir den Fusspunct dieses Perpendikels aum Pol nehmen, 
und erhalten obdann für die Polar-Gleichung des Kreises in seiner Ebene, wie bekannt di« folgende: 



r* — (r, T r,) rcoso = ± r^ r,. 



(•) • 



Je nachdem der Pol innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt, müssen wir di« obem oder nntera 
Zeichen nehmen. Uer Winkel » wird von derjenigen Richtung an gerechnet, die vom Pole nach 
dem Mittclpuncte gebt, und r, und r, bedeuten den grössten und kleinsten Abstand desPoIes vom 
l'mfange des Kreises. Um zur Polar-Gleichung der Kegelfläche Qberzugehen, brauchen wir die vor- 
stehende Gieicliiing bloss durch das Quadrat der Hohe des Kegels zu dividiren, und finden dann 
unmittelbar 



oder auch 



tang'^4 — (tongi;j — lange,) tangde»’’’^ = lange, langiji. 



( 10 ) 



coig^4 — f*oigei — coige,)eotgdcos«o = cotge,coigei, (II) 

wobei, wie früher, d den Zenilh-Winkel, a den Azininlhal-M inkel bedeutet, und der kleinste und 
grösste Werth des Zenilh-M inkels durch e, und ej bezeichnet worden sind. 



In Uebcreinstinmiuiig mit der Kote zur 237. Nummer ergeben sieh für cotgd immer nur positive 
Werthe, und die Gleichungen (10) und (II) slellcn, wenn wir 4 nicht Uber n hinaus wachsen lassen, 
nur den einen der beiden Doppel-Kegel dar; nur müssen wir für >;, nnd c, die beiden spitzen 
Winkel nehmen, oder für r,^ den spitzen nnd für den stumpfen Winkel, je nachdem die Kreb— 
schnitte der Kegelflächc von dem auf die Kbciie derselben von dem Milteipnncte aus gefällten Perpeu- 
dikel getroffen werden oder nicht. 
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Wir kSonen eiee ^«bene Kegelfläche immer onr doppelte WeUe durch eine der Tontehenden 
CUeichnogea (10) und (11) darstellen, veil ei immer xwei Richtungen gibt, nach welchen dieaeiha 
dnrch eine Ebene in Kreisen geschnitten wird, üie beiden vom Mlttelpuncte der Kegelfläche auf 
die beiden Sjreteme von Kreisschnilten gefällten Perpendikel, welche Confocal-Linien der Kegel- 
fläche genannt worden sind, liegen in demjenigen llauptschnitle der Fläche, welcher sogleich auch 
die beiden Ne b en- S cheitel-Linicn , das heisst, diejenigen beiden Kegebeilen enthält, welche, 
wenn wir ans der Fläche einen geraden Kegel mit elliptischer Basb schneiden, durch die beiden 
SeheiMl der kleinen Axe dieser Basis gehen. \'on allen Kcgcisciten bildet die eine Neben-Scheilel- 
Ltnie mit der Confocal-Linie den kleinsten, die andere den grössten Winkel. Diese beiden Winkel 
sind cs also, dis wir durch i;, und C] bezeichnet haben. 

Es «gibt sich hier wiedenfm eine zwiefache allgemeine Unterscheidung der KegelfläehAt en 
kOnncB die Confoeal-Linien innerhalb der Kegelfläche und ansserhalb derselben liegen. Dem 
Uebecgangs-Falle entspricht, dass die beiden Confoeal-Linien mit den beiden Neben-Schebel-Läntea 
der Fläche zusammenfallen. In diesem besondem Falle üt 



c, = 0, 

nnd die Gleichung der Kegelfläche vereinfacht sich io die folgende: 

tangil 4* tangi;,cosQ = 0. (1*) 

i4i. Stellen wir dieselbe Kegelfläche wiederum durch die folgende Gleichung dar; 

a* ßi r* ' 

so erhalten wir fOr die beiden Kreisschnitt-Ebenen die folgende Gleichung: * 

nnd hiernach für die beiden Confocalen das System der Gleichungen; 

z =. 0 /'(ai— ^t)z» = 

Bezeichnen wir diejenigen Winkel, welche die Confoeal-Linien mit der Axe des Kegels bilden, 
durch p und diejenigen Winkel, welche die Neben-Scheitel-Linien mit derselben Axe bilden durch 
er, so erhalten wir 



langV 



mithin 



+ r‘y 

o’ — a’ 
tang^ptang'a = - . 1— , 

nnd hieraus nach einfachen trigonometrischen Substitutionen: 

a> sin^'o 



lang’o = — , 



Es ist aber 
Hiernach kommt: 



y’ cos (p-f-ff) cos (p — o)‘ 
f * ti), = 4(1,+>I|)- 

“* — + __ 1 — cos(i;, -f »;,) 



COSIIjCOSlI, 



cos>;.|Cos7;i 



tang’t(,,+,,) = > 

7 l+cos(i;j-i-i:,) 
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rir des besMdera Fall, iun dia Coafooal-Liale mit einer Nebe»4SelMiUl-Lfaiia «BMmmennitl, 
und demnach i;, Tenehwindel, ergibt aicb ; 

^ = tnne’le * 

7* eosi!, ’ y* 8 1 1 j ^ cosi;,' 

Eliminires wir zwischen den beiden letzten Gleichungen eosig«, oder aetzen wir, was anf ddsselbe 
hinanskommt, die obigen M'erthe Air tang’p und lang’o- einander gleich, ao finden wir 

aV» - _ |JV* = 0. 

oder auch 



1 



1 



1 

> — • 
r 



i_ _ 

?• «• “ y«' 

als Bedingnaga-Gleichung Air den Fall, dass die Kegelflache von der in Bede stehende« besonder« 
Art ist. Wenn die Focal-Linie innerhalb der Kegeliliche liegt, ist p <C er ond demnach 

a’ ^ r'’ 

liegt sie ansserhalb, ist p <r and demnach; 

J t 

O . 

S-tS. Wir wollen ans wieder zu der in der ^6, Nammer hergeleiteten Polar-Qleichnng 
• tangil' s P -f- Qcoa» (1) 

znriiekwenden, and in derselben PoUr-Coordinaten-Bestimmong die Gleichung einer Ebene, die die 
dnreh die Gleichung dargealellte Kegelllache berührt, entwickeln., Ueberhaupt wird eine Ebene, die 
durch den Mittelpunct der Kegelllacbe geht, durch fulgende Gleichung 

cotgi). = msinoj ncosu (t) 

dargestelll, wobei wir durch m und n zwei Constante bezeichnen. Diese sind die Wertbe ro« eotg^, 
welche sich auf diejenigen beiden geraden Linien beziehen, denen die Aiima1hai>Wi«kel 4« und 0 
entsprechen. Wenn wir 

COSM 

setzen, so erhält x Bedeutung des Zenith- Winkels der Projcction der bezüglichen geraden Linie 
auf eine Vcrtical-Ebene, deren Azimuthnl-Winkel ei gleich Null ist. Wie rrfihcr durch und u, ao 
kSonen wir auch dnreh x gerade Linie bestimmen und erhallen demnach Air die Glei- 

chungen der Kegeliläcbc und der durch ihren Mittelpunct gehenden Ebene die Atlgenden : 

eotgz = — ^ 1- Q , (3) 



cotgx 



cotgx = m tangu -f- n. *) 



03 



Wir konalrn die Gleichungen (2) und (i) auf gleiche Weise» wie in der 23$. Nunner die Poler*Glei«hMig 
der Kegeliliche; ahleiten oder auch; mit Beröekaichtigung der Bedeutung Ton ■ und n» Irigonoaetriaeli 
begründen} doch reebtrertigt-aich ihre Form uniuillelkar dadareh, daaa (wir wollen uns auf die Gleichnng 
(4) besiehen) cotg/ uihd Ungo aiefa auf Itneaire Weise gegenseitig durch einander bestimmen. 

88 • 
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Wenn Memach irgend einer beliebigen Seite der Kegelflache (3) die Winkel-Wertbe yf and u' ent- 
aprechen, so ist 

P 

«otgz' = ■ — — , + Q ■ (6) 

COSfi)' 

and wenn die Ebene (4) durch dieselbe Kegcisoitc gehen soll 

eotg’x' = ni Ungw' -I- n, 

wonach wir fdr ihre Gleichung auch die folgende nehmen können: 



««•«X — 'olgX' = in(tangw — tangu')- (6) 

Soll diese Ebene insbesondere die Kegelllachc (3) berQhren, so müssen, nach der DiSerentiation , die 
beiden Gleichungen C3) und (4) noch beiriedigt werden, wenn wir die Winkel-AVerthe x' und u‘ 
etnsetaeg. Differenliiren wir, so kommt 



d 



Psiofii du 



und folglich ist: 



d. eotgx 



mdu 

cos-m’ 



m = Psinu'. 



o (7) 



Wenn wir diesen Werth von m in die Gleichung (6) einsetzen, so gehl dieselbe, wenn wir zugleich 
die Bcdingongs-Gleichung (&) berücksichtigen, in die folgende Ober: 

eotgx = PCcosu' -|- sinu'langu) + Qt (8) 

oder, wenn wir zu der nrsprüngliehen Coordinatcn-Beslimmong zurückgehen : 



eolg>l> = Pcos(u — «'} -f- Qcosu. 



(9) 



Diese Gleichung ist die gesuchte, welche eine Ebene darstellt, welche die KegelRäche (1) »«f ^<r 
durch den Azimuthal-Winkel u' bestimmten Kegelseile berührt. 

843. W'enn wir durch diejenige Seite, in welcher die Kegelflache (i) von der Ebene (9) 
berührt wird und durch die Focal-Linie eine Ebene legen, so schneidet diese die Kegelflächc noch 
in einer zweiten Seite, für welche 

M = ey -f- w, 

Oie entsprechende Tangential-Ebene ist 

cotgd' = — Pcos(w — fi>0 + Qcosc^ (10) 

Addiren wir die beiden letilen Gleichungen, so kommt nach Hinweglassung des gemeinschaftlichen 
Factors 8: 



eotgd' = U cos Gl. ,Cll) 

Diese Gleichung ist unabhängig von a' und stellt also die Polar-Ebene der Focal-Linie: die zuge- 
hörige Directrix-Ebene der Kegelflache dar. 

Die drei Gleichungen (9), (10) und (11) bestehen, gleichzeitig, wenn 

^ o — — !*• 



# 
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Diese letzte Glekbui^ stellt eine Ebene dar, welche ebenralU durch die Foest-I.inie f^ehl und auf 
der eben bezeiebneten Schnill-Kbene senkrecht steht. Der hiermit bewiesene Satx ist folgender: 

Wenn wir irgend einen Durchmesser einer gegebenen Kegelflhche, welcher in 
der Directrix-Ebene derselben liegt, auf seine Polar-Ebene projieiren, so fällt die 
Projeelion in die Focal-Linie. (S33). 

244. M'enn wir dir Gleichungen (4) und (6) der 242. Nummer identisch setzen, ergibt sich 
m = Psima', n = Pcosu' -k Üi • 

und wenn wir w' eliminiren: 



(n — Q)’ + m’ = P’. (12) 

Diese Bedingung muss also zwischen den beiden Constanten n und ni der Gleichung der Ebene : 

cotgx;' = m sinu -f- n cosu (2) 

Statt finden, wenn diese Ebene die Kegelflächc 

cosi}'. = P -i- Qcosu . (t) 

berShren soll. 

Die Gleichung der Tangential-Ebene kOnnen wir hiernach auch die iSigcnd« Form geben : 

• cotgd> = ± ►'P* — iQ — n)*i sinu -f- ncosu. (IS) 

245, Eine Ebene, welche durch die Focal-Linie geht, und auf der durch die letzte Gleichung 
der Torigeo Nummer dargestellten Tangential-Ebene senkrecht steht, hat folgende Gleichung; 

” ± — (0 — n)^ cosu = nsinu. 

Ans den beiden leUlen Gleicbungen erhallen wir zunächst 



cotg4' = 



und dann nach Elimination von n zwischen dieser Gleichung und der vorhergehenden: 

cotg*)) + 2Qcotg>J»cosu = P^ — Q’. 



(lO 



Diese Gleichung stellt also den geomclritehen Ort filr die Durchschnitts Linie zweier auf einander 
senkrechten Ebenen dar, von welchen die eine die Kcgciflache berührt und die andere durch eine 
Fooal-l.inie derselben gehl. Wir kilnnen dieser Gleichung, indem wir bemerken, dass (236): 

2Q = colgd-, — colgd., ^ 2P = colg»), -f- colgd, . 

J» 

und folglich : 



P* — Ql s eolgx), eolgi), , 
auch auf die nashstehende Form bringen: 

cotgi)! — — colgd,) rotgd'COBu — colg\),cotg\r|. (15) 



Die vorstehende Gleichung bleibt unverändert dieselbe, wenn wir die eine Focal-Linie mit der andern 
verlanschen und zugleich u um w wachsen lassen: es bleibt also auch der durch diese Gleichung 
dargeslellle geometrische Ort derselbe, gleichviel durch welche der beiden Focal-Linien der gegebenen 
Regelfläche wir Ebenm legen, die auf den Tangential -Ebenen derselben senkrecht stehen. Dieser 
Ort Ul eine KegellUchc, welche die Focal-Linien der gegebenen zu ihren Confocal - Linien und 
folglich die Ebenen der characteristi sehen Schnitte derselben zu ihren Kreisschnill - Ebenen, endlich 
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• 

Fliobea zweiter Ordiiang wid zweiter Clasae. 

Scheltcl-Linieo der gegebcnn KegcIBIche za ihren NebeDSoheitel-Linien hot. Di* beiden KegeUUeke« 
haben dieselbe Axe and einen doppelten Contact. Je nachdem die gegebene eine elliptiiche oder 
bpperbolische ist, wird sie von der andern amsehlosaen oder nicht. 

Die Projcetionen der beiden Foeal-LInien einer gegebenen KegelfUehe anf 
irgend eine beliebige Tangential-Ebene derselben liegen auf einer zweiten Kegel- 
fllehe, welche die Focal-Linien der gegebenen zu ihren Confocal-Linicn hat. Wenn 
die Durchschnitts- Linie zweier auf einander senkrechten Ebenen eine gegebene 
KegelfUehe beschreibt, während eine dieser beiden Ebenen fortwährend durch eine 
der beiden Confoeal-Linien derselben geht, umhttllt die andere Ebene eine zweite 
Kegelfläche, welche die Confoeal-Linien der gegebenen zu ihren Focai-Linien hat. 

Die vorstehenden Resultate modiheiren sich für den Fall, dass die Kegelfläche eine parabolische 
*ist; alsdann lOset sich die Gleichung (14), indem wir 

P = Q = Jcotgdi 

aetzeo, in die folgenden beiden auf: 

cotgd = 0, eotgd-l-eotgdt cosu = 0. 

Die erste dieser Gleichunfen stellt die auf der Fecal-Linie senkrechte Tangential-Ebeiie der parabo- 
lischen Kegelfläche dar, was dadurch geometrisch bedingt wird, dass jede doreh die Focal-Linie 
gebende Ebene auf dieser T'angenlial-Ebene senkrecht steht. Die zweite Gleichung stellt (fl4t) die 
Tangential-Ebene in der, der Focal-Linie nähern Scheitel-Linie dar. 

Die Proj ection en einer Focal-Linie einer parabolischen Kegelfläche auf 
be'liebige Ta ngen tial -Eb cn cn derselben liegen in derjenigen Ebene, welche die 
Kegelfläche in der nähern Scheitel-Linie berührt. Wenn die Durchschnitts- 
Linie zweier auf einander senkrechten Ebenen, um einen ihrer Pnncte sich 
drehend, eine gegebene Ebene beschreibt, umhUllt, wenn eine der beid,cn anf ein- 
ander senkrechten Ebenen um eine durch jenen Punct gehende gegebene gerade 
( Linie sich dreht, die andern eine parabolische Kegelfläche, die von der gegebenen 

Ebene berührt wird und die gegebene geradeLinie zu einer ihrer Focal-Linien hat. 

C46. Perpendikel, die von irgend einem Puncte einer Focal-Linie des gegebenen Kegels (1) 
auf die Tangential-Ebenen desselben gefällt werden, können wir auch als solche Perpendikel be- 
trachien, die auf die entsprechenden Seiten des Kegels (lüj, von demselben Pnncte, der also auch 
dadurch bestimmt ist, dass er auf der Confucal-Linic dieses Kegels liegt, genUIt werden. Wenn 
inan aber, von irgend einem gegebenen Pnncte aus, auf die Seiten eines Kegels Perpendikel fällt, 
so liegen die Fnsspuncle dieser Perpendikel auf einer Kugel-Oberfläche, die Uber den Abstand des 
gegebenen Punctes von dem Miltelpuncte der Kegelfläche, als Durchmesser, beschrieben werden kann; 
wenn dieser Punct insbesondere auf einer Confocal-f.inie angcnuuimen wird, so schneidet dio Kugel- 
Oberfläche die Kegelfliicbe in einer ebenen Curve*) und zwar in dem l'mfange eines Kreises, dessen 
Ebene auf der andern Cuiifucal Linic senkrecht sicht. 

Der geometrische Ort für die Fusspuncte solcher Perpendikel, die von irgend 
a einem festen Puncte einer Con f ocal-L Inie einer gegebenen Kegelfläche, auf die 

Beiten derselben gefällt werden, ist ein Kreis, dessen Ebene auf der andern Con- 



’J Siehe s. I«, u. Mi. 
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foeal'LiDie senkrecht tteliL Der geometrische Ort für die Fussponcte solcher 
Perpendikel, die von irgend einem festen Pnncte einer Focal-Linie einer gegebenes 
Kegelfliche auf die Tangential-Ebenen derselben gefallt werden, ist ein Kreis, 
dessen Ebene auf der andern Focal-Linie senkrecht steht. 

Die nachstehende Particularisation ergibt sich unmittelbar. 

Ak'enn man von irgend einem festen Puncte einer Focal-Linie einer parabo- 
lischen Kegelfliche Perpendikel auf die Tan gentiai -Eben en derselben fällt, so 
ist der *Ort für die Fnsspnncte solcher Perpendikel eine gerade Linie, deren 
Richtung auf der andern Focal-Linie senkrecht steht. 

S47- Um die Gleichungen der Assmptoten-Ebenen der Kegelfläche su erhalten, brauchen wir 
in die allgemeine Gleichung der Tangential-Ebene (13) bloss denjenigen Werth für n einzuset/en, 
der sich überhaupt auf eine durch die Mittelpuncte der charakteristischen Schnitte gehende Ebene 
blicht. Die Gleichung einer solchen Ebene 

cotg4 = msinu-l-Dcosu (*) 

muss befriedigt werden, wenn wir die Coordinaten-Werthe der am Ende der 236. Nummer bestimmten 
geraden Linie einsetzen, wonach 

P*-Q» 



und die Gleichung (13) in die folgende übergeht; 

Qcotgil = + P F'Q* — P* . sinu + (Q’ — P’jcoso. 

24S. Eine beliebige durch den Mittelpudct der Kegelfläche gehende Ebene (2) schneidet die 
Kegelfläche 

cotg4 = P-f-QcosM (l) 

in zwei Seiten, deren Coordinaten-Werthe wir auf bekanntem \^>ge bestimmen kUnnen. Setzen wir 
zu diesem Ende, die durch die beiden Gleichungen (I) und (2) gegebenen Werthe von cotg4' ein- 
ander gleich, so gibt eine einfache Umformung die folgende Gleichung zur Bestimmung ihrer 
Azimnthal-Winkel : 

!(Q — n)’-)-m’icos’uj-2PCQ— n)cosu-|-(Pt— m’) = 0, (16) 

and wenn wir io diese Gleichung Tür cosoi aus der Gleichung (1) seinen Werth einsetzen, kommt: 

!(Q— n)*+m*lcotg»+-2Pjn»-hm’— nQ|cotg4-|-!(nHni’)P* — = 0 , (17) 

zur Bestimmung der entsprechenden Eenithwinkel. Wenn überhaupt zwei Winkel durch eine io Be- 
ziehung auf ihre Tangenten oder Colangcnten quadratische Gleichung gegeben sind, so lässt sich die 
Tangente oder Cotangente ihrer Summe auf lineare Weise bestimmen. *) Nehmen w ir die Gleichung 



*) wir di« ntcliftehende Gleichung 

Ccotg*? — 2Bcotg9> -f- .A = 0, (a) 

die wir antb sut folgende Weise sclireiben können 

Atangfr) — 2Btang4 C = 0, (b) 

«I Gmnde, so ergibt sieh, wenn wir die beiden Wurxeln dieser letslern Gleiebung dnreh tang^f, und 
Inngfl', besekhaen 

2B C 

tang», -fUng?’, = — tang¥,Ung'Fj = — , 

und hiertu«: 

tangC», + W,) = (c) 
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(17) und die Gleichong (a) der Note als identisch nnd alsu auch und V, für die der erstge- 
nannten Qteichang entsprechende Winkel- W’erthe, so ergibt sich: 

*B = *P jn’ -1- m* — nQI, 

A - C = Cn’ -i- m’) P' — m’Q» — tlü - «)" — “*i 
= (1*= — Q* — 1) (n- -hm’ — nQ) -h n’Q’ -f (P* — Q’ -h I) uQ — 0*. 

Der aligemeine Werth von tangCP, -h ^i) rereinfacht sich and wird sugleieh unabhiagig roa 
ni, wenn wir n durch die nachstehende quadratische Gleichung bestimosen; 

pj_ 0’ -1- 1 

+ 7T^- " - » =0? (>*) 



dann kommt nemiieh: 



mithin 



Ungt>P, -h 'P,)=^ 



8B 
— C 



«P 

pi-0*-l 



eotgxj/, cotgi)* — 1 



*1 + "Pj = + «f't = eonat. 









C191 



Wenn n gegeben ist und wir setzen 

n = — tang^, 

so gehen aile Schnitt-Ebenen (8) durch eine feste gerade Linie, welcher w als Azimuthai- Winkel 
snid i als Zenith-Winhcl entsprirht. Es ist aber (843): 



wonach aus (18): 



P’— Q’+l 

TT =*«0‘gWl— 'fl). 



Wir finden alsu 






I -n« 
8n 



= cotg8^. 



i = ;Wt— 'fl3 i = K® -i- 41 — 'f't)- 

Diese beiden Werthe fiir i bestiniinen die Richtungen derjenigen beiden Axen der Kegelfläche, die 
in der Ebene der beiden Fuenl-I-inien liegen und die von denselben gebildeten Scheitel-Winkel hal- 
biren, und zwar diejenige Erstreckung dieser Axen vom Mittelpiinctc aus, die den elliptischen Schnitten 
der Kegeiniichc begegnen. Wenn wir also durch eine beliebige dieser beiden Axen eine Schnitt- 
Ebene legen, so ist fiir die beiden kegelseiten in derselben die Winkel-Summe (4-, -f if j) constant. 
Wenn wir hierbei die eine der beiden Kegelseiten nach entgegengesetzter Eirstreckung nehmen, so 
verwandelt sich die eonstante Surntne in eine con.--tantc Differenz. Es ist augenscheinlich, dass, 
gleichviel durch welche der beiden eben bezeichiieten Axen die Schnitt-Ebene geführt wird, derjenige 
Winkel ifi, den die erste Kegelseite mit der einen Focal-Linie bildet, dem Winkel 4 1 gleich ist, 
den die zweite KegeDeite mit der andern E'uenl-Linie bildet und somit erhalten wir für den bewie- 
senen Satz .luch folgende .Aussage. 

Dir Summe derjenigen beiden W inkel, welche eine beliebige Kegelseite mit 
den beiden Fncal-I.inien bildet ist constant und zwar dem von den beiden Scheitel- 
l.inirn gedildeten Winkel gleich. 



a 



> 
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Die Erstreckungen der Kegclseiten nehmen Vir in allen Fällen >om Mitlelpnncfe der Fläche 
aus auf demselben der beiden Doppel-Kegel und die Erstreckungen der beiden Focal- Linien vom 
Mittelpuncte aus im Innern dieses Kegels. Für jede der beiden Neben-Scheitel-Linien ist 
woraus folgt, dass jede derselben mit den Focal-Linien einen Winkel bildet, welcher der Hälfte des 
von den Scheitel - Linien gebildeten Winkels gleich ist, wonach wir, wenn die Scheitel- Linien und 
Neben- Scheitel-Linien einer Kegelllärhe gegeben sind, sogleich die Focal-Linien construiren kön- 
nen. Für diejenigen vier geraden Linien, io welchen eine Kegelfläche von den vier As/mptoten- 
Ebencn berührt wird, ist der grössere der beiden Winkel »fi und j ein rechter, der kleinere also 
dem l'eberschusse des von den beiden Scheitel - Linien gebildeten Winkels über einen rechten gleich. 

249. M enn wir ■» die allgcnieine Gleichung 9er Ebene, 

cotg == msini,! -f- ncosu , (2) 

für und oi bestimmte Winkel -^^erthe cinsetzen und dann m und n als veränderlich 

betrachten, so stellt die Gleichung 

cotg = msinu' + ncosi»', (20) 

nun eine gerade Linie dar, welche durch die Winkelwerthe und w', ihre Coordinaten, bestimmt 
bt. Diese neue Gleichung enthält eine Relation zwischen m und n, die befriedigt werden muss, 
wenn <lie durch die Gleichung (2) dargcstelltc Ebene durch die fragliche gerade Linie gehen soll. 

Wir haben ferner gefunden, dass die Gleichung; 

(n-Q)’ + m» = P’, (12) 

diejenige Bedingung ausdriiekt, unter welcher die Kegelfläche 

cotg = P -f- Qcos» (1) 

von der Ebene (2) berührt w ird (244). Betrachten wir also in dieser Gleichung m und n wiederum 
als veränderlich, so stellt die Gleichung (12) dieselbe Kegelfläche dar, wobei* diese als von ihren 
Tangential - Ebenen umhüllt betrachtet wird. 

Wir köiinnen dieser Gleichung (12) noch eine etwas allgemeinere Form geben, indem wir die 
Flächen -Gleichung (1) durch folgende ersetzen: 

cotgi). = P Qcos, (u-o,), (21) 

wobei wir bloss die Azimuthai- Winkel o so nehmen, dass sie für die der Focal -Linie nähere 
Scheitel-Linie nicht verschwinden, sondern gleich w, werden. Um die Gleichung (12) abzuleilen 
können wir auch die beiden aus den Gleichungen (1) und (2) genommenen Werthe von cotgt) glcich- 
setzen, und dann aiisdrUcken, dass die resultircnde Gleichung 

(n-Q) cosw -f- msinu = P 

für « nur einen einzigen Werth gibt. Ebenso können wir auch verfahren, um die Bedingung zwi- 
schen m und n zu finden, die bestehen muss, wenn die Ebene (2) die Fläche (21) berühren soU. 
Der vorstehenden Gleichung entspricht alsdann die folgende; . 

(n-Qcoro,) cosu -t- (m-Qsinu,) sinu = P, 
so dass bloss , indem wir * , 

Qcosm, = n', Qsinci, = m', 

setzen, an die Stelle von (n-Q) und m bezüglich (n-n') und (m-m') getreten sind. Wir erhalten 
hiernach sogleich für die gesuchte Gleichung 

(n — n') ’ + (m — m') > = PL (22) 

Hierbei ist 

40 
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n'* + m' * = Q«, 

und folglich die dargeutelltc Kegelflächc eine elliptische, hyperbolische, parabolische, jo nachdem 
n|/i + n'» <P% m'* + n,»> m'’ -h n'«=P^ 

Sie Directrix - Ebene der Kegelfläche ist durch die nachstehenden beiden Gleichungen bestimmt: 

n = u', m = m 

S30. Bei den Entwickelungen der vorigen Kummer sind n und m als Coordinaten der durch 
den gegebenen Miltelpunct der Kegcifläche gehenden Ebene (2) zu betrachten und können, bei einer 
andern Bestimmungsweise derselben, durch zwei andere auf andere Weise zu constniirende Cun- 
stantc ersetzt werden. Es bedeuten n und in die Cotangenlen derjenigen beiden Winkel a und 
welche die Durchschnitts -Linien der fraglichen Ebene mit den Ebenen YZ und XZ bilden mit der 
Axe Z. Wenn wir den Neigungs- Winkel derselben Ebene gegen die Ebene XY' durch X und den 
Winkel, den die Durchschnitts-Linie dieser beiden Ebenen mit der Axe \ bildet, x nennen, so ergibt 
sich, wenn wir nacheinandar diejenigen beiden rechtwinkligen -Ecken betrachten, welche von der zu. 
letzt genannten Durchschnitts • Linie und den Axen X und Z, so wie den .Axen Y' und Z gebildet 
werden : 

n = cotg a = — tang X cos x, 
m = cotg ß= — tangX sin x. 

Setzen wir diese YVerthe von n und m in die Gleichung der durch ihre Tangential -Ebenen be- 
stimmten Fläche C12), so Anden wir 

tang ’X -f 2QtangXcosx = P-“ — Q’, (J4) 

und wenn die Kegelfläche insbesondere eine parabolische ist: 

tang X -f- 2Qcos x = o. (85) 

Die Formen dieser Gleichungen stimmen mit den Gleichungs-Fomicn (10) nnd (12) der 240. Kum- 
mer Uberein. 

2öl. Wenn wir den Anfangspunct rechtwinkliger Coordinaten-Axen io dem Mittclpuncte einer 
beliebigen Kegelflächc zweiter Ordnung annehmen , so erhalten wir für eine beliebige Kegelseitc 
die beiden Gleichungen 



az -|- cx 



bz cx = 0, . 



(S6) 



nnd können (235) nnd als Coordinaten derselben ansehen. Fuhren wir die Winkel ij/ und u, 

€ C 

die wir in der 236. Nummer Zenith- nnd Azimuthal- Winkel genannt haben, ein, so kommt: 

a CO SU 

= — tang4 cosu=— — - , 

e cotg ij, 

b . ‘ ■ sinu 

= — tang 4 sinu 

c cotg 

so dass wir 

a — cosu, b = sinu, c = cotgA (27) 

setzen können. Jede homogene Gleichung des zweiten un<h überhaupt des n. Grades zwischen cosu, 
sinu und cotgd' stellt eine Kegelflächc der zweiten und überhaupt der n. Ordnung durch ihre Seiten dar. 
Eine beliebige Tangential -Ebene der Kegelflächc köoncn'wir durch folgende Gleichung darstellcn: 

kz = hv -f- gx; (28) 

hg. 

und gleichbedeutend mit m und n der vorigen Nummer, als Coordinaten der Ebene neh- 

men, Die Gleichungen (23) können wir in folgender Art schreiben; 
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1 

k 

h 

k 



eolgX 
sia K 
cotgx’ 



uad also 

g = cos», h = sin», k s= — colg X, (29) 

scizfD. Jed« homogene üleichnng des zweiten Oradea zwischen cos», sin» und eotgX stellt eine 
Kegelllächc der zweiten Ordnung durch ihre Tangential -Ebenen dar. X ist die Neigung der jedesma- 
ligen Ebene gegen die Ebene XY und, wenn wir diese Ebene als die Ecliptik betrachten, » die Länge 
ihrer Knotenlinie von der Axe Y an gerechnet. 

Die XVinkcl ^ und <a sind Polar- Coordinaten der geraden Linie (26), die Winkel X und x 
Polar -Coordinalen der Ebene (2S). 

M'enn wir 

^ =X, 6. = X, (30) 

oder was dasselbe ist 

g = a, h = b, k=c (31) 

setzen, so steht die gerade f.inie (26) auf der Ebene (28) senkrecht. Es stellen also auch irgend 
zwei Gicichnngen, die einer Vertauschung der Winkel o und x, uud X entsprechen, swei solche 
Kegelfllchen dar, die in der gegenseitigen Beziehung stehen, dass die Seiten 
einer derselben auf den Tangential- Ebenen der andern senkrecht stehen. Nehmen 
wir insbesondere Tür die Gleichung einer von solchen zwei Kegelflächen die Gleichung (10) der 
240. Nummer, in welcher wir, der Kürze wegen, 

tnngc, — tangc, = — 2Q, tangc, tangn, s P» — Q», (S2) 

setzen, wonach 

tang'<)> -f- 2Qtang4coso = P* — Q', 
so wird die Gleichung der andern Krgelflichc 

tang>X -1- 20tnngXcosx = P’— Q>. (24) 

Die beiden letzten Gleichungen (24) und (32) stellen zwei Kegelflicfaen dar, welche dit Axe Z be- 
züglich zur Focai- Linie und zur Confocal • Linie haben. Die zweite dieser Kegelllachen (24) können 
wir auch durch die rolgende in diesem P.iragraphen vorzugsweise discutirte Gleichung in Linien- 
Polar- Coordinaten : 

cotg4 = P-|-Qcos<a, (1) 

darstellcn, uud folglich die erste Kegelflächo (32) durch folgende Gleichung in Plan-Polar- 
Cuordinaten: 

colgX = P-fQcos X. (33) 

Selzen wir, um die Bedeutung der beiden Conslanlen P und Q rflcksichtlich dieser ersten Kegclflache 
zu bestimmen, nach einander x = 0 und x = w, so gibt die vorstehende Gleichung für eotgX den 
grössten nnd kleinsten Werth. Die entsprechenden Winkel, die wir durch X, und X^ bezeichnen wollen, 
beziehen sich hiernach auf die Neigung der beiden Tangential-Ebenen der Fläche in ihren Ncben- 
chcitcl-I.inien, oder was dasselbe ist, auf die Neigung dieser Linien selbst gegen die Kreisschnitt- 
Ebcncn. Ganz analog, wie in der 236. Nummer, ergibt sich 

cotgXj-fcolgXj = 2P, 
cotgX,— cotgX, = 2Q, 

so dass also die Winkel X, und X,, welche die WiAkcl c, und r,^ der 240. Nummer zu einem « 
rechten ergänzen, ganz an die Stelle der Winkel 4i und treten. Die Summe der Winkel X, und 

« 0 * 
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ist demjenigen Winkel gleich, den die Ncbcn-Scheitcl-Linien der dargcstelllen Fläche mit ein- 
ander bilden, ihre DUTerenz gleich demjenigen W inkel, den die beiden Kreisschnilt-Ebeuen oder 
auch die beiden auf ihnen senkrechten Confacal-I.inicn cinschliesscn. Da denselben Coordinaten- 
W erthen in den beiden Systemen einmal ein Durchmesser, das andere Mal eine Diirchmcsser-Ebenc 
der jedesmaligen Krgelflächc entspricht, so gibt auch, bei der Uebcrcinstimiming der Gleichungen 
(24) und (.32) oder fl) und (33), eine Gleichung von derselben Form und mit denselben Con- 
slanten einmal die zugeordnete Durchmcsscr-Fbene, das andere Mal den zugeordneten Durchmesser, 
Irgend dreien (oder auch zweien) zugeordneten Durchmessern einer der beiden Kegelflächen ent- 
sprechen also drei (oder zwei) zugeordnete Durchmesser-Ebenen der jedesmaligen andern, die auf 
jenen Durchmessern senkrecht stehen, und umgekehrt. 

^ Wenn zwei Kegelflächen zweiter Ordnung in einer solchen gegenseitigen . 
Beziehung sichen, dass die Seilen einer derselben auf den Tangen tial- E benen 
der andern senkrecht stehen, so sind die Focal-Linicn jeder derselben die Con- 
focal-Linien der jedesmaligen andern, und der von den Scheitel-Linien jeder 
derselben gebildete Winkel ist dem Neben-W inkel des von den X eben- S ch ei t cl- 
Linien der jedesmaligen andern gebildeten W inkels gleich. 

' 252. In dem Vorstehenden ist eine Verwandtschaft zweier Kegelflächen zu einander gegeben 

nach welcher alle Winkel-Beziehungen sich paarweise zusammengruppiren und gegenseitig aus ein- 
ander sogleich ablcitcn lassen.*) Ich muss mich hier auf ein einzelnes Beispiel beschränken, und 
wähle dazu den Satz der 245. Nummer, neben den sich unmittelbar der folgende stellt. 

Die Summe derjenigen beiden Winkel, die eine beliebige Tangcntinl-Ebcnc 
einer gcgcboncnKcgclflächc mit den bcidenConfocal-Linicn bildet, ist constanl 
und zwar dem Nebcn-Winkel des von den beiden Nebcn-Schcitel-Linicn gebil- 
deten Winkels oder auch dem Doppelten desjenigen Winkels gleich, den die 
Tangential-Ebene in einer S cheitcl -l.inlc mit jeder der beiden Coufocal-Linicn 
bildet. 

Nach dem letzten Theilc dieses Satzes können wir sogleich, wenn die Schcilcl-Linicn und 
Ncben-Scheitel-Linicn einer Kegclllächc gegeben sind, die Confocal-Linicn und die auf denselben 
senkrechten Kreisschnilt-Ebenen construiren, 

253. Um der Beziehung der beiden in der vorigen Nummer betrachteten Kegelflächen zu ein- 
ander ihre richtige onalj’tischc Steife anzuweisen, brauchen wir nur einen Blick auf die Gleichungen 
(3U) oder die gleichbedeutenden (31) zo werfen. Diese Gleichungen drücken aus, dass die Seilen 
und Tangential- Ebenen der beiden Kegelflächen sich auf lineare Weise entsprechen, die Kegelflächen 
also in der Verwandtschaft der Rcciprociläl stehen (Einleil. Betr. 12.) Dieselbe Verwandtschaft 
können wir auch auf andere Weise ausdrUcken (Einleil. Betr. 13 — 15). Nehmen wir zu diesem 
Ende Für die Gleichung irgend einer durch den gemeinsamen Mittelpunct der beiden Kegelflächen 
gehenden Ebene, wie bisher die folgende: 

colgd' = nisino) ncosu, 

nnd ersetzen in derselben m und n durch ihre Werthe (23), so kommt; 



*) Diene an nei«ui(ik(eii rrgtebtge Brrnerkiing hat Herr ChasUs in einem siufuhrlirhen .Memoire aujigebcutet, 
das ich iitde«» nur aiu der engliüchen Ueberaetenng de« Herrn (»rttres kenne. 7*irc» geootHricai mfwoirs 
OH ihe getural propertifs of cones of iht &tcond dtyree and on the sphfrictU cunic«, Dubtin, i8it. 

9 
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(olg\l/ = — tangX(sinusinx + cosoicosx), 

Oller entwickelt: 

colg4rotg>.+ cos(M— x) = 0, (31) 

als Gr u ad-Gleichu II g der Keciprocität, die wenn wir X und x als consiant, i) und m als 
veränderlich betrachten die Ebene (X, x) und wenn wir umgekehrt i) und u als consiant, X und x 
als veränderlich betrachten, die gerade Linie (i}', u) darstellt. Diese Gleichung ist s> luinetrisch in 
Beziehung auf 4, <a nnd X, x und die Rcciprociiät also nach dem Ausdrucke von Herrn Magnus 
eine sulche, bei der die beiden recipruken Svsteme auch eine reciproke Lage haben und die Grund- 
Gleichung der Keciprocität auch durch eine Fläche zweiter Ordnung ersetzt werden kann, in Be- 
ziehung auf welche die I’olar-Hgstiminung ini geouielrischcn .Sinne .auszurühren ist. Diese Fläche 
ist überhaupt der geometrische Ort für diejenigen Puncle, hier insbesondere also auch derjenigen, 
durch den Mittelpunct gehenden geraden Linien, die in ihre Polar-Ebenen fallen. Ihre Gleichung 
ergibt sich hiernach unmittelbar, wenn wir in der letzten Gleichung X = 4 , x u setzen, wonach 



oder auch 



cotgi4+ 1 = 0, 
z'+y*+z^ — 0. 



Die Directris-Fläche zweiter Ordnung hat sich also auf einen Kiigelpuiict reducirt (Zoö). — 

254. Bei den Kegelflächen erhalten wir AVinkel-Bezieliungen, die den bei Kegelschnitteii ganz 
analog sind, wenn wir an die Stelle der Brennpuncte von diesen die Fucal-Linien von jenen setzen. 
Beispielen sind wir bereits begegnet. Dem Satze, dass die Summe oder Diflferen* der Abstände der 
Puncle einer Ellipse oder Hyperbel von den beiden Brennpuncten consiant ist, entspricht der direct 
in der 248. Nummer bewiesene Salz, dass die Summe (oder Differenz) der beiden M inkel, die eine , 
Kcgelseilc, mit den beiden Focal-Linien bildet, consiant ist. Wie wir in der 204. Niiiiimer aus dem 
erstem Salze den allgemeinen an die Spitze dieser Nummer gestellten Salz abgeleitet haben, so er- 
gibt sieb aus dem letztem Satze sogleich der folgende. 

Wenn man durch vierEbenen diebeideiiFocal-Linieii einer gegebenen Kegcl- 
fläche mit zwei be 1 i c bigen Seit en derselben verbindet, so gibt es eine Kotatl ons- 
Kegelfläche, welche diese Ebenen alle vier berührt und deren Axe die Durch- 
schnitts-Linie derjenigen beiden Tangential-Ebenen ist, weiche die gegebene 
Kcgclfläche in den beiden beliebigen Seiten berühren. 

W ir woUen jlen Mittelpunct der Kcgclfläche 0, ihre beiden Focal-Linien OF und OF' nennen, j 
annehmen, dass dieselbe einmal die Ellipse, das andere ^lal die Hyperbel der 3. Figur zu einem, 
ihrer charakteristischen Schrille bat und dass einmal ON und ON', das andere Mal OM und OM' 
die beiden beliebigen Kcgciscitcn sind. Dann ist (218): 

N'OF'-fX'OF = NOF'-kKOF, MOF'— MOF = M'OF'— M'OF, 

folglich:' 

X'OF'-NOF = NOF'-.N'OF, MOF'+.M'OF = M'OF'-f.MOF. 

Die vier Ebenen , welche die beiden Focal-Linien mit den Seiten ON und ON' verbinden bestimmen 
eine Pyramide, deren zwei gegenüberliegende Seitenflächen sich schneiden nnd die die Ebene der 
characterlslischen Elipse in dem Viereck FN'F'N begegnet: die Differenz der gegenüberliegenden 
Spitzen-W'iiikcl ist dieselbe; in der entsprechend Pyramide, die die Ebene der characteristischen Hy- 
perbel in dem Vierecke FM'F'M (in der Figur mit einspringendem W inkel) begegnet, ist die Summe 
der gegenüberliegenden Spitzen-W'inkel dieselbe. In beiden Fällen folgt, was zu beweisen war, dass 
der Pyramide sich ein Rolations- Kegel einschreiben lässt. 
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Was die Discuasiun dieses Satzes belriflt, kann ich nar auf die analoge Discussion der 804. 
Nnmincr verweisen. Insbesondere ergibt sich der folgende von Herrn Atagnus zuerst aufgestellte 
Satz, an den sich ein anderer uninittelbar anschliesst. 

Wenn man durch die beiden Focal-Linie und eiue beliebige Kegelseite zwei 
Ebenen legt, so bilden diese mit der Tangential-Ebene in dieser Kegelseite gleich« 
Winkel. 

Eine hyperbolische und elliptische Kegelfläche, welche dieselben beiden 
Focal. Linien haben, schneiden sich rechtwinklig. 

Nach dem lieberlragungs-Princip der 852. Nummer erhalten wir, neben den vorstehenden Sdtien 
die folgenden. 

Die vier Durchschn itts- Linie n irgend zweier Tangential- Ebenen einer Kegel- 
flüche mit den beiden durch den Mittelpunct derselben gehenden Kreisschnitt- 
Ebenen sind vierSeiten einesRotations-Kegels; dicEbeiie der beiden Berührungs- 
Seiten steht auf der .\.ve desselben senkrecht. 

Die beiden Durchschnitts-Linien einer beliebigen Tangential-Ebene mit den 
beiden kreisschuilt-Ebeiien bilden mit der Berührungs-Seite gleiche Winkel. 

Wenn zwei Kcgelflüchen dieselben Confocal-Linien haben, so stehen, wenn 
überhaupt gemeinschaftliche Tangential-Ebenen vorhanden sind, die beiden Bc- 
riibrungs-Sciten in jeder dieser Tan gcntial-Eb enen auf einander senkrecht. 

Auch die Note zur 212. Nummer gibt nach Analogie neue Winkel-Beziehungen bei Kcgel- 
llüchen, auf die ich aber hier aus Mangel an Raum durchaus nicht eingehen kann. Ich schliesse 
mit einer letzten allgemeinen Bemerkung. Da die Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids den 
Seiten seines As.vmptoteii -Kegels parallel, die Kreisschnilt-Ebenen dieselben, und die Axen der jenem 
umschriebenen Rotations-Cylinder die Focallinien des letztem sind, so künnen wir viele der be- 
wiesenen Winkcl-ßezicliungen von KegelOächcn auf cinschalige Hyperboloide unmittelbar Übertragen. 



8 - 13 . 

Die llcciprocltftt der FlAehen zweiter Ordniius nnd Claose. 

* 255. W ir haben in den frühem Paragraphen die Flüchen zweiter Ordnung und Ciasse nach 

einander durch die allgemeine Gleichung des zweiten Grades, einmal in Punct-Coordinaten, das 
andere Mal in Plan-Coordinaten dargestellt und die Gleichungen vollständig discutirt. Das Princip 
der Reeiprocitüt ist das Band, welches die beiden Darstellungsweiscn verknüpft und io Folge dessen 
die Beziehung der in beiden erhaltenen Resultate, sowohl der analystischen als der geometrischen, 
als eine iiothwendigc ersehcinl. .4iis diesem Princip lliesst «fas allgemeine L'ebcriragungs-Princip, 
der allgemeinsten linearen Punct- und Plan-Coordinaten-Bestimmung entsprechend, das in eben so 
viele besondere t'eberlragungs- Weisen sich anlliisct, al-s wir eine besondere Punct-Coordinalen- 
Hestimmiing mit einer besondern Plan-Coordinatcn-Bestimmuiig ziisammenslcllen können. Im Allge- 
meinen lassen sich zwei reciproke Systeme in eine solche gegenseitige Lage bringen, die Herr 
Mngnut eine reciproke genannt hat, bei welcher die Polar-Bcstimmung durch die Vermittelung 
einer gegehencii Flüche zweiter Ordnung und Ciasse ausgcnihrt werden kann. Hierauf gründeten 
die Herren Cergonne und Poncelel zuerst das Princip der Reeiprocitüt, bevor ich meinerseits, un- 
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abhängig hirrvon und bald nachher, da:<sclbe aus der Variation der Conslanten abicitete und die 
doppelte Coordinaten-Bestimmung aufstellte. Bei der rcciproken I-age der beiden Sxsteme ist die 
Polar-Bestlmmung dieselbe, gleichviel in welchem der beiden Systeme wir einen Punct annehnicn, 
um seine Polar-Ebene in dem andern ru construiren. Reben wir hierbei der Rriind-aieichung der 
Reciprocitat.dio am Ende der Note »ur 15. Nummer der einleitenden Betrachtungen sich vorfindenden 
Formen, so sehen wir, dass sie vollkommen mit der Glcithung der Polar-Ebene eines Punctes in 
Beziehung auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung Ubereinstimmt und wie diese, bezüglich der 
Coordinaten des Punctes und der veränderlichen Grtissen in der Gleichung der Polar-Ebene desselben, 
symmetrisch ist. Uiescibc Gleichung stellt, wenn wir in ihr auch die Coordinaten des Punctes als 
veränderlich betrachten, die Directrix-Flüche dar. Diese Fläche ist hiernach der geometrische Ort 
für diejenigen Punele, welche in ihre Pol.ir-Ebenen follcn, wahrend sic zugleich von diesen Polar- 
Ebenen berührt wird. Für den Fall der Plunimatric habe ich die allgemeinere Aufgabe, auch bet 
einer beliebigen Lage der leiden reciproken Systeme die Polar-Bcstimimingcn geometrisch aiiszii- 
führen, gclöset*): dieselbe Aufgabe gejdntlet, auch für die Constrnctiunen im Raume, eine einfache 
I.Qsung. Aber alle allgemeinen Fragen dieser .Art muss ich hier unerörtert lassen, und kann auch 
eben so wenig, die particularen Fälle der Verwandtschaft der Rcciprucitüt discutiren. liier 
eröffnet sich die ergiebigste Quelle neuer Resultate. M enn wir, um nur ein Beispiel hervurzuheben, 
zur Directriz-Fläche eine Kugel nehmen, so steht die Polar-Ebene eines Punctes auf derjeniueo 
geraden Linie senkrecht, die diesen Punct mit dem Mittelpnncle der Kugel verbindet, und auch dir 
Richtungen zweier zugeordneten Polar-Linien stehen hiernach auf einander senkrecht. .ALs Folge 
hiervon stellen sich alle inkcl-Bezichungen paarweise neben einander. Zu irgend einer andern 
Kugel gehört als reciproke Fläche eine L nidrehungs-Flüche , die den .Mittelpunct der ersten Kugel 
zu einem ihrer Brennpuncte hat; auf diese übertragen sich also die Eigcnschafleii der Kugel. 
\Aenn die Dimensionen der zur Directrii-Flächc genommenen Kugel verschwinden, indem diese auf 
einen Kiigelpunct sich reducirt, so erhalten wir den in der 252. und 253. Nummer discutirten Fall. 
Diesen Fall müssen wir auch derjenigen Rcciprocität unterordnen, die Herr M.agnus conische 
genannt hat und die der Reciprocität der Geometrie in der Ebene ganz analog ist. Bei der coniseben 
Reciprocität entspricht allen Puncten die mit einem gegebenen festen Punctc in gerader Linie liegen, 
dieselbe Polar-Ebene, die ihrerseits durch einen zweiten festen Punct geht und so entsprechen sich 
gegenseitig gerade Linien, die durch einen und Ebenen, die durch einen andern gegebenen festen 
Punct gehen ; es entsprechen sich zwei Kegelflächen, von welchen wir, wenn wir eine derselben uns 
durch eine gerade Linie beschrieben denken, die andere uns von einer Ebene umhüllt denken müssen. 
Bei einer reciproken I,age der Ststeme artet die Dircctrix-Flücho in eine Kegelfläche aus, die aber 
sowohl reell als auch imaginär sein kann, dos heisst, im letztem Falle in einen ellipsoidischen 
Punct übergeht. Nehmen wir andrerseits eine ebene, reelle oder imaginäre, Curvo als Flache 
zweiter Classe und Directrix-Fläche, so ist derselbe Punct der Pol von unendlich vielen Ebenen, 
die die Ebene der Curve alle in derselben geraden Linie schneiden; es entspricht also ein Punct, 
der immer in einer gegebenen festen Ebene bleibt, einer geraden Linie, die immer in einer zweiten 
gegebenen festen Ebene liegt, welche bei der vorausgesetzten reciproken Lage der beiden Systeme 
mit der ersten zusammenfälit, und hiernach eine ebene Curve einer andern. 

256. Wenn wir durch p, g, r, s und p, g, r, t zwei Systeme befreundeter Punct - und Plan- 
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Coordinatcii (EinL Betr. ii. 5) bezeichnen, so können '»ir dieselbe Fläche zweiler Ordnung und 
Classe im Allgemeinen durch jede von folgenden beiden Gleichungen : 

Ap* + A'<i’ + A"r* 4- A"V' + 8B"pq + 2B'pr -|- 8Bqr + 2Cps + 2C'qs + 2C"rs = a = 0, (1) 
jlp7 ^ 4 - A"r^ 4- 4- iB"pq 4" iB'pr + 'illqr 4- 2Cps 4- 2C'q* 4- 2C"r* S T = 0, (2) 

darsiellcn: unsere Aufgabe ist, die CoefOcienten der jedesmaligen andern auszudrücken. Weil 
die zwiefachen Coordinaien befreundete sind, so besteht die folgende Gleichung 

PP 4- 4- rr 4" « = 0, 

welche, wenn wir die Coordinaten irgend einer Ebene (p, q, r, t) einseUcn, diese Ebene und 
wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes (p, q, r, s) einsetien, diesen Punct darsteUl. Ins- 
besondere also können wir dieselben vier Ebenen durch ihre vier Gleichungen 

p = 0, q — 0, r = 0, s = 0 

und durch ihre Coordinaten-Werthe 

g =1 r = t = 0, p = r = s = 0, p=j = # = 0, p = q = r = 0, 
bestimmen. Für die Pole dieser vier Ebenen, in Beziehung «uf die Fläche, erhalten wir die folgen- 
den vier Gleichungen : 

Jp + B"q 4- B'r 4- C* = 0, 

■' dp 

j ^ = B"p 4- A'q + Br Ot —Q, 

< 1 ? 

* — = B‘p +Bq + Ä‘‘r-\- C“t= 0, 
dr 

Cp + Cq + Cr 4- A"'S= 0, 
mithin für die Coordinaien dieser vier Pole: 
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Andrerseits erhallen wir für die Polar-Ebenen der vier Puncte 
= ü, g — 0, r = 0, 

die folgenden vier Gleichungen . 



— ^ Ap 4- B»q 4- B'r 4- Cs = ü, 

dp 

1 . s B"p 4- A'q 4- Br 4- C's = 0, 
dq 

• . J HH B'p 4- Bq 4- A"r 4-C"s = 0, 

dr 

i = Cp + C'z 4- C"r 4- A'"s = 0. 
. ds 
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E» schneiilrn sich die drei leUien dieser vier Ebenen , die erste und die beiden letzten , die beiden 
ersten und die letzte, die drei ersten bezüglich in denjenigen vier Polen, deren Coordinaten wir oben 
schon bestimmt haben, hier erhallen wir für dieselben Coordinaten, mit Beibehaltung der Bexeichnung 
der 10. Mummen 
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Die letzten drei Coordinaten 'Wcrlhe, die sich aus der Zusommenslelliing der Gleichungen der drei 
ersten Polnr-Kbenen ergeben, sind diejenigen, die wir bereits in der 3. Xumnier durch, a, (J und y 
bezeichnet haben; aus ihnen erhallen wir die übrigen durch eine blosse Vertauschung der Alarken. 
Damit die Coordinaten 'Bestimmung und (5) überein.stimme müssen wir 

A = 3.9, A' = ».0,, A" = d.öj, A'" = 3.9„ 



B" = 3.A. 



B< = B - d. C = 3.J„„ C = 3.J,„ 0‘ = 3.J,„ 

wobei 3 «illkührlich angenommen und auch der Einheit gleich gesetzt werden kann. Die Gleichung 
(2) geht hiernach in die folgende Uber; 

0p’ -f ©, 0.^r’+ 0j,s’ -f- 2 Jo ipq + 2 ^1 pr+ iJ, 2 jr -f 2 Joipt-\- 2J, 37 s + 2./,, rt = 0. ( 6 ) 

Die Beziehung der Gleichungen (1) und ( 6 ) zu einander ist eine durchaus gegenseitige; auf 
gans analoge W eise, Wie wir die CocfBcienten der letztgenannten Gleichung durch die Coef- 
ficienten der erstgenannten, ausgedrUckt haben, künnen wir auch diese durch jene ausdrücken. Zu 
den Uelationcn der 10. X'ummer kommen hiemoch noch neue hinzu, und der anairtische Zusammen- 
hang aller dieser Ilclatianen tritt deutlicher hervor. 

257. Vertauschen wir in der Gleichung ( 6 ) die Plan-Coordinaten mit den befreundeten Puoct- 
Coordinaten oder umgekehrt in der Gleichung ( 1 ) diese 'mit jenen, so stellen die beiden Gleichungen 
Ap» + A'qi + A"ri -f- A'"s’ + 2 B"pq + ,2 ll'pr -f 2 1! qr + 2 Cps + 2 C'qs + 2 C"rs = 0, (1) 

0p’+0,q’-i-0,r’ -}• 0,s’-|-2 ./o, pq+ 2 . 7 o 2 pr-f-2 /,. 3 qr +2 .y» , ps+ 2 qs + 2 ./ 2 jrs= 0 , (7) 
und die beiden Gleichungen 

Ap’ -f A' 7 * +.A"r» 4 - A"V + 2 B"p 7 -|- 2B'pr -f 2 B 7 r 4 2 Cpz + 2CV + 2C"rz=0, ( 8 ) 
0 p’+ 0 , 7 ‘+ 0 jr’ + 2 lo,p,i + 2 /„.pr 4- 2 -/. ,qr ! 2 . f„,ps 4-2 /, , 7 # 4 - 2 ./„ri = 0 , C 6 ) 

in der zwiefachen Coordinaten Bestimmung zwei reciproke Plächen dar, wobei beidesmal die Glei- 
chung l3) die Grund-Gleichung der Reciprocitiil ist. Selzen wir insbesondere 

p s X, q = r s z, 8 = 1 ; 

p = t, 7 = u, r = V, z s ± w; 
so stellen die Gleichungen ( 1 ) und ( 6 ) dieselbe Flüche in dem gewöhnlichen Punct- und Plan-Coor- 
dinaten-Svsteme dar. Die Gleichungen (1) und (7) stellen in dem ersten, die Gleichnngen ( 8 ) und 
( 6 ) in dem zweiten Coordinaten -Svstemc zwei reciproke Falchen dar, wobei die Grund-Gleichung 
der neciprocilät die folgende wird : 
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. ^ >:.W 

U + oy + V* ± w = 0, " ^ ~ 

und durch eine Kugel, deren Radius, wenn wir das untere /eichen wählen, reell und der (wUlkuhr- 
lieb anzunehmenden) £inheil gleich ist, ersetzt werden kann. 

258. Ich füge diesem Paragraphen nur nuch einige allgemeine Schluss - Remerkungen hinzu. 

Icde geometrische Rezichung ist als die bildliche Darstellung einer analystischcn Reziehung on- 
xusehen, die, libgesehen von jeder Deutung, ihre selbstständige Geltung hat. So gehört auch das 
Princip der Reciprocität ganz eigentlich der Analysis an, und nur weil wir,, sogar wenn wir es ana- 
lytisch begründen, gewohnt sind, es in der Sprache der Geometrie auszndrilcken , wird uns die An- 
sicht gewissermaassen nufgedrängt, dass es ein ausschliesslich geometrisches sei. Er besteht aber, 
auch ohne dass wir uns irgendwie um die Redeulung der zwei oder drei Veränderlichen und Con- 
sfanlen kümmern, ganz unabhängig von der Retnichtung von Piincten, geraden Linien und Ebenen; 
wir können es aus der .Sprache der Geometrie wieder rückwärts in die l’rsprache der Analysis über- 
setzen. Wenn wir zum Reispicl den Punct (p = p, q = J, r = r, s = O den Pol der durch die 
Gleichung (S), in der Voraussetzung, dass p, q, r und s veränderlich genommen werden, dargcstelltea 
Ebene betrachten, kommt in der analytischen .AulTassung statt des Puncte.s die Conslanten. Gruppe 
(p,q, r,a) und die Gleichung selbst; statt der d^geslellten Ebene in Retracht. Rein analystisch auf- 
gebsst, ist das Princip der Rcciprocitat natürlich auch nicht an die Dimensionen des Raumes ge- 
bunden und auf diese beschränkt. So wie wir, dem L'ebergangc von der Ebene znm Raume ent- 
sprechend, eine Veränderliche mehr cinführen, können wir die analytischen Erörterungen auch auf 
eine grössere Anzahl von Veränderlichen ausdehnen. Rci vier Veränderlichen insbesondere erwei- 
tert die Grund-Gleichung der Reciprocität (3) sich, bei analoger Rezeichnung, in die folgende: 

PP + w + ^' = *• 

Während wir die AufTassungsweise der Herren Cergonne und Poncelet als die geometrische Deu- 
tung des allgemeinen Princips der Reciprocität für den Fall zweier nnd dreier Veränderlichen 
ansehen, liegt die Frage nach einer geometrischen Deutung Tür den Fall mehrerer und namentlich Tdr 
den Fall von vier Veränderlichen nahe. Die Reantwortung dieser Frage setzt die der andern nach 
der geometrischen Deutung, die wir einer Gleichung zwischen vier VeränderUchrn geben können, 
voraus. Diese V'eränderlicfaen können überhaupt in linearer Abhängigkeit von einander stehen: dann 
stellen die in gegenwärtiger Schrift dLscutirten Gleichungen zweiten Grades zwischen drei Veränder- ! 
liehen nicht mehr Flächen zweiter Ordnung oder zweiter Classe, sondern Kegelschnitte oder Kegel- 
fläehen dar, Tür welche die allgemeinen Gleich ngs-Formen ihre Deutung behalten, und Gleichungen 
zwischen vier Veränderlichen würden Flächen zweiter Ordnung und Classe darstellrn. Doch hier 
erhalten wir immer nur Pnrticuläres; zu Allgemrinein führt die folgende Remerkung. Eine. gerade 
Linie bängt von vier linearen Cunstanten ab, für die wir zum Reispiel, indem wir eine solche 
Linie durch die Gleichungen-Poare : • 

X = XZ-f-k, , t = XT-f-Xw, I 

yr = (jz-l-y, u = uy + rw, 

darsleUen, x, u, X, r in der zwiefachen Redeutung nehmen können. Diese vier Grössen, die wir als ' 
Veränderliche betrachten, welche für eine gegebene gerade Linie leicht zu construirende conslante 
^kerthe erhalten, sind die vier Coordinaten der geraden Linie. Eine Gleichung zwischen 
diesen vier Cuonlinaten bestimmt nuch keinen geometrischen Ort für dir gerade Linie, sondern nur 
ein Geseta, nach welchem der unendliche Rnum aus geraden Linien besteht. Ich ge-^ 
denke auf diesen Gegenstand, der mir rin weites Gebiet für analytisch-geometrische Entwickelungen 
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zn crSlTnen schriol, an einem andern Orte wieder zurQckzakommen, da ich iiberdieas nickt im Stande 
sein wBrde, hier, bei beengtem lUume, den ganzen Uedanken zur Anschauung zn bringen. 
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ZfisamateiwtelluiiK zweier FIftehen zweiter -Ordnnng und Classe. 
GemelnHChafillchfM Pol-Tetmcder. 

2ö9. Die neatimmmiing einer Fläche der zweiten Ordnung und Classo hängt von neun, die 
Bestimmung eines Siemes solcher zwei Flächen also von achtzehn, von einander unabhängigen 
Cunstanten ab. Diese achtzehn Constanten Gnden sich in den nachstehenden beiden Gleichungen 
w ieder : 

5v'p’+*q’+pr’+<Ts’ = 0, 

• ?r'p*+x'q*-J-p'r'+u^s* =0? ^ 

denn die vier linearen Functionen p, q, r und .8 hängen von 4.3 = 12 Constanten ab und die acht 
unmittelbar in Kvidenz tretenden Constanten reduriren sich, weil in Folge der vorstehenden Glei- 
chungs-Formen nur die Quotienten je zweier der vier ersten und je zweier der vier letzten in Be- 
tracht kommen, auf sechs. Weil die auf diese Weise sich ergebenden nehtzebn Constanten von ein- 
ander unabhängig sind, so kßnnen wir im Allgemeinen, das heisst, wciin nicht besondere Parti- 
eularisatioucn Statt linden, zwei gegebene Flächen zweiter Ordnung durch die vorstehenden beiden 
Gleichungen CO darstellen. Die vier Kbcnen , 

p =: 0, q = 0, r = 0, s = 0 

bilden ein solches Tetraeder, dessen F.ckpuncte, in Beziehung auf jede der beiden Flächen (I) die 
Pole der gegenBberlicgrndcn Seitenflächen desselben sind ($ 4). M ir gelangen hiernach zu dem 
folgenden Satze,. 

7.wci gegebene Flächen z w e itcr Ordn nng und Classe haben im Allgemeinen 
ein geni.elnsehaftliches Pol - Tetra eder. 

260. Näenn wir nach einander jede der vier linearen Functionen zwischen den beiden Gleichungen 
^1) climinircD, so ergeben sich die folgenden vier Gleichungen: 

C:r'x — :nOq’+(w'p — wpOr’-hCw'o — 5»o')s’ = 0, 

(x'ir — jrr',)p*-|-(*'p— xp')r't-t-(*'ir — xo'js* = 0, (2) 

Cp'it — pw')p'‘-t-(p'*— p*')q’-f-(p'o' — pw'js* = 0, 

(ir'nr— ott')p’-|-(<»'* — < nc'}q^-|-(<r'(# — ap')r* an 0. < 

Diese Gleichungen stellen vier kegelflüclien dar, die sämmllieh durch die Durchsebnilis-Curve der 
beiden Flächen (1) geben. 

Durch, di c Durchschnitls-Curve zweier Flächen zweiter Ordnung undClnsse 
lassen sich im Allgemeinen vier Kegelfläcben legen: die Mitlclpunctc dieser vier 
Kegclflä ch en sind die vier Kckpuncte des geineinschaftlirhen Pol -Tetraeders. 

Die Gleichungen (2) sind die einzigen kegel-Uleichungen zweiter Ordnung, die w ir aus der 
ZiLsomincnstellnng der beiden Gleichungen (I) akieilen kSuiien: es lassen sich also auch nur vier 
kegelflächcn durch die OarcliMchuitt.s-Curve der bezüglichen beiden Flächen legen. Zwei Flächen 
ztteitcr Ördnung.und Classe haben also auch nur ein einziges gemcinschafiliclies Pol-Telraeder, oder 

41« 
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analylisch ausgedrOckt, die beiden Flächen lassen eich nur auf einzige \\ eise durch das System der 
Glekhungs-Formen (1) durstellen. Diese Form-ßestimmung, so vie die Bestimmung der vier Kegel 
(*), hängt nothwendigerweise von der Aiillüsung einer Gleichung des vierten Grades ab, »eil die 
AVinkelpiincte des Tetraeders säiiimtlich in gleicher geometrischer Beziehung zu den beiden Flächen 
zirciter Ordnung stehen. 

201. Die beiden Flüchen zweiter Ordnung und Classe, die wir in den vorigen Nummern be- 
trachtet haben, klinnen wir auch -in berreundeten IMnn-Coordinaten (p, q, r, s) darstellen und er- 
halten dann, sei es durch eine einfache t)irecte Betrachtung, sei es nach der 206. Xumnier des vorigen 
Paragraphen, für eben dieselben Flächen die folgenden Gleichungen: 



- + ^+- + - = 1, 

■7t X ft a 

X> 



+ v + :7 = '. 



(3) 



p' ■ er' 

und statt der vier Kc^olflüchcD (9) die folgenden vier Kegelschnitte: 
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Auf diesem Wege, oder auch unmittelbar nach dem Principe der Reeiproeität, stellt sich neben den 
Satz der vorigen Nummer der folgende. 

Diejenige .A bw ickelun gs- Fläche, welche zwei gegebene Flächen zweiter Ordn ung 
und Classe umhüllt, wird, im .Allgemeinen, von vier Ebenen in Curven zweiter, 
Ordnisng und Classe geschnitten; diese Ebenen sind die vier Seiten -Ebenen des 
gemeinschaftlichen Pol-Tetraeders. » 

Die Winkelpuncte des Pol-Tetraeders sind (p), ( 7 ), Cf), und(s), in Folge unserer Coordinaten- 
Bestimmung stehen sie denjenigen Seitenllächen, die nach der frühem Bezeichnung (p), (q), (rj und 
(s) sind, bezüglich gegenüber. So wie die vier Kegelllücben (2) zu denjenigen Flächen zweiter 
«Ordnung gehSren. welche mit den beiden gegebenen dieselbe Durchschnitts-Curve haben und diese 
durch zwei der kegelllächen be.stimnit ist, so sind auch die vier Kegelschnitte zu denjenigen Flächen 
zweiter Classe zu zählen, welche von denselben Ebenen, als die beiden gegebenen berührt werden, 
und die diesen beiden umschriebene Abwickelungs-Fläche ist in der .Art durch zwei der vier Kegel- 
schnitte bestimmt, dass sie durch eine Ebene umhüllt wird, welche in allen ihren Lagen an diese 
Kegelschnitte sich anlehnt. 

202. AAenn die beiden Flpchen zweiter Ordnung und Classe einen gemcmschafliichen .Mittcl- 
pnnct haben, so liegt eine Seitenfläche des gemeinschafUichen Pol-Tetraeders unendlich weit. Lassen 
wir, dem entsprechend, s auf eine Constonte sich reduciren, so gehen die Gleichungen (1) in dio 
folgenden über: i ^ 



g. 1-1. ZuKarameiisteUang zweier Flacheu. 
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^p*+*q* + pr'+<» = 0, 

Dia Durchschnitts-Linifn je zweier der drei Kbenen 

p = 0, q = 0, r = 0 

tiind drei zugeordnele Durchiuesser jeder der beiden Flüchen. Wenn also irgend zwei FUehen 
zweiter Ordnung und Closse einen gemeinscharilichcn Mittelpuort haben: so haben sie auch ein ge- 
meinschaftliches Sjstem dreier zitgeordneten Durchmesser. Wenn wir JTlr eine der beiden Flächen 
insbesondere eine Kugel nehmen, deren zugeordnetc Durchmesser alle auf einander senkrecht stehen, 
so folgt unmittelbar, dass jede F'liiche zweiter Ordnung und Classc mit einem Mittelpuncte, einSsstem 
von drei rechtwinkligen zugcordnelen Durchmessern oder, mit andern \k orten, drei Axen hat. 

In dem F'allc zweier cuncentrischcr Flächen fällt der Mitlelpiinci einer der vier Kegelflächen 
der 260. Nummer mit dem Mittelpuncte dieser F'lüchen' zusammen, während die drei übrigen Kegel- 
flachen in Cylinder ausarten, deren Axen die drei gemeinscfaaflliehen zugeordneten Durchmesser der 
Flächen sind. Mir kilnucn, mit andern Worten, die DdFchschnitts-Curve derselben auf drei, senk- * 
recht auf diesen Durchmessern stehende, F^benen projiciren, wobei die Projectionen von der zweiten 
Ordnung sind. Von den vier' Kegelschnitten der 261. Nummer liegen drei in den durch je zwei 
der drei zugeqrdnetcn Durchmesser bestimmten Kbenen und die vierte liegt unendlich weit. Wenn 
insbesondere die beiden Flüchen confocale sind, so haben beide dieselben .kxen-Richtungen und die 
fraglichen drei Kegelschnitte sind die in den drei Hanptschnitten liegenden gemeinschaftlichen F'ocal- 
Curven derselben. 

263. Wenn wir um zu parlicularisiren 



II 


1 P 

oder — = — = X 
,P " 


C6) 


setzen, so geben die beiden letzten der vier 
(?.Ä — a') pS 


Gleichungen (2), beide in die folgende über : 
-l- a* — *0 q' = 0. 


(7) 



Die beideu letzten der vier frühem Kegelflächen arten also in dasselbe Svstem von zwei Ebenen 
aus, welche die beiden Kegelschnitte enthalten, in die sich die Durchschnitts-Curve der beiden Flächen 
in diesem Falle aullüset. Es bleiben noch zwei der vier Kegelflächen (2), welche beide Kegelschnilto 
gleichzeitig enthalten, übrig; die gerade Linie, welche durch die Mittelpuncte dieser beiden Kegel- 
flächen gehl, ist die gerade Linie (r/tl oder zugeordnete Polare der geraden Linie fp,q), die beiden 
Linien sind zwei gegenüberliegende Kanten des gemeinschafiliohen Pol-Tetraeders. 

In Folge der Bcdingiings-dleichung C6) gehen die beiden letzten der vier Gleichungen (4) über- 
einstimmend in die nachstehende Uber: 






Die beiden letzten der vier Kegelscbnille der vorigen Nummer arten also beide, in dasselbe Srstem 
von zwei Piincien aus. Diese Puncte sind die Mittelpuncte zweier Kegelflächen, in welche, 
für den vorliegenden Fall, die die beiden gegebenen Flächen umhüllende Abwickelung-Fläche zerfällt. 
Es bleiben hiernach nur noch zwei der vier Kegelschnitte (4 ) übrig, fis sind diejenigen, in welchen 
die beiden umschriebene/i Kegelflächen sich schneiden. Die Ebenen dieser beiden Kegelschnilto 
schneiden sich in der geraden Linie (r, z) der zugcordnelen Polaren der geraden Linie (j), j), welche 
dio •MBlelpunctd' der beiden umschriebenen Kegelflächen enthält. 
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Btmcrkfn vir zugleich noch, dass die Symbole (p, q) und (jr, «) dieselbe Kante des gemein- 
schaftlichen Pol-Tetranders darslellen, ebenso (r, s) und (p, 5 ) und dass die so bestimmten beiden 
Kanten gegenüberstehende sind, so können vir die gevonnenen Kesulwte in folgende Aussage 
zusammenfassen. 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung und Classe sieb in ebenen Curven schnei- 
den, so lassen sich denselben zugleich auch zwei Kegelflächen umschreiben und, 
umgekehrt, wenn sie zweien Kegelflächen eingeschrieben sind, schneiden sie sich 
in ebenen Curven. Durch die beiden ebenen Durchschnitts - Curven lassen sich 
zwei neue Kegelflächen legen, die beiden umschriebenen Kegelflächen schneiden 
sich in iwei neuen ebenen Curven. Die Kbenen der vier Dnrchscbnitt-CnrTcn 
schneiden sich in derselb en^gcraden Linie (il), die .Mittel puncle der vier Kegel- 
riächen liegen auf derselben geraden Linie : «üe beiden geraden Linien .4 und 
B sind zugeordnete Polaren in Beziehung auf jede der beiden gegebenen Flächen- 
Durch die erstgenannte Linie A gqhen überdiess auch noch die vier Ebenen, in 
welchen diese beiden Flächen von den beiden umschriebenen Kegelflächen berührt 
werden, auf der letztgenannten Linie Jf liegen die vier Mittclpuncte derjenigen 
Kegelflächen, welche die beiden Flächen in den beiden Du rchsch nitts - Curven 
berühren. 

Wir nennen zwei solche Flächen, welche die in Bede stehende gegenseitige Beziehung zu ein- 
ander haben, »wei collincar liegende Flächen. Wir erkennen sogleich dass irgend zwei 
Flächen zweiter Ordnung und Classe durch eine gegenseitige Lagen-.Aenderung collinear liegende 
werden können. Wir brauchen auf beiden bloss irgend zu ei identische Kegelschnitte zu bestimmen 
and zur Conguenz zu bringen. Bei dieser Lagen-.\endcning verliert die eine Fläche von ihren 
sechs Constanten der Lage nur zwei. Aehnliche Flächen haben auch daun eine collineare I-age, 
wenn sie insbesondere eine ähnliche Lage haben, das heisst, wenn ihre Axcnrichtungen parallel sind, 
weil sic in diesem Falle immer in einer unendlich weit liegenden Fibcne sich schneiden. 

2&I. Zwei collineare Flächen hängen zusammen nur noch von secliszehn Constanten ab. 
Zwar rediicirt sich auf den ersten Blick die ursprüngliche Anzahl von achtzehn Constanten, durch 
die Bedingungs-Gleichung ( 6 ) nur um eine Einheit. Das Ausfallen einer zweiten Constanten zeigt 
sich aber darin, dass zugleich die vier Ebenen oder die vier Puncte, durch welche die Coordinaten- 
Bestimmung vermittelt wird, nicht mehr vollkommen bestimmt sind und wir unendlich oft dieselben 
beiden Flächen durch zwei Gleichungen von deraelben Form darstellen können. Das gemeinschaft- 
liche Pol-Tetraeder, mit andern Worten, ist nicht mehr vollkommen be.stimmt, sondern bestimmt 
sind nur die beiden gegenüberliegenden Kanten CA und B), und ausserdem, in der Punct-Coordina- 
ten-Bestimmung zwei Eckpunctc auf B, nemlich die Mittclpuncte der beiden umichriebenen Rota-. 
tions-Kegcl, und in der Plan-Coordinaten-Bestimmung zwei durch A gehende ScitenllHchen, nemlich 
die Ebenen der beiden Durchschnitts- Curven. In der ersten Bestimmung können wir auf A eine 
dritte Ecke beliebig annchmen, und dann auf ihr die vierte Ficke als den Pul der, durch die drei 
ersten Ecken gehenden Ebene construiren, in der zweiten Bestimmung eine beliebig durch B gelegte 
Fibcne als dritte Seitenfläche annchmen und dann die vierte Seitenfläche als die l’olar-Ebene des 
Durchschnittes der drei criten construiren, 

• 865. Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung in einer ebenen Curve sich schneiden, so schneiden 

sie sich ausserdem noch in einer zweiten solchen Curve. Der Voraussetzung nach, gibt es eine 
Ebene, welche die beiden F'lächcn 
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12 = 0, ß' = 0 

in derselben Curve schneidet, und dieser Ebene entspricht, bei gehöriger Bestimmung von fj, ein 
linearer Factor im ersten Theile der nachstehenden Gleichung: 

ß + fiß' = 0. 

Ein solcher linearer Factor bedingt aber nothwendig einen zweiten, und diesem entspricht eine zweite 
ebene Ourchschnitts-Cun«, welche, wenn dieser zweite Factor inshesondcre auf eine blosse Constonte 
sich reducirt, unendlich weit liegt. M'enn die beiden Flüchen zweiter Ordnung in einem Punrtesich 
berühren, so entspricht die Berührnng, im .‘Vllgcmeinen, nicht einer ebenen Durchselinitts-Curvr, sie 
Ihnt es nur dann, wenn die Flüchen ausserdem in einer ebenen Curve sich schneiden und dann 
werden beide Flüchen durch jede Ebene, die der gemeiaschafllichcn UerUhrungs-Ebenc parallel ist, in 
ühnlichen und ühniieh liegenden Curven geschnitten. Eine der beiden Flüchen kann auch eine 
Kegelflüchc sein und der Mittelpunrt derselben insbesondere auch aiir der andern Flüche liegen. 
Kennen wir, indem 4lr die bisherige Bedeutung des Wortes erweitern, stereographische Pro- 
jection einer auf einer gegebenen Flüche zweiter Ordnung liegenden ebenen Curve, den Durch- 
schnitt einer durch diese Curve gehenden KegclOflche, die einen festen Punct der gegebenen Flüche 
zn ihrem Mittelpuncte hat, mit irgend einer festen Ebene, die der Tangential-Ebene in dem festem 
Puncte parallel ist : so ergibt sich der nachstehende Satz. 

Die stereograpbischen Projectionen aller auf einer gegebenen Flüche zweiter 
Ordnung liegenden ebenen Curven sind ühnliche und ähnlich liegende Kegel- 
schnitte, und sind insbesondere Kreise, wenn die Fläche einen Kreispunct hat und 
wir diesen zum Mittelpuncte der Projection nehmen. 

Nach diesem Satze können wir alle Constructionen projectiver Art, die sich auf Kreise beziehen 
auf solche Kegelschnitte die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen, übertragen. 

Mit dem an die Spitze dieser Nummer gestellten Satze ist der folgende durch dos Princip der 
Keciprocitüt verbunden. Wenn um zwei Flächen zweiter Classe sich eine Kegelfliithe beschreiben 
lässt, so gibt cs immer noch eine zweite umschriebene Kcgeliläche. 

36ö. Nach der vorigen Nummer sind zwei collincare Fiüchen durch die einzige Bedingung 
vollständig bestimmt, dass sie entweder in einem Kegelschnitte sich schneiden oder von einer 
Kegeliläclic berührt werden, und so können wir dem ersten Theile des Satzes der 263. Nummer 
auch die folgenden beiden, durch das Prinzip der Reciprocitüt mit einander verknüpften Satze ent- 
. nehmen. 

Alle Flüchen zweiter Ordnung und Classe, die einer gegebenen Kegelflüchc 
eingeschrieben sind, schneiden sich in zwei ebenen Cnrven; um alle solche Flächen, 
welche dnreh einen gegebenen Kegelschnitt gehen, iassen sich zwei Kegelflüchen 
beschreiben. ,, 

Eine einfache Sj^mbol-Verbindung gibt den Beweis dieser beiden Sätze. Bezeichnen wir, was den 
ersten Satz betrim, zwei der eingeschriebenen Flüchen durch ß und ß', die KegelOüche durch K, 
die Ebene der beiden UerUhrungs-Curven (die, wenn der Kegel auf einen ellipsoidischcn Punct sich 
reducirt, imaginär werden) durch s und a', und durch u und u' zwei unbestimmte Coefiieienten, so 
sind die Bedingungen des Satzes in den folgenden beiden idcntischetsGleichungen vollständig ausgcdrückt 
ß =; K -f liS^ , ß' = K + ys" 5 

ziehen wir ab, und setzen 

(i's'i — US* s ütn, 



V 
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so koDimt 



a' — n = xiu 



ein analytischer Ausdruck tOr die Behauptung des Satzes. Zugleich ist aus dieser BeweisrDhmBg' 
ersichtlich, dass wir irgend eine beliebige Flüche zweiter Ordnung und Classe an die Stelle 
der Kegeinüche des ersten Satzes setzen kilnnen. Ebenso können wir im zweiten Salze irgend 
eine umschriebene Flüche zweiter Ordnung und CUsse an die Stelle des Kegelschnittes setzen. 
Soll eine der eingeschriebenen Flächen des ersten Satzes insbesondere eine'Kugel sein, so Ist die 
umschriebene Flüche nuthwendig eine Rotations-Flüche. Die Kugel schneidet jede der andern ein- 
geschriebenen Flüchen in zwei ebenen Cnrven, also in (reellen oder imaginären) Kreisen; berührt 
sie eine derselben, so ist der ßeriihrungspunci ein Kreispimet die.ser Flüche. Lassen wir diese Flüche 
in eine Cune ausarten, so gehen die Kreispunctc der Flüche in die Brennpuncte dieser Curve Uber 
(192). und dann gelangen wir zu dem QueteMschtn Satze, dass ein, nm eine Kugel beschriebener, 
Kegel \on einer beliebigen die Kugel berührenden Ebene so geschnitten wird,^ass der BerUhrungs- 
punct ein Brennpunct der Durchschnitts-Cnrve ist, oder dass jede perspectivische Projection einer 
Kugel auf eine dieselbe berührende Ebene, ein Kegelschnitt ist, der den Berührungspunct zu einem 
seiner Brennpuncte hat (203). 

2fü>. \Vir haben im -I. Paragraphen die Beziehungen einer Fläche zweiter CUsse und Ordnung 
zu einem ihrer Pol-Tetraeder ausrdhrlich discutirt; hieraus ergeben sieb die allgemeinen Beziehungen 
zweier solcher Flüchen, die nach der 259. Nummer rin geineinschaflliches Pol-Tetraeder haben, un- 
mittelbar. So folgt zum Beispiel der folgende Satz. 

Wenn wir um zwei gegebene Flüchen zweiter Ordnung und Classe zwei Kegel beschreiben, deren 
gemein-schnftlicher .MittelpuncI mit dem .Mittclpuncte eines der vier Durchschnitts-Kegel zusammcnfalll, 
so liegen, wenn der erstgenannte Mitlelpunct gegeben ist, die beiden Berührungs-Curven iu derselben 
Ebene, welche die Miitelpunctc der drei übrigen Durchschnitts-Kegel enthüll. Dies» drei Aliltel- 
punctc sind dwi zugrordnete Pole in Beziehung auf jede der beiden fraglichen Cunen und können 
als sulche construirt werden (System n. US.) 

Wenn die beiden F'lächcn collinear liegende sind, so modificiren sich diese Beziehungen dadurch, 
dass es unendlich viele gemcinschafUiche Pol-Tetraeder gibt, die aber alle die Verbindungs-Linie der 
IMiltelpunctc der beiden umschriebenen Kegelflüchen und dir Durthschnills-Linic der Ebenen Iler 
beiden Durchschnitts-Curven zu zwei ihrer gegenüberliegenden Seilen haben. Wir wollen beispiels- . 
weise nur, ohne den Gegenstand zu erschöpfen, einige characleristischc Beziehungen zweier coUinear 
liegenden Flüchen aus einer einfachen 8>mbol- Verbindung entnehmen. • 

5) enn man zwei Kegel beschreibt, von denen der eine K einer Flüche Q. umschrieben ist und 
der andere K, dieselbe in ebenen Curven schneidet, so gehen die Ebenen dieser beiden Durchschnitts- 
Curven, v und \„ und die BerUhruug.s-Kbenc s durch dieselbe gerade Linie. Den gemachten \ oraus- 
setzungen entspricht * 

a = K -f (is^ = K, -(- *»v,, '■ 

wonach • . ; 

K, K = 118 * — xvv,. 

Da die Mlltclpnnele der beiden Kegel K und K, dieselben sind, und die drei Ebenen v, v, und i 
nicht durch diesen gemeinschaftlichen AlillelpuncI gehen , so kann die vorstehende identische Glei- 
chung nur daun bestehen, weifli die letzlgeiiannlen drei Ebenen in derselben geraden Linie sich . 
schneiden, und dann kommt : < 



K, — K = rp*. 



t 
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Die beiden Kegel stehen in einer solchen Beziehunjg xu einander, die derjenigen zweier FlSchen , die 
sich in einer ebenen Curve berühren, entspricht; die RerDhrungs-Ebene ist p und geht durch den 
Mittelpunct. 

Wenn einer zweiten Flüche Sl' derselbe Kegel K umschrieben ist, so wird auch sie von dem 
Kegel K, in ebenen Curven geschnitten. Es ist nemlich, der Voraussetzung gemäss, 

fl' = K + u's/* 

mithin kommt , in Folge von (6): 

fl' = K, 4- fi's'' — vp* = K, 4- *'v'v,'. 

Die beiden Durchschnitts-Ebenen v' und v,' schneiden sich auf s', so wie die 
Ebenen v und v, sich auf s schneiden: beide Durchschnitts-Linien liegen in 
gemeinschaftlichen Mittelpunct der beiden Kegelflächen gehenden Ebene p. 

Ziehen wir hiernach die beiden identischen Gleichungen 

K 4- f»8- s K, 4- xvv„ 

K4- f'V' s K, 4- »»'V 

von einander ab, so kommt : 

x'r'v/ — *vv, = fj's't — fis’ 3 Xtu, 

und, wenn wir geometrisch deuten, erhalten wir die folgenden Resultate, neben die wir sogleich die 
mit ihnen durch dos Princip der Reciprocität verbundenen stellen wollen. 

\\ enn zwei collinear liegende Flächen zweiter Ordnung und Classe gegeben sind und wir be- 
schreiben einen Kegel, dessen Mittelpunct mit dem Miticipuncte eines der beiden Umhüllungs-Kegel 
zusamiiienfällt und der die beiden Flächen in ebenen Curven schneidet, so schneiden die beiden Durch- 
schnitls-F^bcnen mit der einen Fläche die beiden Durchschnitts-Ebenen mit der andern in solchen vier 
geraden Linien, welche paarweise in den Diirchschnitls-Kbcncn der beiden gegebenen Flächen liegen. 
\\ enn insbesondere der Kegel in eine durch den Mittelpunct des Umhüllungs-Kegels gehende gerade 
Linie uusartet, so schneiden die beiden Iterührungs-F^bencn in den Durchschnitten dieser Linie mit 
der einen Fläche die RerUhrungs-Kbenen in den Durch.schnitlen mit der andern Fläche in vier 
geraden I.inien, die paarweise in den Durclischnitls-Ebencn der beiden gegebenen Flächen liegen. 

M enn wir in der Ebene einer der beiden Durchschnitts-Ciirven zweier gegebenen collinear liegenden 
Flächen zweiter Ordnung und Classe einen Kegelschnitt beschreiben, durch welchen sich zwei Rc- 
rühruugs-Kegel an jede der beiden Flächen legen lassetfl so können wir die beiden Mittelpuncte der, 
einer dieser Flächen um.schricbenen , Kegel mit den beiden Miltelpuncten der, der andern Fläche 
umschriebenen, Kegel durch vier gerade Linien verbinden, welche sich paarweise in den beiden Mittel- 
puuclen der beiden Umhüllungs.Kegel schneiden. Ziehen wir in der Ebene einer Durchschnitts- 
Curve irgend eine gerade I.inie (eine den Kegelschnitt vertretende Doppel-Linie), legen durch die- 
selbe an jede der beiden Flachen zw ei Tangential-Ebenen und verbinden die beiden RcrUhningspuncte 
auf der einen Fläche mit den beiden Rerührungspuncten auf der andern Fläche durch vier gerade 
Linien, so schneiden sich diese geraden I.inien paarweise in den beiden Mitlelpunttcn der Um- 
hüllungs-Kegel. — 



beiden Durehsehnitts- 
derselben durch den 
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867. M>nn wir weiter particularlsiren und zwischen den Conslonten der beiden Gleichungen 
(1) die folgenden beiden Relationen voraussetzen 

a p X 




80 geben die drei letzten der vier Gleichungen (9) gleichzeitig in die Gleichung 

= 0 

über. Drei der frühem vier Durchschnitts-Kegel arten also gleichzeitig in ein Srstem von zwei 
in die Ebene fp) zusammenfallenden Ebenen aus, der vierte berührt die Flüche in dieser Ebene (p). 
Das System der beiden in einer ebenen Ciirvo sich berührenden Flüchen hängt nur noch von drei- 
zehn Constanten ab, weil einerseits die Anzahl derselben in Folge der obigen Kedingungen um zwei 
Einheiten sich reducirt und andererseits die ßcstimniung des gemeinschaftlichen Pol-Tetraeders (der 
vier linearen Functionen p, q, r, s) drei willkührlichc Constontc einschliesst. Nur eine Ecke dieses 
Tetraeders nemlicli ist bestimmt (der Mittelpunct des gcmcinscliaftlichcn BcrUhrungs-Kcgels'j, während 
die drei übrigen Ecken drei beliebige zugeordnete Pole io liczicbung auf die ßerührungs-Curve sind. 

Zwei in einer Curvc sich berührende Flächen zweiter Ordnung und Classe lassen sich in dem 

Systeme der Plan-Courdinaten durch Gleichungen von ganz derselben Form dorstcllcn. 

86S. enn wir 

a p X CT 

o-* p' ’ x' ä'’ 

setzen, so gehen die Gleichungen (8) paarweise in die folgenden über: 

pr* -|- <rs* = 0 , 
cip* -f xq^ = 0, 

und stellen also zwei Systeme von zwei Ebenen dar. Zwei der vier Durchschnitts -Kegel arten in 
das eine, die beiden andern in das andere dieser beiden Systeme aus. Die beiden Fluchen schneiden 
sich in vier geraden Linien, in welchen sich auch die beiden Ebenen-Systeme schneiden. 

Wenn p und o und also auch p' und o' entgegengesetzte Zeichen haben, so sind die Ebemn 

des ersten, wenn cc und x und also auch it‘ und x', die Ebenen des zweiten Systems reell; sonst 

Imaginär. Die beiden Flächen müssen also geradlinige sein, wenn alle vier Fibenen reell sein sollen. 
Wenn alle vier Ebenen imaginär sind, wobei immer noch die Durchschnitts-Linien der beiden Ebenen 
jedes Paares reeU bleiben, so sind die beiden Flächen entweder beide geradlinig, oder beide imaginär 
oder eine ist geradlinig und die andere imaginär. \\’enn endlich die Ebenen eines Systems reell 
und die des andern imaginär sind, so sind die Flächen beide nicht geradlinig. Das System der 
beiden Flachen hängt im vorliegenden Fallq von vierzehn Constanten ab und kann auch durch die 
folgenden beiden Gleichungen dargestclit werden: 

tu = nvw, 
tu = fi'vw. — 

869. Wenn wie bisher D, D' und Q" homogene Functionen zweiten Grades zwischen den linearen 
Functionen p, q, r und s, die wir beliebig mit andern linearen Functionen vertauschen kennen, 
bedenten, so stellen, bei beliebiger .Annahme der nobestimmten Cocfficicotcn fi, X und x die 
Gleicbungen . 



ß -h hfl' -t- nß" = 0, 
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solche FIfichen xweiter Ordnaog dar, die bczagUch durch dieselben acht Durchschnittspuncle (von 
denen jeder durch die sieben übrigen beslimnil isQ gehen und eine gemeinschaftliche Ourchschnitts- 
Corve (die durch acht ihrer Puncte bestimmt ist) haben (Einleitende Betrachtungen, ($. 3.)) Oie 
Gleichungen : 

dQ . dU' dfl" 
dö dQ' 

dF+*dF-=^®’ 

stellen alsdann Ebenen dar, die bezüglich in demselben Puncte und derselben geraden Linie sich 
schneiden. Diese Ebenen sind, in Beziehung auf die Flüchen (1) und (2), die Polar-Ebenen des 
Punctes, Tür welchen q, r und s verschwinden, nnd der, bei der M'iilkUhrlichkeit der Coordinatea- 
Bestimmung, jeder beliebige sein kann. Wir erhalten hiernach, wenn wir xngleich das Princip der 
Reciprocitüt in Anwendung bringen, die folgenden Sätze. 

Oie Polar-Ebenen eines gegebenen Punctes in Beziehung auf alle Flächen zweiter 
Ordnung, die durch sieben gegebene Puncte gehen, schneiden sich in demselben 
Puncte; sic schneiden sich in derselben geraden Linie, wenn alle Flächen durch 
acht gegebene Puncte gehen. 

Die Pole einer gegebenen Ebene in Beziehung auf alle Flächen zweiter Classe, 
die sieben gegebene Ebenen berühren, liegen in derselben Ebene: sie liegen auf 
derselben geraden Linie, wenn alle Flächen acht gegebene Ebenen berühren, und 
also derselben .Abwickelungs-Fläche eingeschrieben sind. 

Liegt die gegebene Ebene insbesondere unendlich weit, so particularisirt sieh der letzte Salz in 
den folgenden. ^ 

Die .Millelpnncte aller Flächen zweiter Classe, die bezüglich sieben und acht 
gegebene Ebenen berühren liegen bezüglich in derselben Ebene und auf derselben 
geraden Linie. 

27U. llomofocale Flachen bilden eine sulche Gruppe von Flächen, auf welche der letzte aligemeiae 
Satz seine Anwendung findet (862) und sich dann dahin particularisirt, dass der Ort Tür die Pole 
eine gerade IJnie ist, die auf der gegebenen Ebene senkrecht steht. Steilen wir nehmlich 
eine solche Flächen-Oruppe, bei «illkübriicher .Annahme von 3 , indem wir w gleich Eins nehmen, 
durch die Gleichung 

(<*' — d) t* -J- OjJ — 3 ) u’ -r Cr* — 3 ) V* = 1 (3) 

dar, so ist die Gleichung des Poles irgend einer gegebenen Ebene (t', n', v*) in Beziehung auf eine 
beliebige dieser Flächen 

(«1 — d) l't + d) u'u 4- (r* — d) v'v = 1, 
und hiern.-ich sind die Coordinaten dieses Poles: 

X = — (a* — d) I', y = - (3« — d) u', z = — (r* d)T'. 

Eliminiren wir d, so finden wir für den Ort der Pole die Doppel-Gleichung: 



+ “^ = ,b =77+/’ 



welche eine gerade Linie darslellt, die, was zu beweisen war, auf der gegebenen Ebene (t', u', Wj, 
deren Gleichung 
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t'x + n';f + t'z + 1 = 0, 



senkrecht steht, 

271. In einer Gruppe homorocaler Flächen ist je<le einzelne Fläche durch eine ihrer Reriihmngs- 
Ebcnen vollkommen hcslinimt, denn die Gleichung (3) gibt, wenn wir gegebene Werthe der drei 
Veränderlichen t, u und v kennen, den CucfKcicnten 3 auf lineare Weise. Durch einen gegebenen 
'Punct aber lassen sich immer drei dieser Flächen legen und zwar immer ein F^ilipsoid, ein einscha- 
liges und ein zweischaliges Hyperboloid. Stellen wir nehnilich dieselbe Flächen-Gruppe (3) durch 
folgende Gleichung dar: 

X* V* z^ 

h- ' • e H 1=0. 

at—3 ’ 

so erhalten wir, wenn wir die Coordinaten- Werthe des gegebenen Punctes einselzen, zur Bestimmung 
von 3 eine Gleichung des dritten Grades. Der ' erste Theil dieser Gleichung ändert dreimal sein 
Zeichen, wenn 3 nach einander gleich y*, (I* und a* wird. Die drei M urzeln sind also sämmtlich 
reell, eine derselben liegt zwischen und jl’, eine zwischen ß‘‘ und y’ und die dritte ausserhalb 
der Werthe a* und wonach die obige Behauptung bewiesen ist.*) 

Ans dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze folgt unmittelbar, d.iss drei homofocale 
Flächen, die durch denselben Punct gaben, in diesem Punete sich rechtwinklig schneiden. 
Denn, nehmen wir für die gegebene Ebene die TangenliabEbene einer der drei Flächen in dem 
Dnrchschnillspnncte, so ist dieser ihr Pol in Beziehung auf diese Fläche, während ihre Pole in Be- 
ziehnng auf die beiden andern Flächen offenbar beide auf der genieinschafllichen Tangente ihrer 
Durcbschnitts-Curve liegen. 

Auf derselben Tangente liegen auch die Pole der gegebenen Tangential-Ebene in Beziehung auf 
die (als Flächen zweier Classc zu betrachtenden) drei Focol-Curvcn. Wenn man also in einem 
gegebenen Punete einer gegebenen Fläche zw eiter Ordnung und Classe die Tangential-Ebene und die 
Normale eonstruiii, welche einem der drei Ilnuptschnitte in einerger.vden Linit und einem Punete begegnen, 
so i.st, in Beziehung ouf die bezügliche Focal-Cnrve, dieser Pnnct der Pol jener geraden Linie. Hiernach 
ktlnnen wir, wenn die Tangential-Ebene gegeben ist, den RcrUhrungspunct auf ihr unmittelbar bestimmen. 
W'ir begegnen hierbei zugleich dem Salze, dass der geometrische Ort für die BerUhrungspunetc auf solchen^ 
Tangential-Ebenen homofocalcr Flächen, die durch eine gegebene, in einem der drei Hauptschnilte liegende ^ 
gerade Linie gehen, ein Kreis ist, der den kürzesten Abstand der gegebenen geraden Linie und ihres ^ 
Poles zu einem Durchmesser hat. Es knüpft sich ferner hieran eine einfache Construction der beiden^ 
Tangential-Ebenen, die sich, im .Allgemeinen, durch eine in einem der drei Hauptschnilte liegende 
gerade Linie an die Fläche legen lassen. Wenn diese gerade Linie insbesondere eine Tangente der 
Focat-Curve ist, so tritt uns das bemerkenswerthe Ucsultal entgegen, dass alsdann jede (imaginäre) 
Ebene, die durch cinesolchc gerade Linie gehl, eine Tangential-Ebene derFläche ist.**)o.. 



t 

K 

In der Nbte Kur 140. Numner bnben vrlr, nach Herrn CnucA^f diejenige Gleichung, deren Wurzeln 
die HallHAxcn«Qondrnle einer gegeheneo Flache zweiter Ordnung sind, und welche die aligemeinn 
Gleichung dritten Grades mit drei reellen Wonccln repHuieniirt (175}, auf die Form der obigen ^ 
Gleichu^ gebracbL 



**) Wenn wir für die Glelcbuog der Fliehe die folgende 

O-Jt* -4- ?>U« 4- y‘vi = I 

nad für di« Gielchuagea einer gcradea Llaie ln dem UaaptschDiUe XY die folgeadea 
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Es steht also jede Tangente der beiden reellen Focal-Curveii riicksichtlich solcher Kbenen, die 
durch dieselbe gelegt werden, zur FlUclie in ganz analoger Beziehung, wie die beiden Brenn- 
punclc, rückiichtlich der durch dieselben gehenden geraden Linien, zur Cureo zneiler Classc. Je 
zwei auf einander senkrechte Ebenen insbesondere, dis durch eine Tangente der Focal-Cursc gehen, 
bilden mit den beiden bezüglichen Tangential-Ebenen vier harmonische Ebenen, woraus sich mehrere 
Sätze ergeben. 

272. Die Gleichung (.2), welche, bei willkührlichcr .Annahme son x, Flächen z Alter Ordnung 
darstellt, die alle dieselbe DurchschnitU-Qttrre haben, stellt, in Verbindung mit der Gleichung 

p = 0 

die Ourchschnitts-Curven in der hezUglichen Ebene (p) dar, und hieraus folgt, dass diese alle in 
denselben vier, reellen oder imaginären. Piinclen sich schneiden. W enn zwei der fraglichen Flachen 
gegeben sind, etwa zwei der vier gemeinschaftlichen DurcbschniUs-kegel, so kitnnen wir sogleich 
eine dritte Fläche bestimmen, welche durcli die reelle oder imaginäre Diirthschnitl.s-Curv e der beiden 
gegebenen und Uberdiess durch einen gegebenen Punct M gebt. Jede durch diesen Punct gelegte 
Ebene schneidet die beiden gegebenen Flächen in zwei Kegelscbnillcn und die zu con.struircnde in 
einem sulchen dritten KegcLschnitt, der dadurch beitimiut ist, dass er durch die reellen oder imoginarra 
Durchschnittspuncte der beiden ersten und durch den gegebenen Punct M geht. (Entwicklungen I, 
0 . 394) W enn wir die beliebige Fibene (p) als gegeben betrachten und in ihr den Punct M ver- 
rücken, so ändert sich der dritte Kegelschnitt, und geht insbesondere, wenn wir denselben mit einem 
der drei gemeinschaftlichen zugeordneten Pole der beiden rrstrii Kegelschnitte zusammenfallen lassenf 
in einen Punct oder ein Svstem von zwei geraden Linien Uber. Dann ist die Ebene ( p) eine Tangential- 
Ebene der zu construirenden dritten Fläche, und auf ilir der Punct dU der ßcrUhrungspunct. Es 
gibt also, im Allgemeinen, drei Flächen zweiter Ordnung, vt eiche durch die reelle oder inAginaro 
Durchsebnitts-Curve zweier gegebenen Flächen zweiter Ordnung (durch acht gegebene P,uncte) gelten 
und Uberdiess eine gegebene Ebene berühren. Die drei Behihrungspuncto auf dieser Ebene sind die 
drei gcmcinschaftliehey zugeordneten Pole derjenigen beiden Kegelschnitte, in welchen dieselbe von 
den beiden gegebenen Flächen geschnitten wird. 

Neben den eben gewonnenen Resultaten stellen sich , in Folge des Princips der Keciprocität, 
die folgenden. W enn man um solche Flächen zweiter Cla.sse, welche acht gegebene Ebenen berühren, 
nnd folglich von derselben Abwickelungs-Fläche umhüllt werden, Kegel be.schreibt, die einen gegebenen 
Punct zum gemeinschaftlichen Mittelpuncte haben, so haben alle diese Kegel vier gemeinschaftliche 
Tangential-Ebenen und folglich drei gemeinschaftliche zugeordnete Diametral-Ebenen. Durch eine 
fünfte Tangential-Ebene ist ein solcher Kegel vollkommen bestimnit. Es gibt im .Mlgemeinen drei 
Flachen zweiter Classe, welche mit zwei gegebenen dieselben gemeinschaftlichen Tangenlial-Ebenen 
haben, (acht gegebene Ebenen berühren) itnd uberdiess durch einen gegebenen Punct gehen. Die 



'V«- 



z = 0, t'x -f n'y + 1 = 0, 

nehmen und die Winkel, welche die beiden durch dieee gerade Linie gebenden Tangeotial-EbeneD mit 
dem llanpuchaitle XV bilden, y nennen, so Ul 

y*(t'l -f n'») 

a't'* -f r 

uod wcon ioAbMoodere die gerade Lioie die Focel-Carve 

C«* “ 4- Cd* — i 

bcrnhrCp Cfbill tMogyj üca Wertb :ty* ij^und i; wird unbcAtinmt. Vergl. EotwickluDgen II. S. 
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drei TangeDtinl-Ebenen in dem gegebenen Pnncle sind die drei gemeinscbalklichen ungeordneten 
Diametral-Ebenen derjenigen beiden Kegelflicben, welche diesen Pnnct an ihrem Mittelpuncte haben 
und den beiden gegebenen Flächen umschrieben sind. 

{73. Wir wollen die letzten Uesullate auf den besondem Fall homurocaler Flächen, in deren 
Reihe namentlich auch die drei gemeinschaftlichen Focal-Curven gehören, übertragen. Drei solche 
Flächen, die durch einen gegebenen Pnnct gehen, haben in diesem Pnncte drei Tangential-Ebenen, die 
anf einander senkrecht stehen (271). Alle umschriebenen Kegelllilehen, deren gemeinschaftlicher 
Mitteipunet dieser Punct ist, haben also diese drei Tangential-Ebenen au ihren drei gemeinschaftlichen 
Hauplschnitten : die drei Normalen der drei Flächen also zu ihren drei gemeinschaftlichen Axen. 
Wir entnehmen hieraus die folgenden Sätze. 

Die drei Axen irgend eines Kegels, der einer gegebenen Fläche zweiter Classe 
umschrieben ist, fallen mit den drei Axen jeder derjenigen drei Kegelflächen 
zusammen, diedensclbenMitlelpuncl haben und du rch die dreiFocal-Curxen gehen. 
Ijdegt der MittelpuncI insbesondere auf der gegebenen Fläche selbst, so ist die 
Normale derselben in diesem Puncto eine der drei Axen jeder dieser drei Kegel- 
fUchen, so dass diese drei gemeinschaftlichen Axen die drei Normalen der durch 
diesen Punct gehenden drei confocalen F'lächen sind. 

274. Wenn wir durch die Normale einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung und Classe — 
und offenbar können wir hier auch die beiden Paraboloidc einschliesaen — in einem gegebenen 
Puncte M eine beliebige Ebene legen, so schneidet diese Ebene eine beliebige F'ocal-Cune der Fläche 
in zwei Puncten F' und G und diejenige Kegeliläche, die den gegebenen Punct zu ihrem Mittelpuncte 
hat und durch diese Curre geht, in zwei geraden Linien MF und MG, die mit der Normalen, weil 
diese eint Axe der Kegeliläche ist, gleiche M inkel bilden. Ein Lichtstrahl also, der von F ausgeht 
und die Fläche in M Iriffl, wird in Gemässheit des bekannten Spiegelungs-Gesetzes, entweder nach 
dem Puncte G oder so zurilckgeworfco, als wenn er von dem Puncte G käme. Vertauschen w ir 
den Punct .M mit einem beliebigen andern Puncte der Fläche, so gibt uns dieselbe Construction, statt 
des Punctes G, einen andern Punct derselben Focal-Curre. Alle Lichtstrahlen also, welche von dem 
Puncto F anf der Focal-Curvc ausgehen, schneiden, nachdem sie von der Fläche reflectirt worden 
sind, entw eder seihst oder rückwärts verlängert, znm zweiten Male dieselbe Focai-Curve. Im ersten 
Falle bildet diese Focai-Curve eine Licht-Linie, im zweiten Falle Endet, nach der Spiegelung, keine 
Vereinigung der Lichtstrahlen statt, cs nehmen dieselben aber einen solchen Weg, als wenn sie von 
der Focai-Curve ausgvgangen wären. Ein Gleiches gilt, wenn wir statt des Punctes F nach einander 
alle Paarte der Focai-Curve betrachten. Lnd somit sind wir zu dem folgenden Satze gelangt, der 
den Schlussstein der gegenwärtigen l'ntersnchungcn bilden mag. 

AlleLicbtstrahicn, die, von einer der beidenreellenFoeal-Curven irgend ein er 
gegebenen Fläche zweiter Ordnung, eines Ellipsoids, eines elliptischen oder 
hvperbolischen II vp crboloids, c ines elliptischen oder hjpcrholischen Paraboloids, 
ausgebend, auf die Fläche fallen und von dieser gespiegelt werden, kehren wieder 
zu derselben Focal-Curvc zurück, oder nehmen, nach der Spiegelung, einen 
sulchen Weg, als w enn sie von dieser Focai-Curve ausgegangen wären. 






'S 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



V 







Digitized by Google 




